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Kapitel 1

Einheiten und Konstanten

1.1 Einheiten und Einheitensysteme

MeBbare Merkmale physikalischer Objekte heiflen physikalische Gréflen. Das Messen einer Grofle erfolgt durch
Vergleich mit einer Grofle gleicher Art. Die Vergleichsgrofie heifit Einheit; die Zahl, die das Vielfache angibt,

hei3t Zahlenwert:
Grofle = Zahlenwert x Einheit

G= {G} G]
Wird eine Grofie einmal in der Einheit [G]1, und einmal in der Einheit [G]2 gemessen, dann ist

B B and LG _ [Gl
G ={ChlCh ={GhIC: wmd Fmm =

In GroBlengleichungen werden verschiedene Grofien miteinander verkniipft, entweder aus experimenteller Erfah-
rung oder durch willkiirliche Definition. Gréflengleichungen haben die Form von Potenzprodukten

G=kA*BPC" ...

mit einem Zahlenfaktor k. Ersetzt man die Gréfen durch ihre Produkte aus Zahlenwert und Einheit, so erhélt
man eine Einheitengleichung

und eine Zahlenwertgleichung
k «
(G} = ¢4 {BY{C}"...

Der Einheitenkoeffizient ¢ verkniipft die Einheiten der linken und rechten Seiten der Gleichung; ein Einheitensy-
stem, bei dem der Einheitenkoeffizient gleich 1 ist, heifit koh&rentes System. Zu unterscheiden sind Definitionen,
die willkiirlich sind und keine neue Naturerkenntnis darstellen, und gefundene gesetzmiflige Abhéngigkeiten,
die ein Naturgesetz darstellen. In der Vergangenheit wurden viele verschiedene Einheitensysteme benutzt, sie
entwickelten sich parallel zur physikalischen Erkenntnis. Liegen in einem abgeschlossenen Gebiet n unabhéingige
Naturgesetze vor, und enthalten diese m voneinander unabhéngige Groéflen, dann miissen g = m —n Groflen zu
Grundgrsfien erklirt werden, wobei g der Grad des Mafsystems ist. Das System Internationaler Einheiten (SI)
ist ein kohérentes Siebenersystem. Es ist heute allgemein gesetzlich verankert.

Grosse Einheit

Name Symbol Name Symbol
Lénge l Meter m
Zeit t Sekunde S
Masse m Kilogramm kg
elektrische Stromstéarke 1 Ampere A
Temperatur T Kelvin K
Stoffmenge n Mol mol
Lichtstéarke I, Candela cd
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Fiir dezimale Vielfache oder Teile der SI-Einheiten sind Vorsétze zu den Einheiten festgelegt. Die Dekadenzeichen
bilden mit den Einheitenzeichen eine neue Einheit, so ist z.B. 5hm® = 5 (10?m)? = 5 - 10%m?.

Vorsilbe  Zeichen Zehnerpotenz Vorsilbe Zeichen Zehnerpotenz
Deka da 10! Dezi d 107!

Hekto h 102 Zenti ¢ 102

Kilo k 103 Milli m 1073

Mega M 108 Mikro I 1076

Giga G 10° Nano n 107°

Tera T 1012 Piko p 10712

Peta P 1015 Femto f 10715

Exa E 1018 Atto a 10718

1.2 Abgeleitete Einheiten und Umrechnungsfaktoren

Im System Internationaler Einheiten (SI) gibt eine grofie Zahl aus den Basiseinheiten abgeleiteter Einheiten.
Einige der abgeleiteten Einheiten haben eigene Namen erhalten.

Grosse Einheit

Name Symbol Name Symbol
Flacheninhalt A - - m?
Volumen 1% - - m?
ebener Winkel %) Radiant rad

Raumwinkel f) Steradiant ST
Geschwindigkeit v - - ms !
Winkelgeschw.,Kreisfrequenz w - - s1
Beschleunigung a - - m s 2
Winkelbeschl. e - - s 2
Frequenz v,f  Hertz Hz s™1
Kraft, Gewicht F Newton N kg m s™2
Dichte p - - kg m—3
Impuls P - - kg m s~!
Drehimpuls L - - kg m? s7!
Triigheitsmoment J - - kg m?
Drehmoment M, - - N m
Druck P Pascal Pa N m—2
dynam. Viskositat n - - Pas
kinem. Viskositét v - - m? s~}
Energie, Arbeit E, W Joule J N m
Leistung, Strahlungsflufl P Watt w Js7t
Wairmemenge Q Joule J
Warmekapazitéit C - - JK!
Entropie S - - JK!

Bemerkung: Das Normgewicht eines Korpers ist definiert als Produkt aus seiner Masse und der Normfallbe-
schleunigung g,,, die als g, = 9.806 65 m s~2 definiert ist.
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Grosse Einheit
Name Symbol Name Symbol
elektr. Ladung q,Q Coulomb C As
Potentialdifferenz U,V Volt A% JC !
elektr. Widerstand R Ohm n VAL
elektr. Leitwert G Siemens S VLA
Kapazitit C Farad F cv-!
elektr. Feldstéirke E - - Vm™!
elektr. FluBdichte D - - Cm™?
Permittivitét € - - N-tm~2 C?
elektr. Leistung P Watt W VA
magnet. Flufl P Weber Wb Vs
magnet. Flu3dichte B Tesla T Wb m~?2
magnet. Erregung H - Am™!
Permeabilitét i - - m kg C~2
Induktivitat L Henry H Wb A1
Lichtstrom P Lumen Im cd sr
Beleuchtungsstéarke E Lux Ix Im m—2

Bemerkung: Die magnetische Fludichte hat den Charakter einer Feldstdrke. Die magnetische Fluldichte B
(auch Induktion genannt) und die magnetische Erregung H sind (im Vakuum) verkniipft durch die Beziehung
B = pg H, wobei gy die Permeabilitdt des Vakuums ist, mit

po=4m-10"" m kg C2 = 12.566 - 10~ m kg C~2

Die elektrische Feldstéirke E und die elektrische Fluldichte D sind (im Vakuum) verkniipft durch die Beziehung
D = ¢y E, wobei ¢y die Permittivitdt des Vakuums ist, mit

107

= 2
47 Con/s

€o

Damit ist €g - o = 1/c%. Die elektrische Feldkonstante ist

1

=10""¢2
47 € ¢

m/s

N-!'m2(C2=88542-10"2 Nt m~2 (2

Nm? C2=89876-10° N m2 C2

In der Physik sind neben den SI-Einheiten zusitzlich eine Reihe anderer Einheiten in Gebrauch. Die folgende
Tabelle gibt Umrechnungsfaktoren.

1 Fermi

=10"Y%m=1"fm
10710 m

1 Angstrom (A)
1 Lichtjahr

1 parsec (pc)

1 radian (rad)

1 Tonne

1 Jahr (sider.)
1 cal

1°C

9.46 - 1012 km = 0.3066 pc
3.086 - 10'3 km
57.29577951° = (180/7)°
1000 kg

3.1558 - 107 s

4.1868 J

1K

1 Torr

1 bar

1 at (techn)
1 atm (phys)
1 kWh

1 Gauf}

1 Maxwell

1 (Ersted

1 km/h

1.333224 - 102 Pa
10° Pa

9.806 65 - 10* Pa

1.01325 - 10° Pa

3.6-100 J

1074 T

10~8 Wb

1/47- 103 A m~!
0.2778 m s~ 1

Nullpunkt der absoluten Temperaturskala: 0 K entspricht —273,15° C.

1.3 Konstanten

Naturkonstanten:
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Lichtgeschwindigkeit im Vakuum c 2.997924 58 - 108 m s !
Elementarladung e 1.6021773-1071 C
Plancksche Konstante h 6.6260755-1073*  Js
Plancksche Konstante /27 h 1.05457266 - 10731 J s
Gravitationskonstante v 6.67260 - 10~ 1L N m? kg2
Boltzmannkonstante k 1.380658 - 1023 JK!
Avogadrosche Zahl Ny 6.0221367 -10%3 mol !
Molare Gaskonstante R =Nk 8.314510 J mol~! K—1!
Bohrscher Radius ag 5.29177249-1071° m
Bohrsches Magneton uB 9.2740154-10"24 JT-!
Konstanten, ausgedriickt durch die Einheit eV:
Elektronenvolt eV 1.60217733-1071 J
Plancksche Konstante h 41356692 -1071% eVs

Plancksche Konstante/2m 7 6.5821220-10716 eV s
hic 197.32705-107° eV m
Boltzmannkonstante k 8,617386-107° eV K1

Massen. Teilchenmassen werden in der atomaren Masseneinheit u, in der das Isotop 2C' definitionsgemif die
Masse 12 u hat, und als Ruheenergien (E = m c?) in MeV angegeben:

Teilchen kg u MeV

Einheit u 1.6605402 - 10~27 1.0 931.494
Elektron 9.1093897 103! 5.48579903-10~* 0.510999 06
Proton 1.6726231-10~27 1.007 276 470 938.27231
Neutron 1.6749286 - 1027 1.008 664 904 939.565 63
Deuteron 3.3435860 - 1027 2.013553214 1875.613 40

Numerische Konstanten:

7=3.141593  180/7=57.295 780 VT =1.772454
e=2.718282 1/e= 0.367879 V2=1.414214
In2=0.693 147 In10= 2.302585 V3=1.732051
log 2=0.301030 loge= 0434294  /10=3.162278




Kapitel 2

Zahlen und Gleichungen

2.1 Reelle Zahlen

Die Menge R der reellen Zahlen setzt sich zusammen aus den rationalen und den irrationalen Zahlen. Die
Mengen der natiirlichen Zahlen N, der ganzen Zahlen Z und der rationalen Zahlen Q,

N={1,2,3,...} Natiirliche Zahlen
Z ={0,+1,+2,+43,...} Ganze Zahlen
Q=1{p/¢; p,q € Z,q+#0} Rationale Zahlen

sind jeweils Untermengen geméf
NCZcQcCR.

Grundlegende Regeln der Algebra:

a+b = b+a ab = b-a Kommutativgesetz
a+{b+c) = (a+b)+c a-(b-¢) = (a-b)-c Assoziativgesetz
a-(b+c¢) = a-bt+a-c Distributivgesetz
a+0 = a a-1 = a

Jede der vier Grundrechungsarten kann in Q unbeschrinkt ausgefiithrt werden (Ausnahme: Division durch Null),
keine fiithrt aus dem Bereich der rationalen Zahlen heraus. Jede rationale Zahl kann auf der Zahlengeraden
dargestellt werden. Umgekehrt kann jedoch nicht jede Strecke auf der Zahlengeraden durch eine rationale Zahl
dargestellt werden, z.B. ist v/2 (= Diagonale im Quadrat der Seitenlinge 1) keine rationale Zahl. Um jede
Strecke auf der Zahlengeraden durch eine Zahl darstellen zu kénnen, mufl die Menge der rationalen Zahlen um
die irrationalen Zahlen zur Menge der reellen Zahlen erweitert werden.

Die reellen Zahlen kénnen mit den Punkten auf der unendlichen Zahlengeraden identifiziert werden. Die grundle-
genden Regeln der Algebra gelten auch fiir die reellen Zahlen. Jede nicht leere und nach oben (unten) beschrinkte
Teilmenge S von R besitzt in R eine kleinste obere (grofite untere) Schranke.

Schranken. M heifit obere Schranke fiir eine beliebige Zahlenmenge .S, wenn kein Element aus S grofler ist als
M . Existiert eine solche Schranke, heifit die Menge S nach oben beschréinkt (analog: untere Schranke, nach unten
beschriinkt). Fiir eine nach oben (unten) beschrinkte Menge von rationalen Zahlen gibt es nicht immer eine
rationale Zahl als kleinste obere (grofite untere) Schranke. Beispiel ist die Menge aller rationalen Zahlen, deren
Quadrat kleiner als 2 ist. Jede irrationale Zahl kann jedoch beliebig genau durch rationale Zahlen angenéhert
werden, z.B. durch Dezimalzahlen.

Anordnungspostulate fiir reelle Zahlen:
1. Fiir jedes x gilt eine der folgenden Aussagen:x < 0 oder > 0 oder z = 0.
2. Fiir z, y gilt x <y genau dann, wenn y — x > 0 ist.

3. Fiir z, y gilt: ist t > 0 und y > 0, so ist auch  +y > 0 und = -y > 0.
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2.2 Komplexe Zahlen

Gleichungen wie 22 + 1 = 0 haben in der Menge R der reellen Zahlen keine Losung. Formal 148t sich durch
Einfithrung der Grofle ¢ (¢ = imaginédre Einheit) mit der Eigenschaft

i’ =-1

eine Losung fiir die obige Gleichung und analoge Gleichungen definieren.

Definition der komplexen Zahlen:
z=r+iy=(z,y) C={z+iy; =,y e R}

x = R(z) heifit Realteil von z, und y = J(z) heifit Imaginérteil von z. Komplexe Zahlen z lassen sich durch
ein reelles Zahlenpaar festlegen und in der Gaufischen Zahlenebene mit einer reellen Achse und einer dazu
senkrechten imaginiren Achse veranschaulichen. Komplexe Zahlen z mit R(z) = 0 heifilen rein imaginér. Zwei
komplexe Zahlen heiflen zueinander konjugiert komplex, wenn ihre Realteile gleich und ihre Imaginérteile dem
Betrage nach gleich sind, jedoch verschiedene Vorzeichen haben. Die zu z = x + ¢y konjugiert komplexe Zahl
x — iy wird mit z* bezeichnet. Der Betrag einer komplexen Zahl ist

2l = o+ iy| = Va2 + of = Va

und ist in der komplexen Zahlenebene ein Ma#f fiir die Lange der Strecke vom Nullpunkt zum Punkt z.

3(2)

- R(z)

Neben der Darstellung durch Real- und Imaginérteil in der algebraischen Schreibweise z = x + iy wird auch die
trigonometrische Schreibweise
z = r(cosp + isin )

mit dem Betrag |z| = r und dem Argument ¢ benutzt:

Betrag von z = |z| = r
Argument von z = ¢ = arg z = arcsiny/r = arccos z/r = arctany/x

Fiir z = 0 ist das Argument argz unbestimmt. Fiir den Hauptwert des Arguments gilt: —7 < ¢ < 7. Un-
gleichungen wie z; < 29 haben fiir komplexe Zahlen z; und zy keinen Sinn, verglichen werden kénnen jedoch
Betriage komplexer Zahlen. Es gilt die Dreiecksungleichung:

|lz1] = Izal| < |21 £ 22| < |z1] + |22

Rechenregeln fiir komplexe Zahlen

z1 =21 +iy1 = r1(cos ¢y +isinegr) z9 = g + iy2 = r2(cos o + i sin @s)
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Addition und Subtraktion:
Z1 + z9 = (l’l + zyl) + (xg -+ Zyg) = (IEl + xz) —+ Z(yl + yz)

Multiplikation:
2oz = (v +iy) - (22 +iy) = (2122 + iT1y2 + iToys + Y1)
= (122 — y1y2) +i(T1y2 + T231)
z1-20 = r1(coser +isingy) - re(cos @y + isinps)

= rire [(cos 1 COS o — Sin 7 sin pa) + (cos @1 sin g + sin 1 cos @2)]
= 7rire [cos(gol + o) + i sin(p; + @2)]
|21 - 22| = |z1| - |22] arg(z1 - z9) = arg z; + arg zs

Inverse komplexe Zahlen:

1 14120 T2 . Y2
- = =3 7 T3 2
29 T2 + Y2 5 + Y5 5+ Ys
1 1 1 ( .. )
R — = —(COS — 781N
29 ro(cos g +isingy) 1o 72 72
1 1 1
|7| = — arg(—) = —arg 29
29 | 22| 22
Division:
A _on —+ iy _ 1% + Yy1y2 T2y — T1Y2
29 T2 + Y2 x5+ 5 3 + Y3
21 ri(cospy +isingy) i .
zp ra(cospy tisings) 1 [cos(ips = ea) + dsinipr = )]

21 |21] 1 21
|— — = arg(—) = arg z; — arg 23
22 lza| 72 22

Komplexe Exponentialfunktion

e = €T =¢%(cosy +isiny)
e = cosy-+isiny Eulersche Formel
|| e® =" arge® =y = 3(2)

Aus der Eulerschen Formel folgt die Moivre-Formel:
(cosp +isinp)”™ = cosnp + isinnep.

Die komplexe Exponentialfunktion ist periodisch mit der Periode 27w und kann zur Darstellung der reellen
Cosinus- und Sinus-Funktionen benutzt werden:

e =cosy+isiny e " =cosy —isiny
e + e W , e —e"W
Cosy = ———— siny = ————
2 24

2.3 Gleichungen n-ten Grades

Gleichungen der Form

2" =a
konnen fiir komplexe und reelle Werte a gelost werden. Es gibt genau n Losungen; diese heiflen n-te Wurzeln
von a, geschrieben {/a. Die Lésungen basieren auf der Moivre-Formel (siehe oben). Wird a dargestellt in der
trigonometrischen Schreibweise mit Betrag r und Argument ¢, also a = r(cos ¢ + isin p), so ist

21

Va = Q/?[cos(f+k2—7r)+isin(f+k )] k=0,1,...(n—1)
n n n n
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@
X

Quadratische Gleichungen

Die Anzahl reeller Losungen (Wurzeln) einer quadratischen Gleichung
P(z) =az® +br +c=0

héngt vom Wert der Diskriminante D = b? — 4ac ab:

> 0 zwei reelle Losungen
D{ = 0 eine reelle Losung (Doppelwurzel)
< 0 keine reelle Lésung

Losungsformel fiir D > 0:

_ —bxvVD -2
x1,2 = % = b:i:\/b.
Die Eigenschaften
x1+ 129 =-b/a x1 -2y =c/a

folgen aus dem Vergleich mit der Darstellung a(z — x1)(x — z3) = 0. Fiir negative Werte von D erhilt man zwei
komplexe Losungen, indem man in der Losungsformel v/ D durch iv/—D ersetzt.

Gleichungen héheren Grades
Gleichungen n-ten Grades der Form
P(z) = ap2" + an_12" ' 4.+ a1zt + a9 =0

haben allgemein genau n reelle oder komplexe Losungen, wobei k-fache Losungen k-fach gezéhlt werden. Sind
a, 3,7 ... die Wurzeln und k,l,m ... die Vielfachheiten, so ist

P(z) = an(z —a)*(x — B)(z —~y)™....

Fiir die Fille n = 3 und n = 4 gibt es noch Formeln fiir die Berechnung der Wurzeln, die jedoch recht kompliziert
sind. Allgemein kénnen numerische Verfahren angewendet werden (s. Kap. 2.5).
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2.4 Determinanten und lineare Gleichungssysteme

Determinanten

Die Determinante n-ter Ordnung ist eine Zahl D, die sich aus den n? Zahlen einer Anordnung aus n Zeilen und
n Spalten ergibt.

a1 ai2 e A1n

a1 a2 e aon
D = laij| =

an1 an2 e Ann

Eigenschaften der Determinante:

1. Die Determinante é#ndert ihren Wert nicht, wenn man in ihr die Zeilen mit den Spalten vertauscht (die
folgenden Eigenschaften gelten daher auch fiir Spalten).

2. Die Determinante éndert ihr Vorzeichen, wenn man zwei Zeilen vertauscht, und hat den Wert 0, wenn
zwei Zeilen gleich oder einander proportional sind, oder wenn eine Zeile die Linearkombination anderer
Zeilen ist. Addiert man zu einer Zeile die Elemente einer anderen Zeile, bleibt der Wert der Determinante
ungeéndert.

3. Ein allen Elementen einer Zeile gemeinsamer Faktor kann vor die Determinante gezogen werden.

Berechnung der Determinante:
k
D= |aw\ = Z (—1) a1j1a2j2 .. .anj",
Perm

wobei sich die Summe {iber alle n! Permutationen ji, js...j, der Zahlen 1, 2...n erstreckt; das Vorzeichen
(—1)F ergibt sich aus der Anzahl k der Inversionen in der Permutation. Speziell gilt:

- ai; a2 |
|a11| = ai11 ao1  Ggo = 11G22 — 421412
aix a2 ais
_ a2 Aa23 a1 a3 a1 a2
G21 Q22 Q23 | = a11 — a2 + a3
az2 ass azp  ass azi as2

azi1 agz ass

Die Unterdeterminante des Elements a;; ist die Determinate (n — 1)-ter Ordnung, die sich durch Streichen der
i-ten Zeile und j-ten Spalte ergibt. Das algebraische Komplement A;; des Elements a;; ist die mit dem Faktor
(—1)"7 multiplizierte Unterdeterminante des Elements a;;. Allgemein kann eine Determinate n-ter Ordnung
durch Determinanten (n — 1)ter Ordung ausgedriickt werden:

n
D = Zaiinj z:l,n
Jj=1
n
= Zaiinj ]:1,7’7,
i=1

Lineare Gleichungssysteme
Die Losung eines linearen Gleichungssystems mit n Gleichungen fiir n Unbekannte z1, xs, ...z,

a1y +  a12x2 + ...+ a1pTh = b1
a1 + aoers + ... 4+ aspxn, = b

an1T1 + Ap2%2 + ...+ Apa®p = bn
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kann mit Hilfe von Determinanten bestimmt werden. Der Rechenaufwand wird fiir gréBere n (n > 3) sehr grof§
und es sollten dann andere Verfahren benutzt werden. D = |a;;| heifit Koeffizientendeterminante des Systems,
Dj ist die Determinante, die sich ergibt, wenn die Spalte j der Koeflizienten a;; durch die Spalte der b; ersetzt
wird, z.B.

a1 b1 o Q1

a1 b2 ... Q2n
D, = )

an1 bn ... apn

Wenn wenigstens ein b; von 0 verschieden ist, heifft das System inhomogen. Wenn die Koeffizientendeterminante
des Systems ungleich 0 ist, hat das System genau eine Losung. Die Werte xz; ergeben sich nach der Formel
(Kramersche Regel)

Dy D D,

Ist D gleich 0 und sind nicht alle D; gleich 0, so ist das System unlésbar (Widerspruch in den Gleichungen).
Wenn alle b; = 0 sind, heiffit das System homogen. Damit ein homogenes System aufler der trivialen Losung
x1=0,29=0,... 2, = 0 noch weitere Losungen besitzt, mufl gelten: D = 0. Auch alle Linearkombinationen

sind Losungen des Systems.

T2

2.5 Numerische Methoden zur Losung von Gleichungen

Nullstellen von Funktionen f(z), d.h. Losungen der Gleichung f(x) = 0 konnen allgemein mit numerischen
Methoden bestimmt werden. Angenéherte Losungen lassen sich graphisch oder durch Probieren ermitteln.

Regula falsi

Ist die Funktion f(x) stetig und haben f(a) und f(b) verschiedene Vorzeichen, so liegt zwischen a und b minde-

stens eine Wurzel der Gleichung f(x) = 0. Mit der Regula falsi genannten Methode der linearen Interpolation
a—"b

fla) = f(b)

148t sich ein Ndherungswert Z berechnen. Dieser kann je nach Vorzeichen von f(Z) einen der beiden Werte a

oder b ersetzen und bei erneuter Anwendung der Formel einen besseren Schéitzwert liefern. Die Werte a und b
stellen Schranken fiir die Lésung dar, die beliebig eng gemacht werden kénnen.

F=a- f(a)

Iterationsverfahren

Es sei zg ein Néherungswert fiir eine Wurzel der Gleichung f(xz) = 0. Nach Umstellen der Gleichung auf die
Form z = g(x) lassen sich durch mehrfache Anwendung der Formel

x]'Jrl = g(.’E]) ] = 0, ].7 e

aus einem Niherunswert x( iterativ genauere Néherungswerte gewinnen; das Verfahren fiihrt zur Losung (kon-
vergiert gegen die Wurzel), wenn zwischen der Wurzel und dem ersten Niherungswert zy die Bedingung
l¢'(z)] < 1 gilt. Oft 148t sich diese Bedingung durch Umstellen erreichen.

Newton-Verfahren

Ein allgemeines Iterationsverfahren fiir differenzierbare Funktionen ist das Newton-Verfahren:

@,

PR e H N T
Tj41 Zj f’(x)|zj ] s 1y

Die Formel beruht auf der Néherung der Funktion durch eine Gerade durch den Punkt (xj, f(xj)) mit der
Steigung der Tangente. Das Verfahren konvergiert bei einfachen Wurzeln, wenn der erste Ndherungswert xg
nahe bei der Wurzel liegt.



Kapitel 3

Vektoren

3.1 Skalare, Vektoren, Tensoren

Viele physikalische Grofien lassen sich bei bekannter Mafleinheit durch Angabe ihres Betrages als reelle Zahl
vollstdndig angeben. Solche Groflien nennt man Skalare, Beispiele sind Masse und Temperatur. Andere physi-
kalischen Groflen erfordern zur vollstdndigen Festlegung drei Zahlenangaben, z.B. die geradlinige Verschiebung
eines Punktes aus einer Anfangslage. Diese Verschiebung kann angegeben werden durch den Betrag und die
Richtung (zwei Winkel), oder durch die drei Komponenten in einem rechtwinkligen Koordinatensystem (drei
einfach indizierte Komponenten). Physikalische Grofien, die wie die Verschiebung durch Angabe von Betrag und
Richtung im Raume festgelegt sind, und demselben Additionsgesetz wie die Verschiebung gehorchen, nennt man
Vektoren. Physikalische Formeln verbinden einzelne Groflen miteinander. Durch die Vektorschreibweise kénnen
viele Zusammenhéinge auf eine kurze, prignante Form gebracht werden. Dabei ist die Formulierung eines Geset-
zes unabhingig von der Wahl eines speziellen Koordinatensystems; erst bei der numerischen Auswertung muf}
ein bestimmtes Koordinatensystem zugrunde gelegt werden.

Neben den skalaren Groflen und den Vektoren gibt es in der Physik noch Tensoren. Sie werden durch Ma-
trizen dargestellt (s. Kap. 4.1), die durch ein lineares Gleichungssystem einen bestimmten Vektor in einen
anderen transformieren. Das Urbild des Tensors ist der Spannungszustand in einem festen Korper. Ein solcher
2-dimensionaler Tensor (genauer: Tensor 2. Stufe) kann durch zweifach indizierte Komponenten (insgesamt 9
Komponenten) angegeben werden. In der Physik treten auch Tensoren dritter und noch héherer Stufe auf, mit
entsprechend vielfach indizierten Komponenten. Vektoren kénnen als Tensoren 1. Stufe aufgefafit werden.

3.2 Vektoren

In der Physik werden Vektoren vorwiegend fiir die Darstellung gerichteter Grofien, z.B. fiir eine Verschiebung
verwendet. Im Gegensatz zum Skalar bestimmen mehrere Skalare einen Vektor. Diese kénnen, wie unten auf-
gefithrt wird, Koordinaten, oder wie bei einer Verschiebung rdumliche Richtung und Lénge des Vektors sein.

Hier verwendete Nomenklatur

Vektor a: @
Betrag von @: |@| = a. Dies ist die Linge des Vektors.
Einheitsvektor: @. |d| = 1.

Der Nullvektor hat den Betrag 0, seine Richtung ist unbestimmt.

Wie bei einer Verschiebung ist die Lage eines Vektors im Raum beliebig. Nur Richtung und Lénge charakteri-
sieren ihn (Ausnahme: Ortsvektoren; s. Abschnitt 3.2.2).

11
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3.2.1 Vektoren in Koordinatensystemen

Fithrt man durch Achsen, die sich im Ursprung schneiden, ein Koordinatensystem ein, so kann man Vektoren
durch ihre Komponenten angeben. Beispielsweise im dreidimensionalen Raum (xi, x2, x3):

a = (al, as, (L3> mit
a1 = QGle — Qlq
a2 = (G2¢ — G2q
az = (a3e — A3q

Die Indices a und e stehen fiir Anfang (Fulpunkt) und Ende (Spitze) des Vektors.
Die Einheitsvektoren #; bis @3 in Richtung der Achsen bilden die Basis des Koordinatensystems.

Im kartesischen Koordinatensystem stehen die Koordinatenachsen paarweise senkrecht aufeinander. Man
bezeichnet die Koordinatenachsen hiufig durch «, y und z und beschreibt den Vektor @ durch @ = (ag, ay,a.).
Der Betrag dieses Vektors errechnet sich durch

Ublicherweise definiert man das kartesische Koordinatensystem als Rechtssystem. D.h. wird die 1. Achse (x-
Achse) um 90° in die 2. Achse (y-Achse) gedreht, so wiirde sich eine auf der 3. Achse (z-Achse) liegende,
mitdrehende Rechtsschraube in positive z-Richtung fortbewegen.

Die Darstellung von Vektoren in Polar-, Kugel- bzw. Zylinderkoordinaten wird im 2. Teil dieser Formelsammlung
beschrieben.

Ye |

7(t1) 7(t3)
Ya
Uy
> T > T
Verschiebung d in der z — y—Ebene Ortsvektoren

3.2.2 Ortsvektoren

Ortsvektoren sind spezielle Vektoren, deren Fufipunkte alle im Koordinatenursprung liegen. Die Spitze von
7 = (x,y, z) gibt die Position des Punktes P = (z,y, z) an. Andert sich der Ortsvektor mit der Zeit, so beschreibt
7(t) = (x(t),y(¢), z(t)) eine Bahnkurve.
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3.3 Rechenregeln mit Vektoren

3.3.1 Addition von Vektoren

Zwei Verschiebungen @ und b nacheinander ausgefiihrt entsprechen einer einzigen Verschiebung ¢. Man beschreibt
dies durch die Vektoraddition

c=a+b
und in Komponenten z.B. im kartesischen Koordinatensystem

@+ b= (ag + by, ay + by, a, +b.)

Die Vektoraddition ist kommutativ: L

a+b=0b+a.
Der Vektor —a@ hat den gleichen Betrag wie @, jedoch entgegengesetzte Richtung; es gilt @ + (—d) = 0. Die
mehrfache Addition des selben Vektors fiihrt zu der Multiplikation mit einem Skalar:

c=hd=(h-az h-ay,h-a,).

Der Vektor ¢ hat die gleiche Richtung wie der Vektor @. Die Lénge ist um den Faktor h gedehnt: ¢ = ha.

Zwei Vektoren @ und b heifien kollinear (oder linear abhiingig), wenn es zwei Zahlen hq und ho gibt, mit denen
hid + hgg = 0 erreicht werden kann.

Drei Vektoren a, b und & heiBen koplanar (oder linear abhiingig), wenn es drei Zahlen hy, he und hs gibt, mit
denen hid + hgg + h3é = 0 erreicht werden kann.

Drei nichtkoplanare Vektoren heiflen linear unabhéingig. Jeder Vektor im dreidimensionalen Raum kann durch
eine Linearkombination von drei linear unabhéngigen Vektoren dargestellt werden. Z.B. sind die Einheitsvekto-
ren parallel zu den Achsen in einem kartesischen Bezugssystem i, i, und %, linear unabhéngig.

Jeder Vektor @ kann als Linearkombination der Einheitsvektoren dargestellt werden:

0 = ayly + aylly + a ..

3.3.2 Multiplikation: Das Skalare Produkt

Das skalare Produkt @b (auch inneres Produkt genannt) der Vektoren @ und b ist ein Skalar, der definiert ist
durch B
ab = abcos @,

wobei ¢ der von den Vektoren @ und b eingeschlossene Winkel ist.
Ubliche Schreibweisen sind auch . . .

ab=d-b=<d,b>.
Fiir die Einheitsvektoren #,, i, i, in einem rechtwinkligen Koordinatensystem gilt:

Uplly = Uylly = UyU, = 1 Uplly = UyU, = U, Uy = 0.
Es gilt das Distributivgesetz
i-(b+e6)=ad-b+a-c

Daraus erhélt man die Berechnung des Skalarprodukts iiber die Komponenten

—

b = (axly + aylly + ai,)(bytiy + byl + bi,)
azby + ayby 4+ azb,

Es bedeutet anschaulich, a - (bcos ), dal a mit der Projektion von b auf die a-Richtung multipliziert wird.
Analoges gilt fiir den gleichwertigen Ausdruck (a cos ¢)-b. Weil die Komponenten eines Vektors die Projektionen
auf die Achsen sind, kann man sie durch Skalarprodukte berechnen:

Ay = C_iﬁ:r 5

Ay = QUy;
Jg.

Ay =  QUg;
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d.h.

Weitere Eigenschaften:

b = ba jab| < |al|p|
@@ = a2>0 abé) # (ab)é
ab = 0 wennalb

3.3.3 Multiplikation: Das Vektorielle Produkt

Das vektorielle Produkt @ x b (auch &uBeres Produkt genannt) der Vektoren @ und b ist ein Vektor &, der den
Betrag
absin @

hat (wobei ¢ der von den Vektoren @ und b eingeschlossene Winkel ist) und senkrecht auf den Vektoren @ und
b steht; der Vektor ¢ ist so gerichtet, daf die Vektoren d, b, ¢ ein Rechtssystem bilden.

-,

Anschaulich gibt der Betrag von ¢ die Grofle der von dem Vektor-Parallelogramm (d, b) gebildeten Fliche
wieder.

*\
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Fiir die Einheitsvektoren i, @, @, in einem rechtwinkligen Koordinatensystem gilt (Rechtssystem):
Uy X Uy = U, Uy X Uy = Uy Uy X Uy = Uy.
Es gilt auch hier das Distributivgesetz:
ix(b+d)=axb+adx?c

Mit der Darstellung der Vektoren mit den Einheitsvektoren erhélt man das Vektorielle Produkt in Komponen-
tendarstellung:

Uy Uy U,

axb= (aybs — azby)tiy + (aby — azb.)dy + (azby — ayby)i. =| ax ay a.
be b, b.
Eigenschaften:
axb = —-bxd
axb = 0 wenndl| b axa = 0

Bei bestimmten Problemen mufl unterschieden werden zwischen polaren Vektoren @ (gewohnlichen Vektoren)
und axialen Vektoren 5, die durch das Vektorprodukt von zwei gewohnlichen Vektoren definiert sind: &dndert
man das Vorzeichen aller Koordinaten (Spiegelung im Raum), so geht @ in —d, iiber, dagegen #ndert sich das
Vorzeichen von b nicht. Das skalare Produkt eines polaren und eines axialen Vektors nennt man Pseudoska-
lar; bei einer Raumspiegelung dndert sich das Vorzeichen eines Pseudoskalars. Axiale Vektoren entsprechen
antisymmetrischen Tensoren (2. Stufe).

3.3.4 Mehrfache Produkte

Das gemischte Produkt (Spatprodukt)

-,

@xb)Z=| b, b, b,

Cx Cy C:

ist eine Zahl, deren Betrag gleich ist dem Volumen des von den drei Vektoren &, 5, ¢ aufgespannten Parallelepi-
peds (d. h. eines Spats) und deren Vorzeichen positiv (negativ) ist, wenn die drei Vektoren ein Rechtssystem
(Linkssystem) bilden. Zyklische Vertauschung der drei Vektoren dndert das Vorzeichen nicht:

(@xb)E=(bxdi=(Exa)b=—(@xa&b=—(bxa)i=—(¢xb)a.
oder (@xb)é=d(bx?) usw.
Das doppelte Vektorprodukt . .
ax(bxé) # (@xb)xc
liefert einen Vektor. Es gelten die Identitéiten (Entwicklungssatz):

-, -,

@ x (b x @ = b(ac) — &ab) (@ x b) x &= b(@e) — a(be).

3.3.5 Anwendungen auf geometrische Probleme

e Wie im Abschnitt 3.3.3 gezeigt, liefert das Vektorprodukt @ x b die Fliiche des von @ und b aufgespannten
Vektor-Parallelogramms und zeigt als Vektor in die Richtung der Fldchennormalen:

—

A=axb

Der Flufl des Stromes ¢ durch diese, beliebig orientierte Flache ist dann gegeben durch

—

j=7-4.

Das Skalarprodukt erzeugt durch Projektion die benétigte, senkrecht zum Strom liegende Fléche.
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e Der Winkel zwischen zwei Vektoren @ und b kann sowohl iiber das Skalarprodukt, als auch iiber das
Vektorprodukt berechnet werden. Das Skalarprodukt liefert hohere Genauigkeit in der Néhe von ¢ = 90°,
wahrend das Vektorprodukt fiir ¢ &~ 0 besser geeignet ist.

ab @ x b

= arccos — = arcsin
14 ab ¢ ab

e Zerlegung eines Vektors a@ in den zum Einheitsvektor « parallelen und den zu  senkrechten Vektor:

a) = u(ua) a) = a— u(ua).



Kapitel 4

Lineare Algebra

4.1 Matrizen

Eine m - n Matrix A hat m x n Elemente a;; in m Zeilen und n Spalten:

a11 a2 aiz ... Qin

a21 G2z  A23 ... Q2p
A= (a;5) =

am1 Am2  Am3 oo Qmn

Die Addition zweier Matrizen A und B mit gleicher Zeilen- und Spaltenzahl erfolgt durch elementweises Addie-
ren:
C=A+2RB Cij:aij+bij

Bei der Multiplikation einer Matrix A mit einer Zahl A wird jedes Element a;; mit der Zahl multipliziert:
C =) Cij = )\aij
Das Produkt zweier Matrizen A und B ist definiert, wenn die Spaltenzahl n von A mit der Zeilenzahl von B
iibereinstimmt:
C=AB Cij = Z aikbkj
k=1
Die Produktmatrix C' hat die gleiche Zeilenzahl wie A und die gleiche Spaltenzahl wie B. Ein Element c;; der

Produktmatrix entsteht durch Multiplikation der i-ten Zeile von A mit der j-ten Spalte von B. Im allgemeinen
ist AB # BA.

Die Matrix A7 heiit die zur Matrix A transponierte Matrix und entsteht durch Vertauschen der Zeilen und
Spalten von A. Es gilt:
B = AT bij = Ay mit (AB)T = BTAT

Eine Matrix heifit quadratisch, wenn Zeilen- und Spaltenzahl iibereinstimmen. Eine quadratische Matrix heifit
symmetrisch, wenn gilt:
A= AT Qij = Qjjg-

Eine quadratische Matrix heifft Diagonalmatrix, wenn die Elemente auflerhalb der Diagonalen verschwinden:
Q5 = 0 fir 4 7é j

Eine Einheitsmatrix F ist eine Diagonalmatrix, deren Diagonalelemente gleich 1 sind:

_s _J1ai=g _
eij = 045 = { 0 i 6 = Kronecker-Symbol

17
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Vektoren konnen als Spezialfille der Matrizen aufgefafit werden. Spaltenvektoren oder kurz Vektoren im R™
sind Matrizen mit n Zeilen und einer Spalte. Sie werden in diesem Abschnitt, wie in diesem Kontext {iblich,
nicht durch einen Vektorpfeil gekennzeichnet. Zwischen zwei Vektoren x und y im R",

$:($1,$27...$n) y:(y17y27"‘yn)

ist als skalares Produkt definiert: .
<xay> = in “Yi
i=1

(diese Definition entspricht der vorher fiir Vektoren im dreidimensionalen Raum eingefiihrten). Werden z und
y als einspaltige Matrizen aufgefafit, so ist (z,y) = 2Ty. (T = Transposition, erzeugt Zeilenvektor)

lz|| = v/ {z, x) Betrag von z.
Das skalare Produkt kann wie frither mit

(z,y) = [l=| - |yl - cos ¢

durch die Léngen ||z|| und ||y|| und den Winkel ¢ zwischen den Vektoren ausgedriickt werden.

Wenn C eine symmetrische n - n Matrix ist, so heifit (x, Cz) eine quadratische Form. Die Definition

(x,Cx) = Zn: Zn: Cij T X

i=1 j=1

entspricht dem Matrixprodukt 27 Cx. Die symmetrische Matrix C heifit positiv definit, wenn fiir alle z (mit

]| # 0)
(x,Cz) >0

gilt. Eine Matrix ist genau dann positiv definit, wenn fiir £ = 1,...n gilt:

C11 .. C1E
det| ... ... | >0.

Ck1 ... Ckk
Mit einer m - n Matrix A wird durch die Matrixgleichung
y = Ax

ein n-Vektor x auf einen m-Vektor y linear abgebildet oder in diesen transformiert.

Inverse Matrix. Die Determinante einer quadratischen Matrix A ist det A = |a;;|. Fiir det A # 0 heifit die
Matrix nichtsingulir. Fiir eine nichtsingulire Matrix wird eine inverse Matrix A~! definiert durch

AT'A=AA"' = E.

Die Elemente der inversen Matrix B = A~! sind:
Aj
det A

Dabei ist A;; das algebraische Komplement zu dem Element aj;. Es gilt:

bij =

(A t=4 (AB)"'=B7'A™!
Lineare Gleichungssysteme. Das lineare Gleichungssystem

a11T1 + a2 + ... G1pTn = Y1
a21T1  + Q2%2 + ... GpTn = Y2

Ap1T1  + Gp2%2 + ... Apn®n = Yn
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mit den Unbekannten z;, 148t sich als Matrixgleichung
Ax =y

schreiben mit der quadratischen Koeffizientenmatrix A = (a;;) und den Vektoren z und y. Wenn die Matrix A
nichtsingulér ist, ergibt sich die Lésung durch
z=A"ly

mit der zu A inversen Matrix A~1.

Anders gedeutet, beschreibt das Gleichungssystem eine lineare Transformation des Vektors x in den Vektor .

4.2 Drehungen

Drehungen sind spezielle lineare Transformationen. In diesem Kapitel werden Vektoren in einem dreidimensio-
nalen Raum mit den zueinander orthogonalen Einheitsvektoren @; (i, @a, is) betrachtet. Fiir einen Vektor &
gilt:
T
T = X2 = 1‘1’(7:1 + ll?gﬂg + 1‘3’113
3

Die Einheitsvektoren sollen ein Rechtssystem bilden, d.h.
ﬁl(ﬁg X ’Jg) =1.

Eine Drehung des Koordinatensystems kann beschrieben werden durch Angabe der neuen orthogonalen Ein-
heitsvektoren @ in dem nichtgedrehten System:

— — — —
Uq = Qai1i1u + ai2uo + a13Us3
_ o R R
Uy = Qo1U1 + agU2 -+ ag3usz ,
— o — — —
U3 = azuy + agliz2 + az3us

allgemein:
3
7 it mit e = @it = cos B
U; = ;1 a;; = Ui = cos ;.
Jj=1

Die Elemente a;; bilden eine Drehmatrix A. Ein allgemeiner Vektor & mit & = x1i; + z2Us + x3is hat im
gedrehten System die neuen Komponenten z}:

3
/ .
T, = E ajjr; 1=1,2,3.

j=1
Diese Drehung 148t sich durch die Matrixgleichung
7 = A7

darstellen mit der Drehmatrix A.
Ein Zahlentripel stellt genau dann einen Vektor dar, wenn es sich bei Koordinatendrehungen geméfl der Formel

7 = A7

mit einer Drehmatrix A transformiert.

Eigenschaften der Drehmatrix. Aus der Orthogonalitét der neuen Einheitsvektoren
wyly = 0ij
folgt:

3 3
Z ik, = 0jj Z agiak; = 6ij-
=1 o1
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Diese Beziehungen entsprechen in der Matrixschreibweise
ATA=AAT = E
und daraus folgt A~! = AT fiir eine Drehmatrix. Matrizen mit dieser Eigenschaft haben die Determinante

det A = +1.

Fiir det A = 41 entspricht die Transformation durch die Matrix A einer reinen Drehung (Ubergang von einem
Rechtssystem zu einem Rechtssystem), wie aus

@ (i x i) = 1.

fiir ein Rechtssystem folgt. Bei det A = —1 bilden die neuen Einheitsvektoren ein Linkssystem.

Mehrfache Drehungen. Wenn zwei Drehungen mit den Matrizen A und B nacheinander ausgefiihrt werden,
ergibt sich

¥ = A7
1

¥ = B¥ = BAZ.

Das Ergebnis ist identisch mit einer Drehung mit einer Matrix C = BA (beachte: BA # AB ). Durch die
Drehung mit der Matrix A~! wird die Drehung mit der Matrix A wieder riickgéingig gemacht:

— —
r = AZ
/!

i o= AW =A1'Ar=7



Kapitel 5

Zahlenfolgen und unendliche Reihen

5.1 Folgen

Eine Zahlenfolge ag, a1, asz,... = {a,} ist definiert durch eine Zuordnungsvorschrift, die jedem n € N eine
reelle Zahl a,, zuordnet. Eine reelle Zahlenfolge {a,,} heifit konvergent, wenn eine Zahl a € R existiert mit der
Eigenschaft: zu jeder reellen Zahl € > 0 gibt es eine Zahl ny € N, sodaf

lan, —a| <€ fiir n > ng.

Man schreibt dafiir

lim a, =a oder a, —a fir n— oo
n—oo

und nennt a den Grenzwert der Folge {a, }. Die Zahl ng = ng(e) héngt von € ab. Diese Definition des Grenzwertes
bedeutet, dafl in jeder noch so kleinen Umgebung von a alle Glieder der Folge liegen bis auf endlich viele
Anfangsglieder. Eine Zahlenfolge hat héchstens einen Grenzwert. Nichtkonvergente Folgen heiflen divergent.
Eine Folge mit dem Grenzwert 0 heifit Nullfolge. Durch die Operationen + — -/ erhilt man aus konvergenten
Folgen wieder konvergente Folgen; aus a,, — a und b,, — b fiir n — oo folgt:

a, b, — azxb
an b, — a-b

an /by, — a/b fallsb, #0und b#0

Die Folge {a,} heifit monoton wachsend (fallend), wenn aus n < m stets a, < am (an, > an ) folgt; sie
heifit beschrinkt, wenn eine Zahl M existiert mit |a,| < M fiir alle n. Jede konvergente Folge is beschrinkt.
Jede monotone und beschrinkte Folge ist konvergent. Zwei Zahlenfolgen {a,} und {b,} bestimmen eine Inter-
vallschachtelung, wenn {a,,} monoton wachsend, {b,} monoton fallend und die Differenzfolge {a,, — b,} eine
Nullfolge ist.

Konvergenzkriterium (Cauchy) Die Zahlenfolge {a,} ist genau dann konvergent, wenn es zu jedem e > 0
eine Zahl ny € N gibt mit

|an, — am| < e fiir alle n, m > ng.
Eine Folge {a,} heift bestimmt divergent gegen +oo (—o0), wenn es zu jedem K € R ein ng € N gibt, sodaf
ap > K (a, < K) fiir alle n > ng.
Man schreibt dann

lim a, =00 (—00).
n— oo

21
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5.2 Unendliche Reihen

Die Folge {s, } der Partialsummen s,, einer Folge {a,}, definiert durch

n
sn:Zak n € N,
k=0

hei3t unendliche Reihe und wird bezeichnet mit
o0
>
k=0

So wird auch der Grenzwert bezeichnet, wenn die Folge {s,,} konvergiert.

Konvergenzkriterium. Die Reihe ZZOZO argkonvergiert genau dann, wenn zu jedem € > 0 ein ng € N existiert,
sodaf

n
\Zak\ge fiir alle n>m > nog.
k=m
Eine notwendige (nicht hinreichende) Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe ZZio ay ist limg_,00 ar = 0.

Eine Reihe ) ;- aj heifit absolut konvergent, wenn die Reihe Y7 |ax| konvergiert.

Majorantenkriterium. Seizzozo ¢n, eine konvergente Reihe mit nicht-negativen Gliedern und {a, } eine Folge
mit |a,| < ¢, fiir alle n € N. Dann konvergiert die Reihe >/~ ax absolut.

Quotientenkriterium. Sei ZZO:() ay, eine Reihe mit a,, # 0 fiir alle n > ng. Wenn es eine Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 1
gibt, sodafl
a, +1

Qn

| <9 firalle n>ng,

dann konvergiert die Reihe absolut.

Wenn Y77 ar und oo, by zwei konvergente Reihen sind, dann ist auch die Reihe 7o (ay + bi) konvergent.
Fiir das Produkt von Reihen gilt: Bei der Multiplikation der absolut konvergenten Reihen Z;O:O ar = a und
> heo bk = b darf gliedweise ausmultipliziert werden (Cauchy-Produkt):

oo

[eS) o0 k
Zak . Zbk :a0b0+(a0b1 +a1b1)+(a0b2+a1b1—|—a2b0)—|—... = ch mit ¢ = Zan “br—n
k=0 k=0 k=0 n=0

Die entstehende Produktreihe ist wieder konvergent und hat den Grenzwert a - b.

5.3 Formeln
Endliche Reihen
1 2 2 2 2 1
142434+...+n= 2n(n+1) 1 +2° 43" 4+...+n" = 6n(n+1)(2n+1)
Arithmetische Reihe (ax4+1 — ax = d = konstant):
1
a1+a2+a3+...+an:na1+§n(nfl)d
Geometrische Reihe:

1— :L.nJrl

1+x+m2+13+...+x":2xk = gz fir x#1

n+1 fir z=1



5.3. FORMELN

Binomischer Lehrsatz:
S n—kpk ny _ n!
(a+8)" Z;)( )“ b <k>_k!(n—k)!

Bernoullische Ungleichung:
1+2)">14nz fiir z>—1

Unendliche Reihen

Geometrische Reihe:

= 1
»oab=— —l<z<+1
1—=x
Harmonische Reihe:
1+1+1+ il di t, jedoch il k t fii >1
— 4+ =+...= — = divergent, jedoc — = konvergent fiir o
5173 2 gent, ] o g
k=1 k=1
Alternierende harmonische Reihe:
1 o k+1
1—= + _— Z =In2
k=1

Weitere Reihen:

2 o0

[e%s) 1 T 1 oo 1

— - [EEE— — =e=2.718282...
D E = k(k+ 1) 2 =e
k=1 k=1 k=0



Kapitel 6

Funktionen

6.1 Der Funktionsbegriff

Eine Funktion f(x) ist durch eine Vorschrift f definiert, die jedem Element 2z € D (Definitionsbereich) ein
Element f(z) € W (Wertebereich) zuordnet. Fiir reelle Funktionen einer reellen Verédnderlichen sind D und W
Teilmengen von R, d.h. D C R und W C R. Aus zwei reellen Funktionen f(x) und g(x) lassen sich durch die
Operationen + — -/ neue Funktionen definieren (soweit die Definitionsbereiche tibereinstimmen):

f(@) +9(x) f(x)-g(x)

g
g(x) f(@)/g(x) Dei g(x) #0

Funktionen koénnen ’verkettet’ oder ineinander eingesetzt werden, z.B.
hz)=flg(z)) +eD(g  W(g)c D)

Man schreibt hierfiir auch h = f o g.

Grenzwert von Funktionen

Wenn fiir jede Folge {z,} mit z, € D mit lim, ..z, = a die Folge {f(x,)} gegen einen festen Wert A
konvergiert, dann heift A der Grenzwert von f(z) fiir £ — a und man schreibt

lim f(z) = A.

T—a

Bei Folgen {x,}, die sich dem Wert a von kleineren Werten (bzw. gréBeren Werten) her nidhern, spricht man
vom linksseitigen (bzw. rechtsseitigen) Grenzwert.

Stetigkeit

Eine Funktion f(z) heifit stetig im Punkt a,
wenn gilt:

lim f(z) = /(a).

r—a

Eine Funktion heift stetig im Intervall I, wenn
sie fiir jedes a € I stetig ist.

24



6.2. POLYNOME UND RATIONALE FUNKTIONEN 25

Umbkehrbare Funktionen

Eine Funktion f(x), bei der es zu jedem y € W genau ein z € D mit der Eigenschaft y = f(x) gibt, heifit
umkehrbar eindeutige Funktion. Fiir umkehrbar eindeutige Funktionen y = f(z) lassen sich Umkehrfunktionen
f~! definieren durch

=2 = fl@)=y
Die Umkehrfunktion f~! darf nicht mit der reziproken Funktion 1/f verwechselt werden. Fiir nicht eindeutig
umkehrbare Funktionen werden oft Umkehrfunktionen in einem eingeschrénkten Definitionsbereich definiert.

Vektorwertige Funktionen

Wenn durch eine Funktionsvorschrift einer (skalaren) Variablen t ein Vektor 7 zugeordnet wird, nennt man 7 =
7(t) eine vektorwertige Funktion: der Wertebereich W ist die Menge der Vektoren (z.B. mit drei Komponenten).
Die skalare Variable t wird auch Parameter genannt. Durch eine Zuordnung

() = (x(t), y(t), 2(t)) = x(t) - e + y(t) - iy + 2(t) - U2

kann eine Raumkurve definiert werden.

Funktionen mehrerer Verinderlicher

Eine Funktion mehrerer Verdnderlicher ist durch eine Vorschrift f definiert, die n-tupeln z1, s, ...z, einen
Wert f(z1,z2,...x,) zuordnet.

6.2 Polynome und rationale Funktionen

Polynome

Ein Polynom (ganzrationale Funktion) ist eine Funktion p(z), deren Wert mit endlich vielen der Operationen
Addition, Subtraktion, Multiplikation zu berechnen ist. Ein Ausdruck

n
p(z) = ap + a1x + agx® + ...+ apa™ = Zajxj
3=0

heit Polynom n-ten Grades. Die Berechnung von Funktionswerten erfolgt rationell gemifl dem Horner-Schema
p)=((...((an - x+an-1)r+an_2)x+ ...+ a1)x + ap.

Durch die Funktionswerte an (n + 1) verschiedenen Punkten xg, 1, 2 ... z,, ist ein Polynom n-ter Ordnung
eindeutig festgelegt. Summe und Produkt zweier Polynome sind wieder Polynome.

Divisionsalgorithmus

Der Grad des Polynoms p(z) sei n, und der Grad des Polynoms ¢(x) sei m mit m < n. Dann gibt es fiir die
Polynome p(x) und ¢(z) die Darstellung

p(z) = s(z)q(x) +r(z)

mit Polynomen s(x), r(z), wobei der Grad von r(x) kleiner als der Grad von s(z) ist. Diese Darstellung entspricht
einer Division des Polynoms p(z) durch das Polynom ¢(z) mit Rest. Die Bestimmung des Polynoms s(x) erfolgt,
indem jeweils die Summanden von p(z) (bzw. des Restes) und von ¢(z) mit der héchsten Potenz verglichen
werden. Ist a eine Nullstelle des Polynoms p(z) vom Grad n, so verbleibt bei Division von p(z) durch (z — «)
kein Rest: p(x) = (z — a)q(z), wobei g(z) ein Polynom (n — 1)-ten Grades ist. Sind alle Nullstellen «, ...
bekannt, 148t sich das Polynom in die Form

p(x) = an(z —a)(z = )+ (z = 9)

bringen. Die Nullstellen sind im allgemeinen komplex (siehe Kapitel 2.3) und kénnen ganz oder teilweise zu-
sammenfallen; eine k-fache Nullstelle o fiihrt auf den Faktor (z — a)*
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Rationale Funktionen

Die rationalen Funktionen (gebrochen rationalen Funktionen) sind Quotienten von Polynomen p(z) und ¢(x):

p(z)
flx) === q(z) # 0.
@=20 )

Ist der Grad n des Zihlerpolynoms p(x) groer als der Grad m des Nennerpolynoms ¢(z), so ist nach dem
Divisionsalgorithmus die Darstellung

p@) _ sg) £r@) o r(e)

q() q(z) q(z)
moglich, wobei der Grad des Polynoms r(z) kleiner als der Grad von ¢(z) ist. Die echte rationale Funktion
r(z)/q(x) kann in Teilbriiche zerlegt werden, deren Zihlerpolynom konstant ist. Dies ist unter anderem erfor-
derlich bei der Integration rationaler Funktionen.

Teilbruchzerlegung (Partialbruchzerlegung)

Der einfachste Fall der Teilbruchzerlegung des Ausdrucks r(z)/q(z) liegt vor, wenn alle Nullstellen «, 3, ...J
des Nennerpolynoms einfache Nullstellen sind. Dann gilt: ¢(x) = by, (x —a)(x— ) - - - (x — ) und die Entwicklung
in Teilbriiche hat die Form

’I"(I) Al AQ Am
= + + .o+ —.
q(z) z—a x-p x—90
Fiir die Koeffizienten Ay, A, ... A,, erhilt man ein lineares Gleichungssystem, indem man die Koeffizienten

der Glieder gleicher Potenzen von z in r(z) und (nach Ausmultiplizieren) in

q(x)( A, A +...+Am)

r—a x—p0 x—90

vergleicht. Treten mehrfache Wurzeln auf, z.B. sei « eine k-fache Nullstelle, dann treten in der Entwicklung in

Teilbriiche die Terme
Aq Aq T Ay
2 T (@ — )k

auf. Die Berechnung der Koeflizienten erfolgt wie bei einfachen Nullstellen.

@—a)  @—a)

Um insgesamt reelle Koeffizienten zu erhalten, kann man die komplexen Nullstellen analog durch die Glieder
Bix+C4 Box + Cy Bix + C
(22 +pr+q) (2+pr+q)? (22 +pxr+q)

behandeln.

6.3 Exponential- und Logarithmusfunktion

Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion exp(z) ist durch die unendliche Reihe

e
Lk

k!
= k!

exp(z) = =e"

definiert mit
1 1
= — =1 1+ —)"=2.718282.
e ;) i im (14 n)
Die unendliche Reihe konvergiert fiir beliebige x. Mit Hilfe des Cauchy-Produkts 148t sich zeigen, daf3 fiir die
Funktion exp(z) die Funktionalgleichung
exp(z) - exp(y) = exp(z + y)

gilt. Die Funktion exp(x) ist eine monoton wachsende Funktion mit exp(z) > 0.
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Natiirlicher Logarithmus
Die Umkehrfunktion der Funktion exp(x) heifit natiirlicher Logarithmus:
y =exp(z) =€” — lny==z y>0
Aus der Definition folgt unmittelbar:
y = exp(lny) = ™¥ x = In(exp(z)) = Ine®

Eigenschaften des natiirlichen Logarithmus siehe unten (allgemeine Logarithmusfunktion) .

Allgemeine Potenzfunktion
Die speziellen Polynome 2™ mit n = 0, 1, 2 ... heiflen Potenzen. Fiir negative Potenzen gilt: =™ = 1/a™.

Bei Beschrinkung des Definitionsbereiches auf = > 0 sind die positiven Potenzen umkehrbar eindeutig, die
Umkehrfunktion wird Wurzelfunktion genannt:

y=z" — x:{/gj:yl/".
Damit hat der Ausdruck z® mit einer rationalen Zahl a = m/n, m, n € Z die Definition
7% = xm/n _ (xl/n)m _ (xm)l/n.

Der Ausdruck z* kann fiir beliebige reelle Zahlen a definiert werden (fiir > 0) durch

7% — elnza _ 6alnz'
Es gelten die Potenzgesetze:
74 .’Eb _ xa-&-b (l,a)b — g0 b
a
T gab Ve = b
g
Allgemeine Exponential- und Logarithmusfunktion
Die Funktion
a® = etine a>0

heilt allgemeine Exponentialfunktion, und ihre Umkehrfunktion heifit Logarithmus zur Basis a:

x

y=a = x =log, y.

Der Logarithmus zur Basis 10 heifit dekadischer Logarithmus: lgy = log,oy . Zur Umrechnung von einer Basis
zu einer anderen ist die folgende Formel niitzlich:

_log, @ e — 043120 =

1 —
1’ = Jog,a In 10 2.30259

Die Funktion log, x ist bei positivem a # 1 fiir alle positiven x definiert und hat die Eigenschaften:
x
loga(xl ' JIQ) = loga 1+ loga T2 loga <l’1> = loga Ty — loga T2
2

log, ©1? = zolog, =1
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6.4 Trigonometrische Funktionen

Die trigonometrischen Funktionen (oder Winkelfunktionen) sind Funktionen von Winkeln. Das natiirliche Mafl
fiir Winkel ist das Bogenmafl

_ Kreisbogen
“~ "Radius
mit der Einheit Radian (rad). Der volle Kreis entspricht 27. Andere Einheiten sind Grad und Neugrad:
Grad : 360° = 27 1 rad = 57.2957795° 1° = 0.017453 rad
Neugrad : 400° = 27

Die trigonometrischen Funktionen kénnen im Einheitskreis (Radius = 1) und (fiir spitze Winkel) am rechtwink-
ligen Dreieck definiert werden:

. a a sin o
sina = — tana = - =
c b Cos (v
b b Ccos &
cosa = - cota = — = -
c a sin a
) 2 _ _
sin“a+cos“a = 1 tana-cota = 1

In der englischsprachigen Literatur werden auch Sekans und Kosekans definiert durch

1 1
seca = csca = —.
cos o sin ar

Einige Funktionswerte:

a = 0 /6 w/4 w/3 w/2 o« 27
sina = 0 1/2 V2/2 V3/2 1 0 0
cosae = 1 V3/2 v2/2 1/2 0 -1 1
tana = 0 3/3 1 V3 400 0 0

cotar = Foo V3 1 V3/3 0 Foo Foo
a = 0° 30° 45° 60° 90° 180° 360°

Die Funktionen sin o und cos « sind periodisch mit der Periode 27:

sin(n-2r+a) = =sina cos(n-2r+ta) = cosa n=...—1,0,1,2, ...
sin(r/2+a) = cosa cos(m/2+a) = Fsina
sin(r £a) = Fsina cos(mta) = —cosa
sin(3r/2+a) = —cosa cos(3r/2+a) = =sina
Die Funktionen tan oo und cot « sind periodisch mit der Periode 7
tan(n -7+ a) = +tana cot(n-m+a)==xcota n=...—1,0,1,2, ...

Im folgenden werden die Argumente der trigonometrischen Funktionen mit x und y bezeichnet. Beziechungen
der trigonometrischen Funktionen untereinander:

sinx = V1 —cos?z = tanz/V1+tan’z = 1/V1+cot’z
1—sin®z = cos & = 1/Vi+tan®’z = cotz/V1+cot’x
sinz/\/1—sin?z = V1—cos?x/cosx = tan x = 1/ cotx
V1 —sin®z/sinz = cosz/V1—cos2z = 1/tanx = cot x

Weitere Formeln:

sin(x+y) = sinzcosy+cosxsiny sin2x = 2sinxcosx
cos(x £y) = cosxcosy Fsinzsiny cos2x = cosiz —sin’z

tanz + tan 2tanz
tan(z +y) = ARy = rany tan2x =

1Ftanztany 1 —tan®x



6.5. HYPERBELFUNKTIONEN

sinx +siny =

sinx —siny =

sinxsiny =
sinzcosy =

cosrcosy =

2sin

T
2 cos

1

T+

i cos
2

Yy .
sin

r—y
2
r—y
2

5 (cos(z —y) — cos(z +y))

5 (sin(e —y) +sin(a +))

2 (cos(z — ) + cos(a + )

Superposition der sin- und cos-Funktion (z.B. x = wt):

COSZ + Ccosy

COST — COs Yy

sin

sin x cos x

COos™ x

2 cos

—QSinx—'_y

Tty r—y

B) COS 5

r—y
2

sin

(1 — cos2x)

— sin 2x

N =N~

1
5(1 + cos 2z)

a;sinz + agcosz = Asin(x + 9) mit A= /a} +a3 und tany=az/a;

ay sin(z 4+ ¢1) + ag cos(x + p2) = Asin(x + @)

mit A= \/ai + a3 + 2a1az cos(p2 — ¢1)

und

tan ¢

a1 sin 1 + as sin o

a1 COS Y1 + Qg COS Y3

29

Arcusfunktionen. Die Funktionen sin z und tan « sind streng monoton im Intervall (—m/2, +7/2); die Funk-
tionen cosz und cotz sind streng monoton im Intervall (0,4). Bei Einschrinkung auf diese Intervalle sind
die trigonometrischen Funktionen daher umkehrbar; die inversen trigonometrischen Funktionen heiflen Arcus-

Funktionen.

e

Y

arcsinx
arccos x
arctan x
arccot x

<~
—
<~
—

8 8 8 8

siny
cosy
tany
coty

(-1 <z <+1)
(-1 <x<+1)
(—oo <2 < 40)
(—o0 < x < 400)

Thre Werte in den oben angegebenen Intervallen heilen Hauptwerte. Weitere Werte ergeben sich aus den Eigen-

schaften der entsprechenden trigonometrischen Funktionen (sieche oben), z.B.

Die Eulersche Formel

siny = sin(r —y) =sin(n-2r +y) =sin(n - 2r + 7 — y)

e = cosy + isiny

verkniipft die Exponentialfunktion mit den trigonometrischen Funktionen (s. Abschnitt 2.2).

6.5 Hyperbelfunktionen

Bestimmte Kombinationen der Exponentialfunktionen e* und e~* mit reellem x kommen héufig in Anwendungen
vor und werden als Hyperbelfunktionen bezeichnet.

sinh z

cosh x

cosh? x — sinh?

Beziehungen der Hyperbelfunktionen untereinander:

Veosh?z — 1

sinh z
Vsinh?z + 1
sinh z/+/sinh? z + 1
Vsinh? z 4 1/sinh z

= ()
1

= —(e*4e®
2

= 1

cosh x

Vcosh? 2 — 1/ cosh
coshx/v/cosh? z — 1

tanhz =

cothz =

sinh x et —e "
coshx er + e ®
cosh x er +e” %
- z#0
sinh x erT —e™ 7

tanh x - cothz

tanhz/v/1 — tanh? z
1/v/1 — tanh® z

tanh x
1/tanh z

1/v/coth? 2 — 1
cothz/v/coth® z — 1
1/ cothz

cothx
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Weitere Formeln:

sinh(x +y) = sinhazcoshy £ coshasinhy sinh2x = 2sinhzcoshzx
cosh(z +y) = coshaxcoshy +sinhzsinhy cosh2z = cosh®z +sinh?z
tanh z £ tanh 2tanh
tanh(z +y) = Ay = talny tanh2x = Lﬁg
1+ tanh z tanhy 1+ tanh”
: ; Tty ) T4y x—y
sinhx +sinhy = 2sinh 2 cosh — coshx 4+ coshy = 2cosh — cosh —
sinhx —sinhy = 2cos Ty sinh % coshx —coshy = 2sinh JCT-i-y sinh x ; Y

Areafunktionen Die Funktionen sinh x und tanh z sind streng monoton wachsend und daher umkehrbar; die
Funktion cosh z ist streng monoton wachsend fiir x > 0. Die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen heiflen
Area-Funktionen.

y = arsinhz <= x = sinhy

y = arcoshz <= x = coshy z>1,y>0
y = artanhz <= 2 = tanhy lz] <1

y = arcothx <= 1z = cothy || >1; y#0

Die Area-Funktionen lassen sich durch den natiirlichen Logarithmus ausdriicken:

1.1
arsinhz = In(z+ V22 +1) artanhz = 51n1+x x| <1
-z
1 1
arcoshr = =£ln(x+ V22 -1) x>1 arcothz = ilnm+1 lz] > 1
T —

6.6 Fakultit und Gammafunktion

Fakultét

Unter der Fakultéit n! einer positiven ganzen Zahl n versteht man das Produkt
1-2-3---n=n! mit den Eigenschaften: n!l=n-(n—1)! 0'=1.

Naherung fir grofie n (Stirlingsche Formel):

n\" 1 1 1
I~ (=) V — ... N~ = — V2.
n! (e) 2mn <1 + Tom + T + > In(n!) <n+ 2) Inn—n+Invor

Gammafunktion

Der Begriff der Fakultit 148t sich auf beliebige (auch komplexe) Zahlen x zur Gammafunktion I'(x) verallge-
meinern. Bei ganzzahligen positiven n gilt:

I'(n)=(nm-1!
Allgemeine Definition der Gammafunktion:
= / ettt at x>0
F(JJ) 0 | pz—1
nln
= lim rz#0, -1, =2, ...
n—ooz(x+1)(x+2)- - (x+n—1) 7
Eigenschaften:
s
(1) =al@) D) T0-2)= "

Spezielle Werte:



Kapitel 7

Differentialrechnung

7.1 Definitionen und Ableitungen der elementaren Funktionen

Die Funktion f(z) sei definiert fiir ¢ < x < b. Die Funktion f = f(z) ist in einem Punkt x des Intervalls
differenzierbar, wenn der Grenzwert

Az—0 Az ’

existiert; der Grenzwert f’(z) des Differenzenquotienten heifit Differentialquotient oder Ableitung von f
im Punkt z.

Der Differenzenquotient ist die Steigung der Sekante, die beim Grenziibergang Ax — 0 zur Tangente wird,
deren Steigung durch den Differentialquotienten gegeben ist. Wenn die Funktion f(x) in einem Punkt x
differenzierbar ist, so ist sie auch stetig. Fiir die Ableitung f’(x) einer Funktionf(z) schreibt man auch df /dz.
Das Differential dy der Funktion y = f(x) ist dy = f’(x) dz. Zur Kontrolle der Berechnung einer analytischen
Ableitung f’(x) durch eine numerische Rechnung ist die Ndherung

1oy o @+ Ax) — fx — Ax)
fia) = 5 Az

niitzlich.

Die Differenzierbarkeit an einem Punkt xq ist gleichbedeutend mit der Approximierbarkeit der Funktion f(x)
durch einen linearen Ausdruck

f(@) = f(zo) + (o) - (z = 20),

wobei f/(xo) die Ableitung von f(z) bei x = 2y bedeuten soll. Genauer schreibt man:

f(@) = f(xo) + f'(z0) - (x — o) + 0 (|z — x0]);

dabei ist o (]Az|) ein Ausdruck, der mit |Az| gegen Null geht (s. a. Taylorsche Formel, Abschn. 8.3). Der
Ausdruck o (|Az|) steht fiir eine Funktion ¢(Axz) mit der Eigenschaft:

p(Ax)

=0.
Az—0 |ASE|

Héhere Ableitungen: Die zweite Ableitung f”(z) ist definiert als die Ableitung der ersten Ableitung von
f(x), fiir hohere Ableitungen ist entsprechend zu verfahren. Als Bezeichnungen sind iiblich, wenn y = y(x):

d2y d3y d(n)y "o d 2 d ’ d )
5 g e - oder vy oy oder ( ) y,< ) y,( ) Y.

Aus formalen Griinden wird gelegentlich die nullte Ableitung eingefiihrt: y©) =y .

31
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Differenzenquotient zum Mittelwertsatz

Mittelwertsatz der Differentialrechnung: Ist eine Funktion f(z) fir a < x < b stetig und existiert die
Ableitung in diesem Intervall, so gibt es wenigstens ein zy mit a < xy < b, fiir das gilt:

f(b) = f(a)

b—a f'(@o)

Extrema: Notwendige Bedingung fiir ein Extremum einer Funktion f(xz), die an der Stelle z als differenzierbar
vorausgesetzt wird, ist f'(zo) = 0. Fiir f"”(x¢) < 0 liegt ein Maximum vor, fiir f”(zo) > 0 ein Minimum. Bei
f"(xo) = 0 miissen die hoheren Ableitungen untersucht werden; bei f(zq) # 0 ist zg ein Wendepunkt.

Erste Ableitungen elementarer Funktionen

y=f(x) y =f'(=) y=f(2) y =f'(x)
x 1 1/x —1/22
x? 2x 1/2? —2/x3
" na™ ! 1/xm —n/z" !
e’ e’ Inx 1/x
a® a®Ina log, 1/(zlna)

sin x cos x arcsin x 1/V/1 — z?
coszT —sinx arccos x —1/v1 — a2

tan x 1/cos®z arctan 1/(1+ 2?)
cotx —1/sin*z arccot x —1/(1 4 2?)
sinhz coshx arsinh x 1/v1 + a2
coshx sinh arcosh x 1/va? -1
tanh z 1/ cosh® z artanh x 1/(1 — 2?)

coth —1/sinh?® z arcoth x —1/(z? - 1)
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7.2 Differentiationsregeln

Produkte und Quotienten

Die Funktionen v = f(x) und v = g(x) seien fiir a < x < b definiert. Dann gilt fiir jedes z aus dem Intervall,
fiir das v/ und v’ existiert:

(u-v) = w +ou Produktregel
1 ! / ’ o /
() = —% (E) = u v # 0 Quotientenregel
v v v v
Formeln fiir hohere Ableitungen erhédlt man durch mehrfache Anwendungen der Formeln, zum Beispiel:

(u-v) = dv+uw'
(u-v)" = v+ 2uv +uw”
(u . U)/// — u///v + 3u//v/ + 3ulv// + /U/U/N

(u-v)™ =™y 4 nu™ Yy + %u(”fz)v" +...+ < : > u™ ™ 4™

Fiir die Ableitung des Quotienten zweier Produkte folgt aus der Quotienten- und Produktregel die Formel:

!/ / !/ !

(u-v)’_(u-v) u+v w z
w-z)  \w-z v o voow 2]

Kettenregel

Die Funktion h(x) = f(g(z)) ist aus den Funktionen y = g(z) und f(y) zusammengesetzt: h = f o g. Wenn bei
einem gegebenen x die Ableitung dy/dx = dg/dx = ¢'(z) existiert und bei dem entsprechenden y die Ableitung
df /dy = f'(y) existiert, dann gilt fiir die Ableitung von h nach x:

dh ., ., . dfdy
Das Differential von h, ausgedriickt durch y, ist dh = f’(y) dy und das Differential von g, ausgedriickt durch x,
ist dy = dg = ¢'(z) dx. Aus der Kettenregel folgt:

dh = f'(y)dy = f'(y)g'(x) dx
fiir das Differential dh, ausgedriickt durch x.

In Differentialen kénnen unabhingige und abhéngige Variable gleich behandelt werden. So folgt zum Beispiel
fiir y = f(z) aus dy = f'(z) dx die Ableitung der Umkehrfunktion f~! von f:

dx 1
— = f(z) #0.
dy  f'(x) )
Fiir parametrische Gleichungen = = f(t), y = g(t) folgt:
dy ¢'(t) /
- = t 0.
i~ ) f(t) #
Logarithmische Ableitung. Aus der Kettenregel folgt speziell fiir w = h(u) = lnu und v = u(z) :
dlnu  dlnudu 1du ,
dr = W% = E% oder kurz: (lnu) = E
Ableitung einer impliziten Funktion. Die Funktion y = f(z) sei durch die Gleichung
F(z,y) =0

definiert. Dann ergibt sich aus der partiellen Differentiation nach x und y:

Fy
F,+Fy =0 y’:ny
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7.3 Grenzwert einer Funktion mit nicht definiertem Wert

Fiihrt die Bildung des Grenzwerts einer Funktion f(z) = % zu einem nicht definierten Ausdruck der Form
o) 0
lim = - oder zu
(@) 0
() 00
lim = —,
x—a w(x) 00

so erhalt man den Grenzwert iiber

p(x) ¢'(x) . :
lim = lim Regel von Bernoulli - de I’Hospital
e e N )
Falls andere nicht definierte Ausdriicke auftreten, kann durch geeignete Substitution diese Form immer erreicht
werden:

Funktion undef. Grenzw. Substitution
o(z) - k() 0-00 k(z) = 1/9(z)
K(z) — A(z) 00 — 00 k(x) = 1/¢(x); Mz) = 1/¢(2)

A@)?@: x>0 09 00,1 A(z) = exp(p(x))

7.4 Vektorwertige Funktionen

— —

Die Ableitung einer vektorwertigen Funktion 7 = 7(t) eines
skalaren Parameters ¢ ist definiert durch

dr A - (E)
dt Alzlsglo At ’ Ar

wenn der Grenzwert unabhéngig von der Folge At — 0 exi-
stiert. Die Ableitung, die auch in der Form

dr (dr dy dz

dt (dt’ dt’ dt)
geschrieben werden kann, ist selbst wieder ein Vektor und ist
tangential zur Kurve gerichtet, die durch #(t) beschrieben wird.
Hohere Ableitungen sind entsprechend definiert. Wenn eine
Bahnkurve durch eine vektorwertige Funktion #(¢) beschrie-
ben wird und der Parameter ¢ die Zeit bedeutet, so sind die

ersten beiden Ableitungen (Ableitungen nach der Zeit werden
gelegentlich durch Punkte bezeichnet):

=
—
=
~—

F(t + At)

dr(t

ti(t) = (&(t), y(¢), 2(¢)) Geschwindigkeitsvektor
d*F(t

drtg ) = (&(t), y(¢), (1)) Beschleunigungsvektor

Regeln fiir die Ableitung vektorwertiger Funktionen

Foeio) - S8
G - Foee g
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% ((i X 5) = % X b+ @ x % Produktregeln
d . e da
o F@a) = ft)a+flt)
% <;Eg) — %% — %@’ Quotientenregel (f(t) #0)

Folgerung: die Ableitung einer vektorwertigen Funktion @(¢) mit konstantem Betrag (@ - d = const) steht
senkrecht zu @ (oder verschwindet):

d dd da dd
Ya =% G179 _97.%_y
g\ =qpratd =25

Raumkurven

Eine glatte Raumkurve wird durch eine stetige und stetig differenzierbare vektorwertige Funktion 7(t) beschrie-
ben. Die Ableitung dr/dt zeigt jeweils in die tangentiale Richtung. Fiir geometrische Betrachtungen ist der Be-
griff der Bogenléinge geeignet. Fiir die Ableitung einer Raumkurve 7(s) nach dem Parameter Bogenlinge s gilt:
I
d—r =y up = Einheitsvektor in tangentialer Richtung
s

Aus der Kettenregel folgt:
di(s(t)) dF ds _ ds
= — - — =Uur-: —
dt ds dt dt

Fiir die differentielle Anderung von ir gilt:

‘dﬁT‘ = dQD : |6T‘7

Fiir infinitesimale Winkel dy steht dur senkrecht auf .
Wegen pdp = ds wird die Ableitung des Einheitsvektors it nach s:
dip  dir 1 dilr

7_7:71_[ :I{-ﬂ: mlt ’L_L' = —0.
ds pdy p N N N dy
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Darin ist @y ein Einheitsvektor in der Kurvenebene senkrecht zu 4r in Kriimmungsrichtung und p = 1/ der
Kriimmungsradius der Raumkurve (kx = Kriimmung). Durch @g = @y X @y kann ein weiterer Einheitsvektor
ip definiert werden, der mit den beiden anderen Einheitsvektoren ein orthogonales Rechtssystem bildet, das
"begleitendes’ Dreibein genannt wird. Es gilt:

dip dur v diny din .
— = — X UN Ur X — =uUurp X ——— = —T - UN.
ds ds ds ds

Die GroBe 7 heifit Torsion und 1/7 Windungsradius der Raumkurve. Die Torsion einer Kurve im Punkt P gibt
an, in welchem Maf} die Kurve in der Umgebung von P von einer ebenen Kurve abweicht.

7.5 Funktionen mehrerer Veranderlicher

Skalare Funktionen von zwei Veranderlichen

Eine Funktion f(z,y) von zwei Verdnderlichen x und y wird betrachtet. Die partiellen Ableitungen von f(z,y)
nach den Verénderlichen = und y sind definiert durch:

of _ o [+ Avy) — f@y)

ox Az—0 Az
— = l1m
8y Ay—0 Ay

R

Yo

Steigung der Tangente mit y = const an P:

F(€+Az,y0)—f(€:90)
Az

aof T
75 lr=¢ y=yo = limAaz—0

Schnittflache
Y =Y

Die partielle Ableitung nach einer Verdnderlichen ist also nichts anderes als die gewhnliche Ableitung nach der
einen Verdnderlichen bei Festhalten der anderen. Es gelten Rechenregeln wie fiir die gewdhnlichen Ableitungen.
Hohere partielle Ableitungen sind (entsprechend der gewthnlichen Ableitungen) durch wiederholte Bildung der
partiellen Ableitung zu erzeugen. Hohere Ableitungen, die sich nur durch die Reihenfolge der Ableitungen nach
verschiedenen Variablen unterscheiden, sind bei Stetigkeit gleich, zum Beispiel:

*f  9*f
oydxr — 0zdy




7.5. FUNKTIONEN MEHRERER VERANDERLICHER 37

Partielle Ableitungen werden auch wie folgt geschrieben:
of _ PF
or 0xdy

Totale Ableitung und totales Differential. Gegeben sei eine Funktion f(x,y), bei der = z(t) und y = y(t)
Funktionen eines Parameters ¢ sind. Zur Bildung der Ableitung von f nach ¢ wird der Differenzenquotient

Jfa

fay etc.

betrachtet:
flat+At),y(t+A) - f(x(t),y (@) _ fla+ A,y + Ay) — f(z,9)
At At
_ [t Any+ Ay) — flay+Ay) + @y + Ay) — f(2,y)
At
_ fletdry+dy) - flay+ Ay Av  floy+Ay) - f(2,y) Ay
Ax At Ay At

Im Limes At — 0 gehen auch Az — 0 und f(z+ Az, y + Ay)
Ay — 0, und man erhélt die totale Ableitung f (z,y)

von f nach t:

G i) _ofds  ofdy
dt dt  Oxdt  Oydt’

Den Ausdruck

af af
df = =—d —d
f oz " + dy 4
nennt man totqles Differential. Aq_schaulich
bedeutet df die Anderung von f bei Anderung
von z um dx und von y um dy.

Funktionen von n Veridnderlichen

Betrachtet wird eine (skalare) Funktion f(z1,x2,...x,) von n Verdnderlichen.
Ist ein beliebiger Weg § im Raum x1,z9, ...z, gegebenen, so beschreibt ds = (dxi,dxs,...dz,) ein Element
auf diesem Weg.
Das totale Differential
of of of

df = —d —d ——dz,
f 8:1:1 x1+8$2 1‘2+ ++al‘n v

liefert dann die Anderung von f lings des Wegelements an einer gegebenen Stelle.

Mit der Definition des Gradienten, durch die vektorwertige Funktion

of of 8f)

Oxy Oy’ Oy,
ergibt sich das totale Differential als Skalarprodukt
df = grad f - ds.

grad f = (

Die Einfithrung des Differentialoperators V (Nabla)
- o 0 13}
V=|—,—,...
(81:1’ Oz 3$n>

gradfzﬁf.

In manchen Lehrbiichern findet man auch die symbolische Schreibweise d f/ds anstelle von v f-

gestattet die Schreibweise
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F

—
|
|
|
I
-
~

i

Q x Hohenkarte einer Mulde G (z, y).

Die Linien verbinden die Orte mit

8

G (z,y) = const.

Funktionalmatrix

—

Betrachtet werden nun Funktionen fi(Z), f2(Z), ... fm(Z), die zu einem Vektor f(Z) zusammengefafit werden
konnen. Ist die (vektorwertige) Funktion f durch einen linearen Ausdruck approximierbar, erhilt man:

—

F(@) = f(&@o) + Jp - (T — To) + 0 (|7 — To|)

mit einer m - n Matrix J¢. Voraussetzung ist, dafl f im Punkt &y stetig ist und daf} alle Komponenten f; von f
nach den z; partiell differenzierbar sind mit

Ofi

0, | = (Jf)ij'

T=Tq

Man nennt die Matrix J¢,
on on o
8171 8I2 o axn

Jp= Oxy Ozxy Oz,

Ofm  Ofm Ofm
0xq Oxa o Ox,

die Funktionalmatrix oder Jacobi-Matrix von f im Punkt Zy.

Kettenregel. Die Funktion h sei aus der Funktion ¥ = g(Z) und der Funktion f () zusammengesetzt, und
liefere eine Abbildung R — R™ — RF:

— —

h=fog h(z) = f(g(@)).

Dann gilt fiir die Funktionalmatrix Jj, der Funktion ﬁ(f) und die Spalten- und Zeilenzahlen der Funktionalma-
trizen:
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Umkehrabbildung. Die Funktion f(7) sei die Umkehrfunktion der Funktion § = §(&):

Z, i € R™. Dann folgt aus der Kettenregel:
-1

Jp-dyg=E Jr = (Jy)

(E = Einheitsmatrix).

39



Kapitel 8

Integralrechnung

8.1 Integration von Funktionen einer Verédnderlichen

Die Funktion f(x) sei eine fiir x € (a,b), a < b stetige (oder stiickweise stetige Funktion). Das Intervall (a,b)
wird durch eine Intervalleinteilung Z in n Teilintervalle eingeteilt, mit

a=zo<xr1 <9< ...<xp=">

mit der Breite der Teilintervalle Azx; = z; — z;—1. Man nennt
> f(&) Az
i(2)

mit Funktionswerten f(&;) an Zwischenstellen z;_; < & < x; die Riemann-Summe. Die Grofie

b
F= / fayde = Jim 3 f(&) A,

i(2)

heifit bestimmtes Integral, wenn der Limes existiert und von der Wahl der Z-Folge unabhéngig ist. Im Integral
heiBt f(z) der Integrand und x die Integrationsvariable. Wenn f(z) > 0 fir = € (a,b) ist, entspricht das
bestimmte Integral der Fliche zwischen der Kurve f(z) und der z-Achse zwischen den Grenzen a und b. Das
bestimmte Integral hat folgende Figenschaften:

f(z) f(x) f(x)

J&3) oo

|
|

S e =

I
I
I
| | | I
I I | I
I I | I
I I | I
Lo >0 <o
I I | I
I I | I
1 1 €T 1 €T 1 €T
a T T2 - =z, a b b a
& A
zur Riemann-Summe Vorzeichen des Integrals

40
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/ab f(@)de = — /ba f(z)dx /ac flw)de = /ab flw)de+ /bc Je)da

b

/ab b f(o)do = k- /ab f(x) da / " (F(a) + gla)) di = /  fla)do + / 9(x) de

Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung. Ist f(z) eine in (a,b) stetige Funktion, so ist
bei jeder Wahl von ¢ und z € (a,b)

F(z) = /cz fw) du

eine differenzierbare Funktion der oberen Grenze x und es gilt:

Die Funktion F'(x) heifit Stammfunktion der Funktion f(z). Das unbestimmte Integral ist

/f(x)dx[f(u)du+c

wobei die Grofie ¢ eine willkiirliche Konstante ist. Wenn F'(z) eine Stammfunktion ist, also

Flz) = /:f(u) du + ¢,

so gilt fiir das bestimmte Integral
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Tabelle von Integralen (die Integrationskonstante ist weggelassen):

Jamdx
f%d:c
J(z+a)"dx
fr_}_adx
fzzj—aQ de

fa2gw2dx

[V de
f Va2 —a?dx
[Va? —a2?dx
1
——dx
‘[ A /1'2 + a2
1
Ik T dz
1
i T dz
[sinxdx
cosxdzx
i d
tan z dz
S
cot x dx
S
fsin2 azx dz

[ cos? ax dx

[ sinax cos ax dz

1
f sin” ax dz
f cos” ax

[ tan? ax da

— N

NN

[ cot? ax dz
[ arcsin & dz
[ arccos £ dx
[ arctan & dx
[ arccotE da
[e*dx

[ xe® da

[ z%e® dx

J sinhz dz

[ coshz dz

Integrationsregeln. Regeln fiir die Integration folgen durch Umkehrung aus den Differentiationsregeln. Wich-

%Hx"“ n#—1

In |z|

%H(x + a)"t!

In|z + a

arctan{

artanh® = 1 In Z i‘g lz| < a
arcoth%:%lngi—g |z] >a>0

+2a? arsinhZ + £+/22 + a2
2 7 2

_ 1.2 r T 2 _ 2
3a arcosha + 5V a

_ 1,2 T4 T /2 _ 2
5Q° arccos + FVa x

2
arsinhg = +1In (iﬁ +4/1- §2>
2
arcosh% =+In (5 + —22 — 1)

in £
arcsin

—Cos T
+sinz
—In cos ||

+ Insin ||
5 - ﬁ sin 2ax
% + 2115 sin 2ax
% sin? ax

1

-4 cot ax

—|—% tan ax

+talzlax .

_cotaxr
a

x arcsin % + Va2 — 2

T arccos % —Va? — z2

T arctan % — % In (a2 + xz)
x arccot% + % In (a? + 2?%)

61

e’(x—1)
e (2?2 — 22+ 2)
coshx

sinhx
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tige Regeln sind die Regeln fiir die partielle Integration und die Substitution von Veréanderlichen.

Partielle Integration: Aus der Produktregel (u - v) = uwv’ + «'v der Differentialrechnung fiir Funktionen
u= f(z) und v = g(x) ergibt sich die Regel der partiellen Integration:

/ﬂ@d@ﬂx:ﬂ@M@f/f@mwmw

Diese Regel 1488t sich anwenden, wenn der Integrand auf die Form des linken Integrals gebracht werden kann.
Eventuell mufl die Formel wiederholt angewendet werden.

Substitutionsregel: Ausgehend von der Transformation der Verénderlichen
x = g(u) dr = g'(u)du
ergibt sich die Regel
[ t@rds = [ o) (w)du

Beim bestimmten Integral sind die Grenzen der Umkehrfunktion u = g~ (x) = h(x) einzusetzen:

b R(b)
x)dr = w)) ¢ (uv) du
Lf() l&@f@)ﬁ()

Eine andere Form der Regel ergibt sich durch Vertauschen von z und w:

b (z)dz = j—hdx = dh
T

[ Hanwaydz = [ ) an

Diese Form wird angewendet, wenn sich der Integrand (Funktion von z) in der Form des linken Integrals
ausdriicken l&8t. Das bestimmte Integral ist:

b h(b)
| @z = [ pmn
a h(a)
Tabelle von Substitutionen:

Tabelle von Substitutionen

Funktion h dx

fla+bx) a+bx dh/b

Fle® +e) e dh/h

f(nzx) Inx el dh

Rz, Yaz 78) %) Vazr b nhvldh/h
R(sinz, cos x) tanx/2 2dh/(1+ h?)

R(sinz, cosz) fiir

ungerade Funktion von sinz cosx —dh/v1 — h?
R(sinz, cosz) fiir

ungerade Funktion von cosz sinx dh/v1 — h?
R(sinz,cosz) fiir

ungerade Funktion von sinz und cos x tan x dh/(1 + h?)

*) Rationale Funktion R
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8.2 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Ist f(z) im Intervall [a, b] integrierbar und stetig, so gibt

es einen Mittelwert (f(z)), fiir den gilt: f(x)
_ Jaf@)da
(f(z)) = T bh—a

Allgemeiner erhilt man das gewichtete Mittel iiber das In- (fx)V--—-mcmmmmmmfommrmmees
tervall [a, b] mit der stetigen Gewichtsfunktion g(x)

L N

=
(:l z
8.3 Taylorentwicklung
Die Umformung des Integrals in der Identitit
) =16+ | pa
durch partielle Integration fithrt auf:
F0) = 1€ + - 0510 + [ - 00" dt
Die wiederholte Umformung des Tntegrals liefert die Taylorformel
F@) = O + (0= OF (€ + 5 (0~ 021" (©) + 55 (0~ O F"(€) F -+ +3(x = " FVE) + Ra(0),

wobei das Restglied R,,(z) die Form

ol

1 x
Rola) = o [ o= 0" D0y
13
hat. Eine andere Form des Restgliedes (Lagrange-Form) ist

@=m+

Bn () = (n+1)!

f("+1)(19)

mit ¥ zwischen & und .
Wenn die Funktion f(z) unendlich oft differenzierbar ist, fithrt die Taylorformel mit
[e%) r— 5 n .
fw) = 32 BB g

|
ot n!

auf die Darstellung der Funktion f(z) durch eine Potenzreihe (Taylor-Reihe); Voraussetzung ist, dafl das Rest-
glied R, fiir n — oo gegen 0 geht.

Einige Reihenentwicklungen:



8.4. INTEGRALFUNKTIONEN 45

.'L'2 x4
COS T == 1_5—"_1_
¢ iy ey Iy 2] < =
anr = X —Z —-Z —Z x -
3 5 315 2
s _ x l‘2 .'1;3
e’ = +ﬁ+§+§+'”
IQ l‘g .’1:4
In(1 = -t = ——+... -1 < +1
n(l+x) x 2+3 4—|— <z <+

8.4 Integralfunktionen

Die normalen Integrationsmethoden fithren nicht immer zum Ziel. Es gibt schon relativ einfache Funktionen, fiir
die die Stammfunktion nicht mehr in geschlossener Form angegeben werden kann. Wenn eine solche Funktion bei
vielen Problemen auftritt, so wird durch das Integral iiber die Funktion eine neue Funktion (Integralfunktion)
definiert, die man in Tabellenwerken tabelliert finden kann:

Plz) = / " r)at

Beispiele fiir Integralfunktionen sind:

2 xr
erf(z) = ﬁ / e dt Fehlerfunktion
0
2 3
= (x—m—k...) fir r<1
T 3
11 2
= 1———e " +... fir z>1

F(k;x) elliptisches Integral (erster Gattung)

) 1—k2sin%t

I'x+1)

oo
/ tTe~t dt Gamma-Funktion
0

Die Fehlerfunktion tritt in der Statistik auf, das elliptische Integral bei der mathematischen Behandlung von
Pendelschwingungen.

8.5 Numerische Berechnung von Integralen

Die allgemeine Form der Integrationsformeln fiir die numerische Berechnung von Integralen ist

b
/ f@)do~ S wy fon)
a k

Dabei sind xj Abszissenwerte des Intervalls [a, b] und wy, zugeordnete Gewichte.

Sehnentrapezregel. Das Intervall [a, b] wird in n Teilabschnitte eingeteilt:

a=x9g<x1<To...<xp=2>0

zx=a+kh k=0,1,...n

In einem Teilintervall [xy, 2x4+1] wird das Integral durch das Sehnentrapez [f(zx) + f(zr+1)]h/2 angendhert; fiir
das gesamte Integral ist die Ndherung

b
[ @) de = 510 + 2(00) + 27 wz) + .+ 2f(w0m0) + £O)
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Die Formel ist exakt, wenn f(z) eine lineare Funktion ist.

Keplersche Fafiregel. Durch drei Punkte x = a, (a + b)/2 und b wird eine Parabel gelegt und diese Parabel
wird integriert; das Ergebnis ist eine Ndherung des Integrals:

[ e~ i as () + 10

Die Formel ist exakt nicht nur fiir quadratische Funktionen, sondern auch fiir Polynome 3.0Ordnung.

Simpson-Regel. Diese Regel ergibt sich aus der Keplerschen Fafiregel durch Anwendung auf 2m gleichlange
Teilabschnitte des Intervalls [a, b]:

b —a
[ @) dom P2 i5@) + 4f () + 2f(e2) + 4F () + 20(0) + ..+ Af (2m) + F(O)

b—a
T =a-+k 5

k=0,1,...2m

Bei gleicher Zahl von Teilpunkten liefert die Simpson-Regel im allgemeinen genauere Werte als die Sehnentra-
pezregel.

8.6 Uneigentliche Integrale

Integrale, bei denen eine (oder beide) Grenzen —oo oder 400 sind oder bei denen der Integrand an einer Grenze
undefiniert ist, nennt man uneigentliche Integrale. Das Integral

/aoO f(z)dx

heifit konvergent, wenn der Grenzwert

AEnWAR flz)dz = /aoo f(z)dzx

existiert und endlich ist. Entsprechend gilt:

b b
li dr = d
im - f(z)dx /a f(z)dx

e—0

Formeln (n > 0 und a > 0):

o |
n:
2"e Wdr = —
0 an+1
[eS)
2 1-3---(2n—1
/ xQne ar® Jr = 1( — )\/7*1_
0 on+1lgn+1/
o |
.2 n.
x2n+1e ax diE _
0 2an+1

8.7 Integration von Funktionen mehrerer Variablen

8.7.1 Kurvenintegral iiber skalares Feld

Gegeben sei das skalare Feld F(x,y,z), das jedem Punkt (z,y,z) die skalare GroBe F zuordnet. Ebenfalls
gegeben sei eine Kurve C zwischen den Punkten A und B. Das Kurvenintegral (oder Linienintegral) iiber
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F(z,y,2) lings der Kurve C' ist definiert als Grenzwert der Riemann-Summe iiber die Wegelemente ds von C,
multipliziert mit den zugehorigen Feldwerten. Der Ort langs des Weges wird durch die Variable s beschrieben.

B
/ F(s)ds = Aligo zc: F(s;) As;

AC

Der Wert des Kurvenintegrals hingt bei vorgegebenem Feld F' im allgemeinen vom Anfangspunkt A, vom
Endpunkt B und von der Form der Kurve C' zwischen A und B ab. Es gilt

/A i F(s)ds = — /B i‘C F(s)ds

Geschlossene Wege werden durch das Zeichen Kurvenintegral fo dargestellt.

Zur Berechnung wird das Kurvenintegral auf ein gewthnliches Integral zuriickgefithrt. Wird der Weg C eindeutig
durch die Variable x beschrieben, ergibt sich

B B(x) s
/ F(s(x,y,2))ds = / F(s(z,y(z), z(x))) %dw

AC A(x),C

mit

ds = /dx? + dy? + dz?, d. h.

/jc F(s(z,y,2))ds = /;BC F(s(z,y(z),2(z))) \/1 + (jﬂyg)Q + (fl:;)z do

8.7.2 Kurvenintegral iiber Vektorfeld

Das Kurvenintegral iiber das Vektorfeld A(7) lings der Kurve C' zwischen den Orten 7, und 7, ist definiert
durch

b
A(Fydir=lim Y A(F) A7
C

Fa ,C AFZ —0

—

Bei geschlossener Kurve (7, = 73) liefert das Kurvenintegral

?{ A(P) di
c
die Zirkulation von A entlang der Kurve C.

Die Berechnung geschieht durch Umwandlung in gewohnliche Integrale, z. B.:
a) 7= 7(s) lings C mit ds =|dr] ergibt

/A‘(f) Z—st = //T(F(s)) rds = /AT ds

Der Tangenteneinheitsvektor ist durch @7 und die Tangentialkomponente von A durch Ar gegeben.
b) Mit A = (A, 4y, A,) folgt

/E(F)df:/Ax(f‘)dx+/Ay(F)dy+/AZ(F)dz

Die Variablen x,y, z hingen iiber den Weg C' voneinander ab. Die Parameterdarstellung des Weges
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liefert
SR AR dE = [ A((s) da 4 [ Ay (F(s) dy + [0 AL(7(s)) dz

= [ AL() G ds [0 A (7)) ds o+ [ A (F(s) o ds

Ist = selbst die unabhéngige Variable, so erhélt man

f;;b’c A'(f’) dr = f;ab Az, y(x), z(2)) do + f;: Ay(z,y(x), z(z)) g—g dz + ffj A (z,y(x), 2(x)) g—; dx

Fiir eine bestimmte Klasse von Vektorfeldern, die Gradientenfelder, hingt der Wert des Kurvenintegrals nur
vom Anfangspunkt 7, und vom Endpunkt 7}, ab und nicht von der Form der Kurve C' zwischen den Punkten
(siehe Vektoranalysis).

8.7.3 Gebietsintegrale

Integrale einer Funktion f(z,y) von zwei Verdnderlichen f(z,y)
x und y iiber eine zweidimensionales Gebiet der xy-Ebene
sind definiert durch den Grenzwert von Riemann-Summen:

[ RCETEN T SRR

Dabei ist Z eine Intervalleinteilung des Gebiets G in kleine
Gebiete (Rechtecke) mit den Seitenlédngen Ax; und Ay;, die
beim Grenziibergang gegen 0 gehen.

Fiir ein rechteckiges Gebiet G mit

G a<x<b c<y<d

&8t sich das Gebietsintegral leicht auf zwei gewdhnliche

Integrale zuriickfiihren.
Das Integral von f(z,y) iiber x zwischen a und b stellt eine Funktion von y dar, iiber die von ¢ bis d iiber y

integriert werden kann (oder umgekehrte Reihenfolge):

szcdlbf(x,y)dxdyz/cd Vabﬂx,y)dm] dyz/ab ij(ac,y)dy] dz

Das Integral in der ersten eckigen Klammern ist eine Funktion von y, das in der zweiten eine Funktion von x.
Bei krummliniger Begrenzung des Integrationsgebietes G sind die Grenzen selbst wieder Funktionen von x bzw.
Y.

Entsprechendes gilt fiir Integrale in drei und mehr Dimensionen.

Transformationen. Durch Transformation der Verénderlichen ist es oft moglich, das Integrationsgebiet in ein
rechteckiges Gebiet in den neuen Verénderlichen zu transformieren und und damit die Integration zu vereinfa-
chen. Dabei ist das Flidchenelement dx dy bzw. das Volumenelement dx dy dz unter Beriicksichtigung der Deter-
minante |J| der Funktionalmatrix der Transformation durch das transformierte Element dudv bzw. dudv dw
zu ersetzen. Die Funktionaldeterminanten fiir die Koordinaten x y einerseits und u v andererseits lautet:

-1

A(x,y) | Ox/Ou 0Ox/dv :<3(u,v)>_1: u/dx  Ou/dy

O(u, v) dy/Ou  dy/dv I(z,y) Ov/dx Ov/dy
Allgemeine Formel fiir die Transformation von Koordinaten x und y in allgemeine Koordinaten u und v und
fiir die entsprechenden Flidchenelemente:

_ ’ Ox/O0u 0Ox/0
x x(u,v) | = (z,y) _ /0u  Oz/0v dz dy = |J|dudv
y = y(u’ 'U) 8(“)”) 8y/3u 8y/8v
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Beispiel: Ebene Polarkoordinaten

T = Trcosyp
|J| =r drdy =rdrdp
y = rsing

Entsprechend gilt die allgemeine Formel fiir die Transformation von Koordinaten x, y, und z in allgemeine
Koordinaten u, v und w und fiir die entsprechenden Volumenelemente:

r = z(u,v,w) Ox/O0u Ox/O0v Ox/0w
a 1
y = ylu,v,w) IJa((zfz)) dy/ou  dy/dv  dy/Ow de dy dz = |J| du dv dw
z = z(u,v,w) 0z/0u 0z/0v IJz/0w
Beispiele:

Réaumliche Polarkoordinaten:

xr = rsindcosep

5 . dedydz = r?sinddrdddy
y = rsindsing |J| = r“sind
= —r?drdcosiddyp
z = rcost
Zylinderkoordinaten:
T = pcosy
y = psing |J| =p drdydz = pdzdpde



Kapitel 9

Differentialgleichungen

9.1 Einteilung der Differentialgleichungen

In einer Differentialgleichung (DGI) treten Differentialquotienten von einer oder mehreren Funktionen von einer
oder mehreren Verdnderlichen auf. Die Losung der DGI besteht in der Bestimmung der in der DGI auftretenden
Funktionen. Bei gewéhnlichen Differentialgleichungen ist eine Funktion y(x) einer unabhéngigen Verinderlichen
z zu bestimmen. Wenn die gesuchte Funktion von mehreren Verdnderlichen abhéngt, heifit die DGI partielle
Differentialgleichung.

Eine gewohnliche Differentialgleichung ist von der Form

F (x, y(x),y (), ...y™ (x)) =0

Als Ordnung der Differentialgleichung wird die Ordnung des hochsten auftretenden Differentialquotienten (n) be-
zeichnet. Ist die Differentialgleichung darstellbar als Polynom in der gesuchten Funktion und ihrer Ableitungen,
so wird als Grad der Differentialgleichung die héchste Summe der Exponenten der abhéngigen Verénderlichen
(y) und ihrer Ableitungen in einem Glied des Polynoms bezeichnet. In Differentialgleichungen 1. Grades (lineare
Differentialgleichungen) treten die unbekannte Funktion und ihre Ableitungen nur in der 1. Potenz, also nicht
miteinander multipliziert auf.

Zur Bestimmung der Losung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung sind alle n-mal stetig differenzierbaren
Funktionen zu finden, die die Differentialgleichung erfiillen. Es sind n verschiedene Funktionen. Die allgemeine
Losung enthélt n freie Integrationskonstanten, die bei Festlegung eine spezielle Lésung definieren.

9.2 Differentialgleichungen 1.0Ordnung

Trennung der Verédnderlichen. Differentialgleichungen der Form

9y = f(x)

lassen sich durch die Methode der Trennung der Veréinderlichen 16sen: Integriert man beide Seiten tiber dz, so

erhilt man
/g(y) dy = /f(x) dz.

Abgekiirzt schreibt man dies, indem man dadurch die Differentiale dz und dy definiert:

Wegen 3y’ = % nennt man das formal die ‘Trennung der Variablen’.

50
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Bei Bezeichnung der Stammfunktionen mit

o) = [ F) = [ f@)d
ergibt sich als allgemeine Losung der Differentialgleichung
Gly)=F(z)+c

mit der frei wihlbaren Integrationskonstanten c.

Lineare Differentialgleichungen. Lineare Differentialgleichungen 1.Ordnung haben die Form

y'(z) +p(x)y(x) =r(z)
oder koénnen auf diese Form gebracht werden. Bei der homogenen Differentialgleichung (r(z) = 0)

y'(x) +p(@)y(r) =0

d?y:f/p(x)d:c

Bei Bezeichnung der Stammfunktion der rechten Seite mit P(x) erhélt man

ist Trennung der Veradnderlichen mdoglich:

Iy = —P(@)+a

y = ce

mit der frei wiahlbaren Konstanten c.

Variation der Konstanten: Um eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung ( r(z) Z 0 ) zu
erhalten, verwendet man hiufig die Methode der Variation der Konstanten. Man verwendet als Losungsansatz die
Losung der homogenen Differentialgleichung, wobei jedoch die Konstante durch eine zu bestimmende Funktion

ersetzt wird:
y=Clz)e P

Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt
C'(z) = r(x)el’®

und durch Integration erhilt man die spezielle Losung

Clx) = / ' r(t)e”® dt

0

y(z) = efp(z)/ r(t) eP® dt

[¢]

9.3 Lineare Differentialgleichungen

Die allgemeine Form der linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten a4, as, ..., a,
fiir eine Funktion z = z(t) lautet:

@—i—a M—i— +ad—x+ax—f(t)
dgm T gt T T gy TR

an

Fiir lineare Differentialgleichungen (Ableitungen treten nur linear auf) gelten Superpositionssitze:

Sei xp,(t) die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung (f(t) = 0), und z;(t) eine spezielle Losung
der inhomogenen Differentialgleichung (f(t) # 0), so ist z(t) = xx(t) + z;(¢) die allgemeine Losung der inhomo-
genen Differentialgleichung.
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Wenn z1(t) und x9(t) Losungen zu f(t) = f1(t) bzw. f(t) = f2(t) sind, so ist x(t) = x1(¢t) + z2(t) eine Losung
zu f(t) = fi(t) + fa(t).
Fiir die homogene Differentialgleichung fithrt der Ansatz
x(t) = Aet
auf die ”charakteristische Gleichung”
an " + an,lpnfl +...+ap+ay=0.

Sind die n im allgemeinen komplexen Losungen dieser Gleichung i, o ...y, verschieden, so erhilt man die
allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung mit

x(t) = Ajertt 4 Agel2t 4 4 A, ettt 4 Apetnt,

Die n Integrationskonstanten Ay, Ay ... A,_1, A, werden durch spezielle Bedingungen, z.B. die Werte von z(t)
und der n — 1 Ableitungen bei ¢ = 0 (Anfangsbedingungen), festgelegt.

Mehrfache Wurzeln der charakteristischen Gleichung: Wenn p; und ps zwei verschiedene Wurzeln der
charakteristischen Gleichung sind, dann sind zwei zugehorige spezielle Losungen der Differentialgleichung

x1(t) = miuz et und

w2t) = gim e

und damit auch die Linearkombination

l‘(t) = 1 e#lt _ 1 e#zt
H1— 2 H1—H2

et1t _oHat

H1—H2
Fiir 1 — po = p erhédlt man
. . e“lt — eMZt
lim z(t) = lim —
M1 p2 pi—p2 U — (U9
— d _ut
= e
= tett
Fiir r-fache Wurzeln sind entsprechend die r Losungen
et ekt Tkt

Homogene lineare Differentialgleichung 2.0rdnung mit konstanten Koeffizienten: Die Differential-

gleichung

d’*z dx

— +A—+kx=0

maE N T
mit positiven Konstanten m, A und k beschreibt die freie Bewegung eines schwingungsfihigen Systems. Der
Ansatz
z(t) = AeM

fithrt auf die quadratische Gleichung

mp? + A+ k =0,

fiir die Variable p mit den Wurzeln

-A+vD

2m

p12 = D = \? — 4mk
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Je nach dem Vorzeichen von D bzw. dem Wert von A ergeben sich Losungen mit unterschiedlichen Eigenschaften:
1) Keine Ddmpfung (A = 0). Beide Wurzeln sind rein imaginér:

+v—4mk .k . . k
P = ———— = £i\/| — = Fiwg mit wo =1/ —
m m

2m

Die Losung ' _
x(t) = Ape™wot 4 Aye ot

stellt eine harmonische Schwingung mit der Eigenfrequenz wy des ungedédmpft schwingenden Systems dar. Die
beiden Integrationskonstanten A; und A, kénnen bestimmt werden, wenn die Anfangsbedingungen x(0) = zg
und 2(0) = & gegeben sind. Aus der Losung und ihrer Ableitung fiir ¢ = 0 erhilt man das Gleichungssystem

Ai+Ay = =z
inAl — iw0A2 = IJ'-J(),
das gelost wird durch:
o | To Ty T
a="04 2= 22
2 21w 2 21w

Damit ergibt sich zu den gegebenen Anfangsbedingungen die Losung

w= (5620 " 22‘20) T (20 - 2?30) € = g cosunt + Cosinnt

2) Schwache Dampfung (A klein). Bei kleinem Wert von A ist D < 0 und beide Wurzeln sind komplex:

A [k 2\ ? B mre— .
M1’2:2mil\/(m)_<2m) i i

mit N=—— und w = /w2 —~2

Die Losung
z(t) = e (Aret™t + Age ™)

stellt eine geddmpfte harmonische Schwingung dar; die Schwingungen erfolgen mit der Frequenz w < wg, wobei
die Amplitude exponentiell abnimmt.

3) Starke Dampfung(A grof ). Bei grofiem Wert von A ist D > 0 und beide Wurzeln sind reell und zwar negativ:
P12 = —y £ /72— wi.

z(t) = Arettt + Ajer2t

Die Losung

stellt einen aperiodisch abklingenden Vorgang dar, bei dem keine Oszillationen um 0 auftreten.

Fiir D = 0 wird g1 = p2 = g und man erhilt die Losungen e*! und te*', und damit als allgemeine Lésung

z(t) = Aje!t + Agtet

In allen Féllen ist die Losung eindeutig durch die Anfangsbedingungen x(0) = 2o und #(0) = @ bestimmt. Gébe
es némlich eine zweite Losung y(t), die der Differentialgleichung geniigt mit den gleichen Anfangsbedingungen,
dann wére auch z(t) = z(t) — y(t) eine Losung und zwar mit den Anfangsbedingungen z(0) = 0 und 2(0) = 0.
Durch Multiplikation der Differentialgleichung fiir z,

mzZ+A+kz=0
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mit 22 erhilt man

d . . d
7 (mzz) + 202 + o (sz) =0

Integration dieser Gleichung zwischen ¢ = 0 und ¢ = 7 bei Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen liefert

mz (1) + ZA/ 22 dt+ k2 (1) =0
0

Da alle Ausdriicke quadratisch und daher nichtnegativ sind, folgt z(¢) = 0, womit die Eindeutigkeit der Losung
x(t) gezeigt ist.
Inhomogene lineare Differentialgleichung 2.0rdnung: Fiir die Differentialgleichung
d*x dx
— +A—+ k= f(t
mdt2+ dt+ x = f(t)

ergibt sich die allgemeine Losung geméfl dem Superpositionssatz als Summe der allgemeinen Losung der homo-
genen und einer speziellen (partikuliiren) Losung der inhomogenen Differentialgleichung. Eine spezielle Losung
kann wiederum durch Variation der Konstanten ermittelt werden.

Periodische Inhomogenitit: Betrachtet wird der Spezialfall der Funktion
f(t) = Focoswyt = FoR (e7")

Bei dieser periodischen Funktion von ¢ wird sich nach Abklingen anfénglicher Stérungen eine stationdre Losung
der Form ‘

z(t) = Ce™rt
einstellen. Einsetzen dieses Losungsansatzes in die Differentialgleichung liefert fiir die Amplitude C' die Bedin-
gung

c (—w? + 2viws +wg) = %

Die komplexe Amplitude C' kann dargestellt werden durch

_fo
_m

C Ae™™

mit reeller Amplitude A und Phasenverschiebung 6(0 < ¢ < 7), und damit ergibt sich als spezielle stationire
Losung

F ) 1 2
— 29 peilwst=9) mit A= und tand = %

m 2 wg — w3
(w% — w]%) + 4’)/2%20

Betrachtung von Spezialfiillen.

x(t)

1) Statischer Grenzfall (wy — 0). In diesem Grenzfall gilt § — 0 und die Losung

héngt nicht von der Dampfungskonstanten A ab.

2) Energieresonanz. Bel wy = wy wird die Phasenverschiebung § = 7/2 und die Amplitude A = 1/2vywy, die
Losung wird damit
Fo 1 i(wot—m/2
x(t) = — eiwot—7/2)
m 2ywo
3) Grenzfall hoher Frequenzen. Fiir wy — oo wird die Phasenverschiebung § = 7 (erregende Kraft und Schwin-
gung gegenliufig) und die Amplitude wird klein:
1 Fy 1
20

A - ¢ = Ji(wst—m)
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4) Extremwerte der Amplitude. Die Bedingung dA/dw; = 0 liefert
—(wg - wj%)wf + 27wy =0
Fiir w? > 272 (schwache Dampfung) erhiilt man ein Maximum der Amplitude bei
w? =wi —29°

und ein Minimum bei wy = 0. Bei starker Ddmpfung, d.h. 292 > w3, gibt es nur ein Maximum der Amplitude
bei wy = 0.

Nicht-periodische Inhomogenitiit: Ist die Inhomogenitit f(¢) ein Polynom in ¢, so wihlt man als Losungsan-
satz fiir die spezielle Losung der Differentialgleichung ein Polynom geniigend hohen Grades:

z(t) =Co + Cit + Cot? + ... + Cpp t™

Die Koeffizienten C; werden durch Einsetzen von z(t) in die Differentialgleichung bestimmt.
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Statistik

10.1 Wahrscheinlichkeit

Das Ergebnis einer Messung oder Beobachtung wird Ereignis genannt. Ereignisse werden mit den Buchstaben
A, B, ... bezeichnet. Die Messung einer kontinuierlichen Variablen x gibt in der Regel (nicht abzihlbar) unend-
lich viele verschiedene Ereignisse, die jedoch zu abzéhlbar vielen Ereignissen zusammen gefafit werden kénnen
(fiir eine kontinuierliche Zufallsvariable x kann z.B. das Ereignis 0.5 < z < 1.0 betrachtet werden). Das Ereignis,
dafl die Messung irgendein Ereignis liefert, wird als Einheitsereignis E bezeichnet.

Eine plausible Definition der Wahrscheinlichkeit P(A) fiir das Auftreten von Ereignis A ist der Quotient aus
der Zahl n von Beobachtungen von A und der Gesamtheit N der Beobachtungen im Limes N — oo:

Folgende Schreibweisen werden benutzt:

Ereignis Wahrscheinlichkeit
A P(A)
A oder B P(A+ B)
A und B P(AB)
B, wenn A P(B|A)

Der Wahrscheinlichkeitstheorie konnen die folgenden Axiome zugrunde gelegt werden:

e P(A)>0

e P(E)=1

e P(A+ B) = P(A) + P(B), wenn die Ereignisse A und B sich gegenseitig ausschliefien.
e P(AB)=P(A)- P(B|A)

Aus den Axiomen folgen die Aussagen:

Fiir komplementére Ereignisse A und A gilt:
P(A+A)=PA)+PA)=1 0<PAC<I1

Zwei Ereignisse A und B heiflen unabhiingig, wenn P(B) nicht davon abhéngt, ob A bei der gleichen Beobachtung
eingetreten ist oder nicht:
P(B|A) = P(B) P(AB) = P(A)- P(B)

56
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10.2 Zufallsvariable

MeBgroBien sind Zufallsvariablen. Alle Messungen oder Beobachtungen unterliegen zufilligen Schwankungen, da-
her sind die Zahlenwerte von Messungen oder Beobachtungen nicht exakt vorhersagbar; Grund ist die begrenzte
MeBgenauigkeit oder der statistische Charakter der untersuchten Gréfle selbst. Je nachdem die MeBgrofien x
kontinuierliche oder diskrete Werte annehmen konnen, werden sie kontinuierliche oder diskrete Zufallsvariablen
genannt. Beiden liegt eine statistische Verteilung zugrunde.

Die Verteilung einer kontinuierlichen Zufallsvariablen x wird bestimmt durch ihre Dichtefunktion f(z) mit den
Eigenschaften

+oo
f@=z0 [ fade=1
Die durch .
F(x) = / f(x')da’
definierte Funktion F(z) heifit Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen z. Es gilt:

() = 2

Die Wahrscheinlichkeit, da8 ein Einzelwert = in das Intervall [z, xo] fillt, ist gegeben durch

Pz <x <) = /xQ f(z)dx = F(zg) — F(x1)

Wichtige Eigenschaften einer Verteilung lassen sich durch wenige Parameter angeben. Die beiden wichtigsten
Parameter einer Verteilung sind

e Mittelwert (Positionsparameter), und

e Standardabweichung (Streuungsparameter).

Der Mittelwert oder Erwartungswert der Grofie  wird mit g bezeichnet und ist definiert durch (f(x) = Wahr-
scheinlichkeitsdichte)

+o00o
u:E[x]:/_ z- f(x)dz.

Allgemein sind Erwartungswerte von Funktionen g(x) der Zufallsvariablen x definiert durch

“+oo
Elg(@) = [ o) 1) o
Der Mittelwert p ist der Erwartungswert fiir g(z) = z. Die Standardabweichung, bezeichnet mit o, ist die
Quadratwurzel aus der Varianz, die definiert ist als der Erwartungswert von g(z) = (z — u)*:

“+o0
o =V(@) =Bl - = [ (o= w? fa)do
— 0o
Die Varianz o2 der Verteilung einer Zufallsvariablen = kann durch die Erwartungswerte von 2 und 22 ausgedriickt
werden:
+oo

+oo —+oo

;l:-f(x)d:v+u2/ f(z)dx

— 00

7 = Bl ) = Ble® - 2o+ = [ o fla)do -2 [

= B[2%] - 24 + i* = E[«’] — (E[z])*.

Die gemeinsame Verteilung von zwei Zufallsvariablen z und y wird durch die Dichtefunktion f(z,y) mit der

Normierung
+oo +oo
| ] taydeay =1
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bestimmt. Die Mittelwerte u, und p, der beiden Variablen x und ¥ sind definiert durch

400 oo oo ptoo
/ / flz,y)dzdy / / flz,y)dedy

Neben den Varianzen o und o7, definiert durch
2 oo e 2 2 oo e 2
2= [ eewrsenad o= [ [ e w)? e dedy

gibt es noch die Kovarianz o,,, definiert durch

B /_:O /_:O(f” — 1)y — py) - f(2,y) dzdy

Der durch p = 04,/(0,0,) definierte Korrelationskoeffizient kann Werte zwischen +1 und -1 annehmen. Bei
p = 0 heilen die beiden Variablen x und y unkorreliert. Wenn die beiden Variablen statistisch unabhéngig sind,
148t sich ihre Wahrscheinlichkeitsdichte in der Form

f(z,y) = fi(x) - fa2(y)

schreiben und der Korrelationskoeffizient ist 0.

Bei einer diskreten Zufallsvariablen sind nur diskrete Werte z;,7 = 1,2... moglich. Jedem moglichen Wert x;
kann eine Wahrscheinlichkeit P(i) zugeordnet werden mit den Eigenschaften:

P(i) >0 Z P(i) =

Mittelwert und Varianz sind durch Summen iiber alle moglichen Werte definiert:

po= Elal=Y w Pl

Theoretische Verteilungen

Normalverteilung. Die Normalverteilung, auch Gaufiverteilung genannt, wird durch die beiden Parameter
Mittelwert p und Standardabweichung o vollstéindig festgelegt; die Dichtefunktion lautet:
1 N2 2
f(z) = e—(@=n)"/20
2o
Aus dieser Dichte ergeben sich durch Integration die folgenden Aussagen iiber die Abweichung eines Einzelwertes
x vom Mittelwert p um ein, zwei und drei Standardabweichungen:

Plu—lo<z<pu+1lo) = 6827%
Plu—20<z<p+20) = 9545%
Pp—3c<z<pu+30) = 99.73%

Bei der Normalverteilung ist die volle Breite bei halbem Maximalwert (Halbwertsbreite) gleich 2.34 0. Die
Verteilungsfunktion der Normalverteilung ist

- [l (2)
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Viele Verteilungen der Praxis kommen der Normalverteilung sehr nahe und werden daher durch die Normalver-
teilung approximiert.

Gleichverteilung. Die Dichte der Gleichverteilung zwischen den Grenzen a und b ist

o) = 1/(b—a) a<z<b

0 sonst

Fiir Mittelwert und Standardabweichung ergeben sich die Werte:

a+b b—a
o= —

2 V12

Exponentialverteilung. Die Dichte der Exponentialverteilung hat nur einen Parameter A:

e A x>0

0 z <0

Die Exponentialverteilung beschreibt z. B. die Haufigkeit von Ereignissen, die zeitlich zuféllig mit einer kon-
stanten Wahrscheinlichkeit erfolgen.

Binomialverteilung. Ein Ereignis A trete bei einem Versuch mit der Wahrscheinlichkeit p auf; entsprechend
ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Nicht-Auftreten von A gleich ¢ = 1 — p. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit,
daB bei n Versuchen das Ereignis A k mal auftritt. Die Wahrscheinlichkeit, dafl in den ersten k& Versuchen das
Ereignis A und in den restlichen n — k Versuchen das Ereignis A auftritt, ist das Produkt p*¢"~*. Das Ereignis

n

k mal A bei n Versuchen kann in verschiedenen Reihenfolgen auftreten. Daher ist die Wahrscheinlichkeit,
k

daf3 bei n Versuchen k mal das Ereignis A auftritt, gegeben durch

n

P(k) = prq"
k
Dies entspricht dem Binomischen Lehrsatz
R R P n n!
(r+4q) :kZ:O . pqgtt =1 w | k(= k)
Mittelwert und Varianz der Binomialverteilung sind
E[k] = p=np o® = npq

Poissonverteilung. Wenn man in der Binomialverteilung n — oo wachsen 148t, dabei jedoch den Mittelwert
1 = np konstant hélt, geht die Binomialverteilung in die Poissonverteilung iiber:

k
e
P(k) = e
Mittelwert und Varianz sind
Elk] = p o’ =p o=\
Die (diskrete) Poissonverteilung geht fiir groBe Werte von p iiber in die spezielle Normalverteilung (o = /1)

1
Pk) = e~ (k=)?/2p
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10.3 Funktionen von Zufallsvariablen

Funktionen von Zufallsvariablen sind selbst wieder Zufallsvariable, fiir die Mittelwerte und Varianzen angege-
ben werden koénnen. Die Berechnung der Varianz einer Funktion von Zufallsvariablen aus den Varianzen der
Verénderlichen der Funktion nennt man Fehlerfortpflanzung (error propagation).

Funktionen einer Zufallsvariablen. Betrachtet wird eine Funktion w = w(x) der Zufallsvariablen z, die einer
Verteilung mit Mittelwert u, und Standardabweichung o, folgt. Der Mittelwert p,, kann wie folgt berechnet
werden. Ausgehend von der Taylor-Entwicklung

(T — piz)

dw
w(e) ~wline) + 5

ergibt sich als Mittelwert von w:

dw
o = Blu] ~ w(pe) + o

dz Bl —pe] = w(ps)

Ha

Fiir lineare Funktionen ist diese Beziehung exakt; bei nichtlinearen Funktionen w(x) wiirde zwar der qua-
dratische Term der Taylorentwicklung eine (kleine) Korrektur liefern, diese ist in der Praxis jedoch i.a. ver-
nachléssigbar. Fiir die Varianz von w ergibt sich bei Benutzung der Taylorentwicklung als Erwartungwert von

() — wliua))*
d ’ d ’
)

0'121; E|(w(z) - Uw)ﬂ =E [(m - M:E)Q] <dm

Daher folgt:

Ow = Oy

dx |,._ e
Funktionen mehrerer Zufallsvariabler. Betrachtet wird zunéichst eine Funktion w(z,y) von zwei Zufalls-
variablen z und y, die Mittelwerte p, und p, und Standardabweichungen o, und o, haben. Entsprechend der
linearen Néherung

ow

ow
w(w,y) =W, fy) + s

(T —pz) + o= (Y — p1y)

8y Ha sy
ergibt sich fiir Mittelwert und Varianz der Gréfe w:
fw o W(Has ,Uy)

2 2
ow > ow
2 2 2
Ow = 0| 7 + oy ( )
( Oz Ha sty ay M sfby

Diese Formeln gelten fiir den Fall von unabhdingigen Zufallsvariablen x und y. Wenn die Zufallsvariablen x und y
nicht statistisch unabhéngig sind, ergibt sich fiir den Ausdruck von o2 ein (positiver oder negativer) Zusatzterm:

2 2
0 0 0
0'2%0'2<w > +201y<;) ><8,w )
Ha Ky z Ha Ky Y Ha sty

+ o2 8711)
’ ox Ha sy ! 8y

Die Verallgemeinerung auf eine Funktion w von n statistisch unabhéngigen Zufallsvariablen x1, x5 ... x, ergibt:

Ha s by

Mw ~ ’LU(,U,l, M2 ... ,Ufn)

5 2
i Lilpy,opin

%

2
Ow

Spezialfille. Wenn w von der Form
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(Summen und Differenzen) ist, ergibt die Formel

2

_ 2 2 2
Op =0y + 0, +0,+---

Wenn oy, oy, 0 ... die Standardabweichungen der unabhéngigen Zufallsvariablen z, y, ... sind; die Quadrate
der einzelnen Standardabweichungen addieren sich.

Wenn w von der Form

w =

(Produkte und Quotienten) ist, ergibt die Formel bei unabhéngigen Zufallsvariablen nach Umformung den

Ausdruck
2 2 2 2
Ow O oy o
RGN
How Ha Hy Hz
Die Quadrate der relativen Standardabweichungen addieren sich.

Fiir die Funktion (Mittelwert)

1
w=—(r1+x2+...+2),

n
wobei alle Zufallsvariablen x; der gleichen Verteilung mit Mittelwert i, und Standardabweichung o, entstammen
und statistisch unabhéngig sind, gilt:

Die Standardabweichung des Mittelwerts von n unabhéngigen Zufallsvariablen nimmt also bei Vergrofierung der
Zahl n der Messungen proportional zu 1/y/n ab.

2

Zentraler Grenzwertsatz: Sind die Zufallsgréfen x; unabhéngig verteilt mit Mittelwert p und Varianz oz,

so ist der Mittelwert .
1
Ly
n
=1

im Grenzfall n — oo normalverteilt mit Mittelwert u und Varianz o2 /n.

10.4 Auswertung von Messungen

Ein Meflwert = einer Megrofie mit wahrem Wert 1 folge einer Normalverteilung mit der durch die MeBapparatur
bedingten Standardabweichung o (MeBfehler). Ausgehend von der fiir die Normalverteilung geltenden Aussage

Plu—o<zxz<pu+o)=06827%

erhélt man durch Umformung der Ungleichungen

in die Ungleichungen
p<z+o zT—0o < [

die Aussage
Plx—o<pu<z+0)=682T%

Diese Aussage bedeutet, dal der wahre Wert p mit einer Wahrscheinlichkeit von 68.27 % innerhalb der (ein-
fachen) durch die Standardabweichung gegebenen Fehlergrenzen um den Mefiwert liegen. Die Annahme ei-
ner Normalverteilung ist bei Messungen meist gerechtfertigt (eine theoretische Begriindung liefert der zentrale
Grenzwertsatz). Meflergebnisse werden in der Form MefSwert + Fehler

rto

angegeben, wobei als Fehler die (einfache) Standardabweichung angegeben wird.
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Empirische Werte von Mittelwert und Varianz. Zur Bestimmung von Parametern der zugrunde liegenden
Verteilung aus statistisch verteilten Daten x;, i = 1,...n werden Schiitzfunktionen t(x1,xs,...x,) benutzt;
diese sind als Funktionen der Daten selbst Zufallsvariablen und sollten u.a. die Eigenschaft haben, dafl ihre
Erwartungswerte im Grenzwert n — oo (Konsistenz) und bei endlichen Werten von n (Erwartungstreue) gleich
den zu schitzenden Parametern der Verteilung ist. Eine Schéitzfunktion m fiir den Mittelwert einer Mefireihe
z;,t=1,...nist

Der Erwartungswert von m ist

bei E[z;] = 1 und damit ist m eine erwartungstreue Schiitzfunktion. Eine erwartungstreue Schétzfunktion fiir

die Varianz ist
1 n
2 2
2= El(xi—m)
i

Zum Nachweis der Erwartungstreue wird zundchst die Summe umgeformt:

S@i—m)? = > (@i ) = (m— )’ =D (@ = p)? = 2(m = p) > (@ = 1) +nlm — )’

i=1 i=1 i=1 i=1

= (@i =)= n(m = p)?

denn es gilt

1
(n—1)o2 = o2

T n-1 z

und damit ist s2 eine erwartungstreue Schitzfunktion fiir 02. Die empirische Standardabweichung s, wird oft
wie die wahre Standardabweichung behandelt. Tatséchlich ist sie jedoch als Funktion von Zufallsvariablen selbst
eine Zufallsvariable und damit statistischen Schwankungen unterworfen. Fiir grofle Werte von n (etwa n > 10)
ist die statistische Schwankung gering und meist vernachléssigbar, bei sehr kleinen Werten von n ist jedoch
Vorsicht geboten.

Formeln. Die folgenden Formeln sind anwendbar zur Berechnung von Mittelwert und Standardabweichungen,
wenn n Einzelwerte x1, 2 ...z, gleicher Genauigkeit vorliegen. Die Formeln enthalten zur Erhohung der nu-
merischen Genauigkeit einen geeignet zu wéhlenden Wert z(, der ungefdhr gleich dem Mittelwert sein sollte.
Gebildet werden zunéchst die Summen:

n n
=2 (@i —a0) =2 (@~ oy

Der Mittelwert Z, die Standardabweichung des Mittelwerts sz und die Standardabweichung der Einzelwerte s,
ergeben sich aus:

2 2
:f::ro—i—& s%z# Sm—i s2 = ! SM—i
n nin—1) n n—1 n
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Geradenanpassung. Bei Mefireihen wird héufig eine Zufallsvariable y als Funktion von einer jeweils fest
einstellbaren Grofle z gemessen. Wenn fiir die Grofie y eine funktionelle Abhéngigkeit von x bekannt ist, konnen
die Daten x;, y;, i = 1, 2...n benutzt werden, um Parameter, die in der funktionellen Abhéngigkeit vorkommen,
zu bestimmen. Bei einer linearen Abhéngigkeit der Form

y=y(r)=a+bx
lassen sich die Parameter a und b bestimmen. Ein allgemeines Verfahren, um solche Probleme zu behandeln, ist

die Methode der kleinsten Quadrate. Im Falle der Anpassung einer Geraden an Daten verfihrt man wie folgt.

Zu gegebenen Werten der Parameter a und b kénnen die Residuen
€ =Y — (a + bLUZ)

berechnet werden. Nach der Methode der kleinsten Quadrate sind optimale Schitzwerte fiir @ und b die Werte,
fiir die die Summe der Quadrate der Residuen
S(a,b) = Z 2 = Z (yi — (a + bxi))Q Z [yf — 2ay; — 2bxsy; + a® + 2abx; + bzxﬂ .
i=1 i=1 i=1
minimal ist. Zur Bestimmung des Minimums von S beziiglich @ und b werden die partiellen Ableitungen von S
nach a und b gebildet:

9S S

90 2;:1 (—yi +a+bx;)

oS =

b = 2 ;Zl (_xiyi + ax; + bx?) )

Die Bedingung, daf} die Ableitungen am Minimum verschwinden, fithrt auf das lineare Gleichungssystem

n n
an+b Z T, = Z Yi
i=1 i=1
n n n
ain—Fbe? inyi
i=1 i=1 i=1

Zur Vereinfachung werden die folgenden Summen definiert:

n n n n
szzxi S“:Zx? Sy:zyi Szy:zxiyi Syy:zyi?
i=1 i=1 i=1 i=1 :

Mit diesen Groflen lautet das lineare Gleichungssystem fiir a und b:

an+0bS, = 8,
Sz +bSpz = Suy.
Es wird gelost durch:
SySzz — SzySz b NSzy — SySe
Qg =7 = _ g I =
NSy — S2 NSy — S2
Die Varianzen und Kovarianzen (die Parameter a und b sind voneinander statistisch abhingig) ergeben sich
nach den Gesetzen der Fehlerfortpflanzung zu
S, n =S,
2 _ 2 zz 2 _ 2 _ 2 x
%a = 0 e — 52 % =0 8, — 52 Tab = S, — 82
wenn die Standardabweichung o der Einzeldaten y; bekannt ist. Wenn die Standardabweichung der Einzeldaten
nicht bekannt ist, kann sie durch die Formel

sQ:niQZ(%‘—(a+b$i))2=

i=1

Y (Syy — aSy — bSzy)

abgeschétzt werden.



Kapitel 11

Vektoranalysis

11.1 Felder

Skalare Felder
Eine skalare Groe ¢, die jedem Raumpunkt 7 = #(x, y, z) zugeordnet ist, heifit skalares Feld:

Wenn die Werte der Funktion ¢ nur von dem Abstand r von einem Zentrum abhéngen, heifit ¢(r) ein zentrales

Feld. Wenn die Funktionswerte nur vom dem (senkrechten) Abstand p von einer Achse abhingen, heifit ¢(p)
axiales Feld.

Die Punkte, fiir die die Funktion ¢(7) den festen Wert C annimmt, bilden eine Niveaufliche

¢(r) =C

im Raum. Fiir zentrale bzw. axiale Felder sind die Niveauflichen Kugelflichen bzw. Zylinderflichen.

Vektorfelder
Eine vektorielle Grofle ff, die jedem Raumpunkt # = #(x, y, z) zugeordnet ist, heiit Vektorfeld:
A=A = A(z,y, 2).
Das Vektorfeld A 148t sich geméf
A= Ag(z,y, 2) Uy + Ay, y, 2) Uy + As(z,y, 2) U,

durch drei skalare Funktionen A, A, und A, darstellen.

Ein wichtiger Spezialfall ist das sphérische Vektorfeld, bei dem der Betrag nur von dem Abstand r von einem
Zentrum abh#ngt und das die Richtung des Radiusvektors 7 hat; ein solches Feld kann also in der Form

A=¢(r) 7

geschrieben werden.

64
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11.2 Gradient und Kurvenintegral

Gradient

Der Gradient eines skalaren Feldes ¢ ist in kartesischen Koordinaten definiert (s. a. Kapitel 7) als der Vektor

_ (9 9 9N\, _ 3¢ 99 - 09
grad¢<ax’ay’az>¢ ; Ty, T,

D.h.: Ist das skalare Feld ¢ stetig und differenzierbar, so liefert die Gradientenbildung ein vektorielles Feld
A(7) = grad (7).

Anschauliche Deutung: Betrachtet wird die Anderung des skalaren Feldes ¢ beim Fortschreiten vom Punkt
7 um einen kleinen Schritt A7 = (Ax, Ay, Ay). Die Anderung des Feldes ist

A6 = o{F+ A7) - 9(7)
wenn die partiellen Ableitungen stetig sind

9 9
= %A 8¢A +8—¢Az+o(|AF])

= grad¢- A7+ o (|A71?).

Fiir ein infinitesimales Element d7 ist die Anderung des skalaren Feldes ¢
dp = grad ¢ - dr

und diese Gleichung kann als allgemeine, von einem Koordinatensystem unabhiingige Definition des Gradienten
betrachtet werden. Die Gleichung entspricht dem totalen Differential von ¢(z,y, 2):

= 3 9y o 6 > - (Updz + Uy dy + U,dz) .

Wenn der Vektor di innerhalb der Fliache ¢ = const liegt, ist

dp =grad ¢ - di" = 0.

Daraus folgt, dal der Vektor grad ¢ jeweils senkrecht auf der Fliche ¢ = const steht und in die Richtung
des stérksten Anstiegs zeigt. Die Anderung d¢ wird maximal, wenn d7 parallel zu grad ¢ ist, also parallel zur
Flichennormalen 7 liegt. Der Normaleneinheitsvektor 71 auf einer Fliche ¢(x,y,2) = const ist daher gegeben

durch
iy, 2) = grad ¢(z,y, 2)
e | grad ¢(z,y, 2)|’

Die Anderung von ¢ beim Fortschreiten in einer bestimmten Richtung, die durch einen Einheitsvektor i gegeben
ist, ergibt sich durch die Wahl di" = u ds:
dp = grad ¢ - U ds

bzw.

d
a9 =grad¢-u
ds

(Richtungsableitung von ¢ nach ).

Ist ein Vektorfeld A als Gradientenfeld
A =grad ¢
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darstellbar, so hat es die stetigen Komponenten

_9¢ _ 9 _ 9%
A‘"”_ax Ay_ay Az_az'
Gelten die Beziehungen
04, 04, 0A,  0A, 0A. 04,
oy  Ox dz Oy oxr 0z’
so folgt
2o %0 P2p 0% 2o 5%
0xdy  Oyox Oydz 020y Dz0x  Oxdz

—

Dies ist hinreichend fiir stetige Komponenten des Vektorfelds A.

Nabla-Operator:

Der Gradient kann durch den Nabla genannten Vektoroperator 6, definiert durch

Vil i, ra
- Tox Yo 702’
ausgedriickt werden in der Form .
grad ¢ = V.

Er wirkt auf alle rechts neben ihm stehenden direkt angeketteten Funktionen. Der Nabla-Operator V ist selbst
kein Vektor (er hat keine Richtung), verhilt sich jedoch unter Koordinatentransformationen wie ein Vektor.

Kurvenintegrale

Gegeben sei ein Vektorfeld fY(F), durch das jedem Punkt 7 ein Vektor A zugeordnet wird, und eine Kurve C
zwischen den Punkten 7, und 7. Das Kurvenintegral (oder Linienintegral) iiber A(7) lings der Kurve C ist
definiert als Grenzwert einer Riemann-Summe. Dabei wird ldangs der Kurve C, die in kleine vektorielle Linienele-
mente Ar; eingeteilt ist, die Summe {iber die skalaren Produkte des Vektorfeldes A'(f;) mit den Linienelementen
A7 gebildet: .

&
lim > A(7) AF; = A(7) dF.

c

AT—0 7o, O

Der Wert des Kurvenintegrals héingt bei vorgegebenem Vektorfeld A(7) im allgemeinen vom Anfangspunkt 7,
vom Endpunkt 7, und von der Form der Kurve C zwischen 7, und 7, ab. Es gilt
oo Ta
A(F)dr = — A(7F) dr.
70,C 7,C

Bei geschlossener Kurve (7, = 7) heifit das Kurvenintegral die Zirkulation I" von A entlang der Kurve C':
= 7( A(P) di
c

Zur Berechnung kann das Kurvenintegral auf ein gewohnliches Riemann-Integral zuriickgefithrt werden, wenn
die Kurve C' durch eine Parameterdarstellung #(¢) mit 7(t,) = 7, und 7(t;) = 7 gegeben ist. Fiir einen einzelnen
Summanden der Riemann-Summe gilt

A7) - AF; = A7) (A;f)) At — A(7) (f;) dt

/:C (F)~d7?/ttb A(7(t)) - (Cg) dt.

a

und es folgt

o
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L5</Q/

Ty

x, Ay

Konservative Vektorfelder

Wenn das vektorielle Feld A(7) dargestellt werden kann als Gradient eines skalaren Feldes ¢(7),

—

A = grad ¢,

so ist der Wert des Kurvenintegrals
Fb 5
A(F) di* = (%) — ¢(7a)-
7q,C

unabhéngig vom Weg C. Umgekehrt kann ein Feld A, fiir das das Kurvenintegral vom Weg unabhéngig ist,
dargestellt werden als Gradient eines skalaren Feldes.

Beweis: Der Weg C' sei durch die Parameterdarstellung 7 = 7(t) gegeben. Dann ist

oo o, dF t dr b (9pOr Opdy 0P Oz
/FCA(F)dr _ /f A(r(t))dtdt—/ta gradc{)dtdt—/ta (&c@t+é9g/€9lf+€)za1f) dt

as

_ /t " = () — Blta) = 6(7) — (7).

a

Der Wert des Integrals ist nur abhingig von den Endpunkten 7(¢,) und 7(¢;), er ist unabhingig vom Weg C.
Fiir Gradientenfelder A = grad ¢ verschwindet die Zirkulation I™:

F:fﬁ-d?z%gradcﬁ-d?’zo.
C C

Ein Vektorfeld /T, das als Gradient eines skalaren Feldes ¢(7) dargestellt werden kann, heifit konservatives
Vektorfeld, das zugehorige skalare Feld ¢ heifit Potential (s. Abschnitt 11.9).

11.3 Divergenz, Flidchenintegral und Gaufischer Satz

Divergenz

Die Divergenz eines Vektorfeldes /Y,
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ist im kartesischen Koordinatensystem definiert durch:

9 9 0
Oz’ Oy’ 0z

04, 04, 0A.
).(Am’Ay’AZ) Ox + Oy + 0z~

dmfw<

Die Divergenz ist ein skalares Feld, das als Quellstéiirke eines Vektorfeldes bezeichnet wird. Sie ist definiert, wenn
das Vektorfeld stetig und differenzierbar ist.

Anschauliche Deutung. Als Beispiel fiir ein Vektorfeld dient eine Stromdichte ; = pv, die als eine mit
der Geschwindigkeit v stromende Fliissigkeit der Dichte p interpretiert werden kann. Durch eine parallel zur
yz—Ebene liegende Fliche AS = AyAz stromt der Flul @, = j, - AyAz. Betrachtet wird ein Quader mit den
Seitenlingen Az, Ay und Az. Als Differenz der Fliisse j,(x + Az, y, z) - AyAz durch die riickseitige Fliche und
Jz(z,y, 2) - AyAz durch die vordere Fliche ergibt sich der UberschuB des aus dem Quader stromenden Flusses :

0jz
AB, = (jo(x + Ay, 2) — ju(2,y. 2) AyAz = 52 ArAyAz.
€T

Analoge Ausdriicke fiir die anderen Flichen des Quaders ergeben insgesamt fiir den Fluflitberschufl aus dem
Volumen AV, d. h. fiir den durch die Quelle erzeugten FluB ¢, = A®:

@q:<83z 9jy , 0J:

ox +87y+ 0z

) AzAyAz = divj - AV.

Fiir divj > 0 beﬁndetﬁsich eine Quelle des Flusses innerhalb des Volumens AV, fiir divj < 0 eine Senke des
Flusses. Fiir ein Feld j ohne Quellen und Senken gilt divj = 0; dies gilt im Falle einer Stromdichte j = pv,
wenn die Fliissigkeit inkompressibel ist (p = const, bzw. dp/dt = 0).

Flachenintegral
Der FluB A® eines Vektorfeldes A durch eine Fliche AS mit Normalenvektor 7 ist
AP = A7 AS.

Die Schreibweise als Skalarprodukt liefert automatisch das Vorzeichen des Flusses relativ zur Richtung der
Flachennormalen.
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3L

Fiir eine allgemeine Fldche ergibt sich der Fluf} als Grenzwert einer Riemann-Summe:

N

@z//SAmdS:ASi_l}Orgv_m;Ai-mASi

//Amnxds—i-//Aynde—i-//AznzdS

s s s

// Amdydz—l—// Aydzdx—i—// A, dxdy.
s s s

Wenn fiir die Randkurve C' der Flédche S ein Umlaufssinn definiert ist, so gilt fiir den Zusammenhang mit der
Normalenrichtung die Rechte-Hand-Regel: zeigen die Finger in Richtung des Umlaufsinns, so zeigt der Daumen
in die Normalenrichtung (Rechtsschraube). Bei Integralen iiber eine geschlossene Fléiche S, die ein Volumen V/

einschlie3t, schreibt man
P, = ﬁ A-iids.
s

Konventionsgeméf zeigt bei geschlossenen Flichen der Normalenvektor 7 stets nach auflen.

In kartesischen Koordinaten ist:

///Y-fidS
S

Zieht man die Grofle der Fliche und die Richtung der Flidchennormalen zusammen erhélt man

dS = #dS und
b, = ﬁff-dﬁ.
S

Gaufischer Satz

Der GauBische Satz stellt fiir ein Vektorfeld A eine Beziehung her zwischen dem Volumenintegral iiber die
Divergenz des Vektorfeldes und dem Oberflichenintegral fiir den Flul des Vektorfeldes. Er lautet:

/// divﬁdvzﬂﬁ-ﬁ:ﬁz.ﬁd&
Vv S S

Dabei ist S die das Volumen V einschlieSende geschlossene Fléche.
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Beweisskizze: Fiir ein kleines Volumen AV, das durch die Fliche AS umschlossen wird, gilt, wie oben gezeigt
wurde, der Zusammenhang . .

AP, =divA- AV = A- 7 AS.
Dies gilt fiir Quader im kartesischen Koordinatensystem und damit auch fiir infinitesimal kleine Volumina. Nach
den folgenden Uberlegungen gilt diese Aussage und damit der Gaufische Satz fiir jedes beliebige Volumen.

Der durch die Quellen bzw. Senken verursachte Flu8 ¢, durch die Oberfliche S des Volumens V' ergibt sich aus
der linken Seite durch Summation iiber alle infinitesimal kleinen Teilvolumina:

B, = /// div AdV
14

Den Flufl durch die Oberflachen erhilt man aus der rechten Seite. Teilt man das Volumen V durch eine

Schnittfliche Si5 in zwei Volumina V7 und V3, sodaf die jeweiligen Oberflichen S; + S12 bzw. Ss + S12 werden,
so gilt fiir den Flul durch die jeweiligen Volumina:

D,y = // A’-ﬁds+/ Aty dS
S S12

// A’.ﬁds+/ A - iy dS.
So S12

Gemifl Richtungskonvention ist 7; = —fis, daher heben sich bei Addition die Beitrige durch die (gemeinsame)
Schnittfliche auf:

By

¢q:¢q1+¢q2:ﬂﬂ-ﬁds.
S

Die Aufteilung in 2 oder auch mehrere Volumina ist beliebig. Der GauBlsche Satz gilt damit fiir beliebige
Volumina.

Der Gaufische Satz ermoglicht eine allgemeine, vom Koordinatensystem unabhéngige
Definition der Divergenz als Grenzwert eines Integrals:

Gaufischer Satz fiir skalare Felder: Fiir die Divergenz des Vektorfeldes A=a- ¢ mit beliebigem, aber
konstantem Vektor a gilt
o¢ o¢ o¢

divA:V(d’-qS):@’qu:d’-gradqbzaza—x—&-aya—y-i-aza
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Einsetzen in den Gaufischen Satz liefert

///Vd-gradqﬁd‘/:ﬁgaqﬁ(f')dg.

Da der konstante Vektor a beliebig gewihlt werden kann, folgt

///Vgradwvzﬁiqsmdﬁ

11.4 Rotation und Stokesscher Satz

Rotation
Die Rotation eines Vektorfeldes /T(F)
A(F) = Apily + Ayily + A,
ist in kartesischen Koordinaten definiert durch
Uy Uy, Uy
rotA = VxA=|09/0x 9/dy 0/9z
Ay A, A,
_ [(0A. 04 P 04, 0A, P 04, 04, -
n Oy 0z * 0z ox )Y Ox oy )
Die Rotation erzeugt ein vektorielles Feld, das als Wirbelfeld (engl.: solenoidal field) des Vektorfeldes bezeichnet

wird. Die Rotation an einem Punkt ist definiert, wenn das Vektorfeld dort endlich, eindeutig und differenzierbar
ist.

Anschauliche Deutung: Betrachtet wird die Rotation eines starren Korpers mit der Winkelgeschwindigkeit
@. Einem Punkt des starren Korpers mit Ortsvektor 7 kann ein Geschwindigkeitsfeld ¥ = & x 7 zugeordnet
werden. Fiir die Rotation dieses Geschwindigkeitsfeldes ergibt sich rot ¥ = rot(& x ) = 2&. Das Wirbelfeld rot ¢
ist also konstant.

Stokesscher Satz

Der Satz stellt fiir ein Vektorfeld A eine Beziehung her zwischen der Zirkulation (dem Kurvenintegral iiber eine
geschlossene Kurve C) und dem Fldchenintegral iiber die Rotation:

//mtg.ds*:j{g.dﬁ
S C

Dabei ist S eine durch die Kurve C' begrenzte Fléche.

Beweisskizze: Zunichst wird der Stokessche Satz fiir ein kleines Flachenelement AS = AzAy parallel zur
zy—Ebene betrachtet.Fiir dieses Flachenelement ist die Normale 7 = . Das Fléchenintegral iiber rot A

1:// rotA’-d§:// rot A - 7t dS
AS AS

wird umgeformt; wegen 77 = 4, geht nur die z—Komponente (rot /T) in die Rechnung ein:
z

(rot/f)z = %— 8;71;.
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Fiir das Integral I folgt:

N 04, 0A,
I = //As<rotA)z~uzdS—//AS<ax - ) s
y1+Ay T1+Ax r1+Ax y1+Ay
LG o L () o]
Y1 T 8x T Y1 8y

y1+Ay z1+Az
= / [Ay (21 + Az, y) — Ay(z1,y)] dy — / [(Az(z, y1 + Ay) — Ag(2,31)] da.

Y1 x1

Der letzte Ausdruck 148t sich auch schreiben als Summe von vier Kurvenintegralen, jeweils iiber eine Seite des
Flachenelements AS:

y1+Ay z1

Y1 r1+Ax

Y1 z1+Ax
y1+Ay z1

Dieser Ausdruck stellt gerade die Zirkulation von A langs der Randkurve AC des Fléchenelements AS dar:

I= /Y~d77:/ /T-dﬂ—/ A-di + A-di+ A dr.
AC a—b b—c c—d

d—a

Die Integrale des Stokesschen Integralsatzes haben die Form von Skalarprodukten, daher gilt der skizzierte
Beweis fiir jede Orientierung des Flachenelements AS.

Zu zeigen ist noch, dafl der Stokessche Satz auch fiir beliebige Flichen gilt. Eine Flidche S mit Randkurve C
kann in zwei Teilflichen S; und So mit entsprechenden Randkurven Cy + C15 bzw. Co — C5 zerlegt werden mit
C1 + Cy = C (die Randkurven enthalten einen gemeinsamen Weg C45). Fiir die Integrale iiber die Flichen S

und S7, Ss gilt:
//rotzr.ﬁdsz// rotA’-ﬁdS+// rot A - it dS.
S S1 Sa

In den Kurvenintegralen heben sich die Beitrége von dem gemeinsamen Weg Co auf:

A-dr+ A-dr+ | A di— A’-df:fff-dﬁ
Cy Cia Cy Cia c
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Y c b
Ay
y1l d a
Az
} X
T

Aus dieser Additivitiatseigenschaft der Integrale folgt die Giiltigkeit des Stokesschen Satzes fiir endliche Flichen,
denn jede Fliache kann beliebig in kleine, infinitesimale Fldchenelemente zerlegt werden. Der Stokessche Satz

ermoglicht eine allgemeine, vom Koordinatensystem unabhéngige Definition der Rotation als Grenzwert eines
Integrals:
. o 1 .
(rotA) =7n-rotA= lim — A-dr.
7 AS—0 AS AS
Betrachtet wird dabei eine Folge von Fldchenelementen AS mit der Fliachennormale 7 und den Randkurven AC;
der Grenzwert ist nach dem Stokesschen Satz gleich der Komponente von rot A in Richtung der Fléchennormale

—

n.

Bei dieser Definition braucht das Vektorfeld A im Innern des Flichenelements AS nicht stetig zu sein.

11.5 Regeln fiir Differentialoperatoren

Produktregeln: Durch Anwendung der gewohnlichen Produktregel der Differentialrechnung kénnen Aus-
driicke, bei denen ein Vektordifferentialoperator auf ein Produkt angewendet wird, umgeformt werden. Ein
Beispiel ist die folgende Umformung:

0 0
%(qﬁAw)—Fafy(

= A-grad¢+ ¢divA.

906, 0A, 06,  0A, 06,  OA.
0Ay) + 0z (¢4.) = axAx +9 ox + 5‘yAy +é Oy + 6'ZAZ+¢ 0z

div (M)

In der Schreibweise mit dem Nabla-Operator lautet diese Produktregel:
v (qsff) - (%) -/T+¢(6~A’).
Bei Vektordifferentialausdriicken, die auf Produkte angewendet werden, ist zu beachten, dafl der Nabla-Operator

V sowohl ein Differentialzeichen ist, als auch sich wie ein Vektor verhilt. Folgende Regel kann bei Produkten
benutzt werden:



74 KAPITEL 11. VEKTORANALYSIS

Sz

Cia

S

1. Der Differentialausdruck wird mit Hilfe des Nabla-Operators V als Summe von Differentialausdriicken
geschrieben, in denen jeweils nur ein Faktor differenziert wird (die konstant zu haltenden Faktoren erhalten
den Index c).

2. Gemif den Regeln der Vektorrechnung werden die Ausdriicke so umgeformt, daf§ die konstant zu haltenden
Faktoren links vom Nablazeichen stehen, das dann durch grad, div oder rot interpretiert wird.

Mit dieser Regel erhélt man folgende Formeln:

grad (¢9n) = Vovene + Vo, + Vorhen
= yngrad ¢ + ¢ngrady + ¢t gradn

div (M) — VoA, + VA
= Eograd¢+¢divg
rot (wf) = Vx@A, +V x¢A
= —Axgrad¢+ ¢rot A
div(ffxé) = ﬁ(ﬁxg(})—l—ﬁ(gcxg):E(ﬁxl)—ff(ﬁxé)

= Erot[f— [froté.
Bei Benutzung des Entwicklungssatzes fiir das zweifache Vektorprodukt gilt ferner:

rot(/fxé) = ﬁx(ﬁxé):(ﬁ-é)l—(ﬁff)é

X(ﬁ-é)+(§ﬁ)£—]§(ﬁﬁ)—(E-ﬁ)é

Laplace-Operator: Fiir die doppelte Anwendung des Nabla-Operators in der Form V - V schreibt man kurz
den Laplace-Operator A . Der Laplace-Operator ist gegeben durch

- = 0? 0? 0?
A=V.V= <8JC2+8yQ+8z2)'
Zweite Ableitungen: Folgende Regeln gelten fiir die zweifache Anwendung des Nabla-Operators:
divgrad¢ = V- -Voé=A¢
rotgradg = VxVo=0
divrot A = V. (ﬁ X /f) =0

rotrotA = V x (6 ><ff) :ﬁ(ﬁ[f) — (6-6)g:graddivff—Ag.
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11.6 Eigenschaften von Wirbel- und Gradientenfeldern

Quellenfreiheit von Wirbelfeldern:

Betrachtet wird ein Volumen V' mit der Oberfliche S. Wird eine Schnittfliche Sy durch das Volumen gelegt, so
wird sie durch die Randkurve C' an der Oberfliche des Korpers begrenzt. Sie zerschneidet S in zwei Teile, Sy
und Ss, die sich bei C' beriihren.

Nach dem Stokesschen Satz ist der FluB des Vektors B = rot A durch die Flichen Sy, Sy und Sy (dem Betrage

nach) gleich:
// BdS = // rouf-ﬁldsz// rotA'-ﬁdS:fA’.df
S1 S1 So C
f// rotff-ﬁ2d5:// rotﬁ.ﬁdsszi’.dﬁ
Sa So C

Die Fldchennormale 77 wurde so gewéhlt, dafl sie in das Innere des Korpers mit S7 zeigt. Da 77 und 75 in
entgegengesetzte Richtungen (nach aufien) zeigen, ergibt sich der Vorzeichenwechsel in der 2. Zeile. Subtrahiert
man beide Zeilen, so erhélt man fiir den Flufl des Vektorfeldes rot A durch die Gesamtfliche S = S; + Sy

ﬁmtﬁ'-ﬁsdszo
S

Die Anwendung des Gauflschen Satzes liefert als Folge

///Vdiv (rotA’) dvV =0

fiir ein beliebiges Vektorfeld A. Da dies fiir jedes Volumen gilt, folgt

diviot A =0

oder in Worten: das Vektorfeld B = rot A ist quellenfrei. Diese Aussage folgt auch aus einer differentiellen
Betrachtung:

divrotg:6~(ﬁxff):(ﬁxﬁ)/fzo.

Wirbelfreiheit von GEadientenfeldern:
Fiir ein Gradientenfeld A = grad ¢ ergibt die Bildung der Rotation:

rotA = rot grad ¢ = V x €¢
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<8¢ ¢ 8¢>>
ot | —, —, —

Ox’ Oy’ Oz
_ (DP9 D¢ e ) L (%9 %9\ _
= iy — ) diy (e — ) 4y ([—— — —— ] =0.
020y  0yoz 0x0z  0z20x Ooydx  Oxdy

Aquivalente Folgerungen aus der Wirbelfreiheit (rot A= 0) eines Vektorfeldes A sind:

oo,
7{ A-dr=0 / A-di= wegunabhingig
c 7

a

Eine genauere Formulierung dieser Aussage ist: Wenn in einem einfach zusammenhingenden Gebiet rot A=0
gilt, dann gelten die obigen Aussagen und das Vektorfeld A kann dargestellt werden als Gradient grad ¢ eines
skalaren Feldes ¢. Ein Gebiet ist einfach zusammenhéngend, wenn fiir je zwei Punkte des Gebiets mindestens
ein ganz in dem Gebiet verlaufender Weg C' existiert und jeder andere Weg durch stetige Verformung in den
Weg C' iibergefiihrt werden kann.

einfach zwei fach einfach

zusammenhdangend

11.7 Krummlinige Koordinaten

Bisher wurden bei den Differentialoperatoren grad, div und rot die kartesischen Kordinaten z, y und z benutzt.
Die Wahl eines speziellen krummlinigen Koordinatensystems kann die Behandlung eines physikalischen Problems
wesentlich vereinfachen. Die krummlinigen Koordinaten werden mit u, v und w bezeichnet. Zwischen diesen
Koordinaten und den kartesischen Kordinaten z, y und z mufl eine umkehrbar eindeutige Abbildung existieren:

y=y(u,v,w) bzw. v=0v(z,y,z2)

z = z(u, v, w) w=w(x,y,z).

Statt Koordinatenachsen, wie im kartesischen Koordinatensystem, definiert man Koordinatenlinien. Die u -
Linie ist die Schnittlinie der beiden Fléchen v = const und w = const. Die v - und die w - Linie ergibt sich
analog.

Differentieller Ortsvektor, Einheitsvektoren, Linienelement und Metrik:
Der Ortsvektor in kartesischen Koordinaten ist gegeben durch

7= (z,y, 2)
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oder beschrieben als Funktion der krummlinigen Koordinaten
F: IE(’LL, v, ’UJ) €$ + y(ua v,w) é;J + z(u,v,w) gZ

Die infinitesimale Anderung d7 in kartesischen Koordinaten, als Funktion der krummlinigen, lautet dann:

L Oz ox Ox . oy dy oy . 0z 0z 0z .
dr = (8udu+ avdv—i—awdw)ez—i—(audu—i—avdv—i—%dw)ey—i—(%du—i— %dv—i—%dw)ez
oder kurz

L or or or

Die Betrége der Ableitungen von 7" nach den Koordinaten u, v und w heifen metrische Koeffizienten und
beschreiben die Anderung des Maf3stabs mit dem Ort:

_|or _|or

or or _|or
Ju = ou Jo = ov

gw—%

Die Ableitung 07/0u ist ein tangential zur u—Linie gerichteter Vektor; entsprechendes gilt fiir die Ableitungen
nach v und w. Die Einheitsvektoren in Tangentenrichtungen sind dann

s _ or,or i s _or or
Y 9wl o YT 9! | o w = ow’ |Ow
1 oF 107 1 or
5 = =28 g, = -2 G = — . 11.2
‘ Gu Ou ‘ Gv O ‘ Guw Ow ( )

Ist 7 in kartesischen Koordinaten gegeben, dann werden diese Einheitsvektoren auch durch kartesische Koordi-

naten ausgedriickt. Die Einheitsvektoren €,, €, und €, bilden an jedem Punkt des Raumes ein lokales Dreibein
in den Richtungen der drei Koordinatenlinien.
In diesem neuen Koordinatensystem wird dr’ dargestellt durch

dr' = (dr- €y) - €, + (dF - €y) « €y + (dF - €y) + Ew
Gleichung 11.1 eingesetzt, die partiellen Ableitungen durch 11.2 substituiert und unter Verwendung von
(Cu- @) + (€u-€)° + (Gu-E.)> = |au* =1

fithrt zu
dr = gudu €, + g,dv €, + gydw €.
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Die Komponenten von di im krummlinigen Koordinatensystem sind demnach g, du, g,dv und g, dw.

Mit den Bezeichnungen w1, us und ug fiir u, v und w und den Bezeichnungen é; bzw. g; fiir die Einheitsvektoren
und die metrischen Koeffizienten 148t sich die Anderung des Ortsvektors kurz in der Form

3
dr = Z gidui é;
i=1
schreiben. Das skalare Linienelement ds erhiilt man aus dem Produkt (d7)*:

3 3 3 3
ds’ = dif-di* =Y " gigy duidu; (& &) => > gij dugdu;

i=1j=1 i=1 j=1

Die Elemente g;; bilden die Metrik des Systems:
- [(or oy @ &)
9ij = 5ui 8uj = 0.9j 7 7).

g11 G912 g13

Die g;; formen eine Matrix

(gij) = g21 922 g23
931 G932 g33
Das Flichenelement:

Die Koordinatensysteme seien so gelegt, dal das in der Abbildung skizzierte kleine Flichenelement A f ganz in
der zy - Ebene und ganz in der uv - Fléiche liegt.

Die Koordinaten der Eckpunkte werden iiber eine Taylorentwicklung verkniipft:

0 0
Langs der u-Linie: x5 = z1 + —xAu; Yo =y1 + —yAu;

ou ou

0 0
Léngs der v-Linie: xz3 =27 + —xAv; ys =y1 + —yAv;

v ov

und die Vektoren 715 und 713 werden

oz y o L0z oy _or
%Au, %Au,o) = %Au und 73 = (61) Av, aUAuO) = GUAU

—

7”122(
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Ist A f klein, so berechnet es sich als Vektorparallelogramm

AJF = 7?12 X F13
or  or
(% X %) Au Av

Ox/0u 0y/0
I e WS
dx/ov  Oy/dv

O(z,y)
A(u,v)

Der Einheitsvektor €; steht senkrecht auf der Fliche Af und ist bei unserer Wahl des Koordinatensystems

gleich €.
Beim Ubergang zu infinitesimal kleinen Fldchenelementen erhélt man fiir den Betrag df = dx dy

9(x,y)
O(u,v)

Es wurde die Abkiirzung fiir die Jacobi- oder Funktional-Determinante

Au Av - €.

dx dy = du dv.

o(z,y) Ox/0u 0Oy/0ou
O(u,v) dx/dv  dy/dv

benutzt.

Das Volumenelement:
Fiir die Transformation des Volumenelements aus krummlinigen in kartesische Koordinaten findet man

fost] ”
y \
Juw dw N

godv

T

oz, y,z)

du dv dw.
A(u, v, w) uavaw

dV =dzx dy dz =

Zum Beweis wird ein Parallelepiped als Volumenelement dV betrachtet, das durch die Vektoren

L or oy 0z

dTl = (audu, %du, mdu)
I ox oy 0z

dTQ = (&}dv7 %dv, 8Ud'l})

. [0z oy 0z
dry = (&wa’awdw’awdw>
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aufgespannt wird. Das Volumen des Parallelepipeds ist gleich dem Spatprodukt

Ox/0udu Oy/Oudu Iz/O0u du
dV = dry-(diy xdis)=| Odx/ovdv dy/Ovdv 9z/v dv
Oz /0w dw Oy/0w dw 0z/0w dw

o O(x,y,2)
dv = B, v, w) du dv dw

Orthogonale Koordinaten

Man nennt die krummlinigen Koordinaten u1, us und ug orthogonal, wenn fiir die Produkte der Einheitsvektoren

S 1 firi=j
€€ = (5” =
0 firi#y
gilt. Fiir die Metrik bei orthogonalen Koordinaten folgt:
gt 0 0
(gij) =1 0 g2 0
0 0 g3

und es gilt fiir das Linienelement ds

3
ds* = dF - dif = ng (du;)? = g2 du® + g2 dv® + g2, dw?.
i=1
WEeil nach Definition gilt:
or L or or .

%:gu €Eu %:gv €y %:gw €w
erhalt man fiir das Flachenelement

- or or
df = (%X%)

(gue_{t X g'ue_{)) du dv

du dv

= Gu Gv du dv (6_7; X 671)

= Gu gv du dv ey,
Ahnlich verfihrt man fiir das Volumenelement und erhilt damit
AV = gu Gv Gw Cu - (€y X €y) du dv dw = gy gy Guw du dv dw

Die Funktionaldeterminanten in orthogonalen Systemen sind also

8(1‘,y) 8(x,y,z)
O(u,v) O(u, v, w)

= Gu Yo und = Ju Jv Gu-

Im folgenden werden ausschliellich orthogonale krummlinige Koordinaten betrachtet.
Gradient: Der Gradient grad ¢ des skalaren Feldes ¢ ist allgemein definiert durch

d¢ = (grad ¢) - dr.

In krummlinigen, orthogonalen Koordinaten u, v und w ist

dp = (grad¢) - €ug, du+ (grad @) - €,9, dv + (grad ¢) - € Gw dw
— (grad 6), gu du + (grad 6), g, dv + (grad 6),, gu duv
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und
dr = €9y du + €,gy dv + €4 gy, dw.

Durch Vergleich mit dem Ausdruck fiir das totale Differential

dp = (gi) du + (gi) dv + (gf)) dw

erhélt man als Komponenten des Gradienten:

199
gu Ou

199
Gy OV

L oo

(grad ¢), = 7o 0w’

(grad9), = (grad ¢),, =

Divergenz: Die allgemeine, vom Koordinatensystem unabhéngige Definition der Divergenz div A eines Vektor-
feldes A lautet:

- 1 - o
ivA= lim — AdS.
div AXI/H—1>0 AV AS d5

Als Volumenelement AV wird ein Quader im u, v, w-System mit Kanten parallel zu den u, v, w—Koordinaten-
linien gewéhlt: AV = g,9,9,» AudAvAw. Der Flufl durch die beiden Quaderflichen mit Normalen parallel zur
u—Richtung ist unter Beachtung der jeweiligen Normalenrichtung

Ay(u+ Au) AS(u+ Au) — Ay (u) AS(u).
Mit AS = g9 AvAw fiir diese Quaderflichen wird der Flufl

(goguwAu)

Go (’U, + Au) Juw (u + Au) Ay (u + A’U,)AUA’LU — 9o (u) Juw (u) AU(U)A’UAU} = ou

AuAvAw.

Als Fluf3 durch séamtliche Quaderflichen erhélt man den Ausdruck

oo 0 0 0
%S AdS = {5u (GoGuwAu) + 9 (GwguAs) + w0 (gugvAw)} AudvAw,

der geméafl der allgemeinen Definition der Divergenz gleich
div A AV = div A JuGo G AulAvAw

ist. Damit erhélt man die Formel fiir die Divergenz in orthogonalen krummlinigen Koordinaten:

.o 1 0 0 0
divA = GuTuTum {3u (GoGuwAu) + 9 (GuwguAs) + w0 (gugvAw)} .

Rotation: Die allgemeine, vom Koordinatensystem unabéngige Definition der Rotation rot A eines Vektorfeldes
A lautet: )
rot /T) = lim — A dr,
( i AS—0 AS %AC
wobei der Grenzwert einer Folge von Flichenelementen AS mit der Flichennormalen 7 betrachtet wird. Bei

einem Flidchenelement AS = g,¢9, AvAw bildet der Umlaufsinn der Randkurve AC mit der Normalenrichtung
77 = €, eine Rechtsschraube. Das Kurvenintegral iiber die geschlossene Kurve AC' ist:

]f Aodif = go(w)Au(w) Ao+ gu (v + Av) Ay (0 + Av) Aw — go(w + ) Ay (1 + Aw) Ao — go () Aw (v) Aw
AC

_ 9gwAw) 4,r,,  O90A)

% 0 AvAw

Im Limes AS — 0 erhilt man:
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Bei Berticksichtigung der anderen moglichen Orientierungen des Flédchenelements erhélt man als Formel fiir die
Rotation in orthogonalen krummlinigen Koordinaten:

gugu gvgv gwgw
rot A = Togedn d/ou 9/Ov d/Ow
Gulu  GuAy  GuAw
1 O(guwAw 0(g, Ay L [ 0(g Ay O(guwAw
{gu5<(g ) Og ))+ ((9 ) 9g ))

B GuGvJw “ v B ow v ow B ou
L (0(g0Ay)  0(guAu)
+ G Cw ( ou Ov '

Laplace-Operator: Durch Kombination der Formeln fiir Divergenz und Gradient erhélt man fiir den Laplace-
Operator in krummlinigen Koordinaten:

Y 1 0 (909w 00\ | 0 (Gugu 99\ | O (gugy 09
A¢—d1vgrad¢—gugvgw{au( 7 8u)+8v( 7 8v)+8w(gw 8w)}

Spezielle orthogonale Koordinatensysteme

z rdy
dr /V
9
v sind d
y r sind dp
A
x
Kugelkoordinaten Zylinderkoordinaten

jeweils mit Volumenelement dV/

Kugelkoordinaten sind die Koordinaten r, ¥ und ¢, der Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten
ist gegeben durch

rsind cosp

= rsind sing

z = rcosd.
Metrische Koeflizienten:
gr=1 gy =T g = rsind
und damit die Einheitsvektoren:
R 107 . N . . R o
e = 1or = sinv cosp - €, + sinv sinp - &, + cosv - €,
T
. 107 o . o . R
€y = ——= = cosV cosy - €, + cosV sinp - €, — sind - €,
r O
. 1 or . . . .
€, = = —singp-€, +cosp-¢e, + 0-€;,

r sinﬁ%
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Oder die kartesischen Vektoren ausgedriickt durch Vektoren in Kugelkoordinaten:

€r = €p-(6,€9,€,) = sind cosp- €, + cos cosp - €y — sing - €,
€y = €y (€r,€9,€,) = sindsing-e, + cost sing - €y + cosy - €,
€ = € -(6,€y9,€,) = cost-& —sind-ey + 0-¢é,

Volumenelement:
dV = dzx dy dz = r* dr sind d dp = —r* dr d (cos¥) de

Vektordifferentialoperatoren:

106 1 99
(grad ¢), = ar (grad @),y = o0 (grad ¢),, = rsind O

- 16(T2Ar)+ 1 O(sinvAy) 1 04,
)

divA = ar rsin ¢ o + rsind Jdy
o 1 O(sinvAy,) 1 0Ay
tA) = L
(ro ) r rsin ¢ v rsindg Oy
= 1 04, 10(rA,)
A = L= 4
(rot ) 9 rsind dp r Or
_ 10(rAy) 10A,
(1ot 4) e T Or 1o
10 19J0) 1 o (. ,0¢ 1 0%
Ap=—=— rP== — V— —_—
=10 or (T 31") - r2 sind 09 (sm 819) * 72 sin? 9 Op?

Zylinderkoordinaten sind die Koordinaten p, ¢ und z. Der Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten
ist gegeben durch

T = pcosy
= psing
z = z.
Metrische Koeffizienten:
9p=1 Gp =p g:=1
und damit die Einheitsvektoren:
€, —lg—cos €, +singp-e, + 0-¢,
14 - 1 ap - ® x ¥ Y z
€, = l8—7?—81114,05—&—cos<pé'—|—0é'
’ p I ’ . :
. 107 . . .
€. = 15, =0&+0:8 +1-2
Volumenelement:
dV =dx dydz =pdpdy dz
Vektordifferentialoperatoren:
o 10¢ ¢
(gra ¢)p 8[) (gra’ QS)@ pagp (gra‘ ¢)Z 62
1 A 10A A,
divg = L904,) 104, 0
p Op p Op 0z

A _ 10A,  0A, A _ 04, 04, N la(pAw) 104,
(rot A>p p Oy 0z (rot A>¢ 9z ap (rot A);; p Op p Oy
_10(50y 10 0

Ad = — — Enlidihd
¢ pop \"op) T R og? T 922
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11.8 Greensche Satze
Fiir die Divergenz des Vektorfeldes A (dabei ist ¢ ein skalares und A ein vektorielles Feld) gilt
div (M) = (grad @) - A + ¢ div A.

In dieser Gleichung steht rechts ein Skalarprodukt von zwei Vektorfeldern und ein Produkt von zwei skalaren
Feldern. Das Integral des ganzen Ausdrucks iiber ein Volumen V ist

///Vdiv (4) dV:///V [(grad @) - A+ ¢ div 4] av.

Die Anwendung des Gaufischen Satzes auf die linke Seite ergibt (S ist die Oberfliche des Volumens V):

ﬁi@i’dﬁ:///v [(gradqs)-A’Jrqzsdiva] av.

Fiir das vektorielle Fel_’d A wird der Gradient des skalaren Feldes 1 gewéhlt: A= grad ¢. Fiir die Divergenz
dieses Feldes gilt: div A = div grad ¢y = Avy. Einsetzen dieses Feldes liefert den
ersten Greenschen Satz:

ﬁi(ﬁ(gradw) s = ///V [(grad ) - (grad ) + pAY] dV.

%éqs(W) d§:///v (Vo) - (Ve) + 620 av.

Durch Vertauschen von ¢ und ¢ erhélt man

oder

v temnao) a5 = [[[ ernaw) - (arad o) +v20) av

und durch Subtraktion der vorigen Gleichung den
zweiten Greenschen Satz:

) warado - pmadv) as = [[[ was—oavav

ﬁg[dﬁqﬁ—dﬁﬂ dg:///‘/[wAQS—QbAi/J] av.

oder

11.9 Potentiale

Als Potential bezeichnet man eine Zustandsfunktion, die von mehreren unabhéngigen Variablen abhéngen kann
und die durch partielle Differentiation nach diesen Variablen zu Groéfien mit eigener physikalischer Bedeutung
umgewandelt wird. Eine Zustandsfunktion ist dabei eine Grofle, die den Zustand des Systems charakterisiert
und nicht vom Weg abhéngt, auf dem dieser Zustand erreicht wurde.

Ist das Potential durch eine skalare Funktion charakterisiert, so spricht man von einem skalaren Potential. Bilden
mehrere skalare Potentiale die Komponenten eines Vektorfeldes, so spricht man von einem Vektorpotential. Als
Tensorkomponenten angeordnet erhélt man ein Tensorpotential.

Bei lokalen Potentialen geht nur der Ort ein, dessen Zustand beschrieben wird. Bei nichtlokalen Potentialen ist
der Zustand auch von den Koordinaten im iibrigen Raum abhéngig.

Die Existenz des Potentials fiihrt zu mehreren dquivalenten Aussagen, hier am Beispiel des skalaren Potentials
erldutert:
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1. Das Potential ¢ besitzt ein totales Differential d¢, denn fiir beliebig wiahlbare Punkte 7, 7 ist

[Td¢=wm—w%>

‘.“070
Das Ergebnis ¢(7) — ¢(7y) gilt fiir beliebige Integrationswege C, ist also nicht vom Integrationsweg
abhéngig.
2. Bs existiert ein Feld F (z.B. ein Kraftfeld), das sich darstellen a8t als
F = —grad ¢
Wegen
d¢ = grad ¢ dr

ist diese Aussage dquivalent zu der in Absatz 1.
Ist nur das Feld und nicht das Potential von physikalischer Bedeutung, dann ist die Integrationskonstante
o(To) (Absatz 1) frei wihlbar.

3. Das Linienintegral [ F(7) dF ist unabhsingig vom Weg.
Die Integration lings des beliebigen Wegs C liefert
[ Foar=- [ gdodr= [ do= o) - oliu)
FO»C FO,C ’Fb

d.h. die Zirkulation I" verschwindet fiir einen Weg C’, der von : 7 nach # und wieder zuriick fiithrt:

r:—]{ ﬁ.df:j[ grad ¢ - di = 0.
!’ Cl

Ist F eine Kraft, dann ist ¢(7) — ¢(7%) die Arbeit lings des Weges C. Sie ist nicht vom Weg, sondern
nur von den Endpunkten abhiingig. Beim Riickweg von 7 nach 7y wird die Energie zuriickgewonnen.
“F' ist ein konservatives Feld”

—

4. F ist wirbelfrei.

rot FF =0
dann gilt auch fiir das Integral iiber die Fliche S mit dem Rand C’
0= [rotFaS=¢ Foar
s c

wie oben.

Physikalische Anwendung und Poisson-Gleichung

Beispiele fiir Potentiale

Newtonsches Potential V=f MT’” Gravitationskraft F=- grad V'

Hydrodynamik, wirbelfreie Stromung = Potentialstréomung:

Geschwindigkeitspotential b = P(7,t) Geschwindigkeit U = grad ®
Elektrostatisches Potential ¢ = ﬁ% Feldstarke E =- grad ¢
Magnetisches Vektorpotential A = A(7,1) Magnetfeld B =rotA

Thermodynamische Potentiale (mit Temperatur 7', Volumen V', Druck p, und Anzahl der Mole n; in einem
Gemisch; p; ist das “chemische Potential”):
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Innere Energie U =U(S,V) T = (%)Vﬂli , —p = (%)Sm . Wi = (%)vaﬂj ;

Enthalpie H=H(p,S)=U+pV
T = (%)Vn Vo= (%)Smi o M= (g’i)s,p,nj ;

Freie Energie F=FTV)=U-TS
-5 = (g%)v,ni TP = (gl)Tym’ He = <%)T,p,nj ;

Freie Enthalpie G =G(T,p)=H - TS
(Gibbssches Potential) -5 = (g—?)pm , V. = <%%>T,m , W = (gg)T,p,n]‘ .

Ermittlung der Potentiale

Elektrostatische Felder E(F) sind wirbelfrei; sie werden durch elektrische Ladungen ¢ hervorgerufen, die die
Quellen des elektrischen Feldes darstellen. Bei rdumlich verteilten elektrischen Ladungen, die durch eine elek-
trische Ladungsdichte p(7) beschrieben werden, ist die Divergenz des resultierenden elektrischen Feldes durch
die Ladungsdichte gegeben. Im Vakuum gilt:

divE =2 rot E = 0
€0
(eo = Permittivitdt des Vakuums). Bei der Darstellung des elektrischen Feldes E als Gradient eines skalaren

Potentials ¢ wird ein negatives Vorzeichen benutzt:
E=— grad ¢.
Einsetzen in die Divergenz-Gleichung ergibt die Poisson-Gleichung:

divgrad¢ = Ap = — 2.

€0

Bei gegebener elektrischer Ladungsdichte p(7') ergibt sich das Potential ¢(7) aus der Poisson-Gleichung durch
Integration iiber das die gesamte Ladung umfassende Volumen:

0= 5 ][ e

Diese Gleichung stellt eine Verallgemeinerung der entsprechenden Formel fiir das Potential am Ort #* dar, wenn
sich eine Punktladung ¢ am Ort 7/ befindet:

_ 1
dmey |77

¢(7)

Formal ergibt sich die Losung der Poisson-Gleichung wie folgt. In dem zweiten Greenschen Satz wird speziell
Y = 1/r gewihlt. Bei dieser Abhéngigkeit gilt (bei r # 0) grad(1/r) = —@,/r? und A(1/r) = 0. Einsetzen in
den zweiten Greenschen Satz liefert

%EgradqﬁqL %4 -ﬁdS:///V EAQS} dv.

Fiir A¢ im rechten Integral kann gemif der Poisson-Gleichung —p/ep eingesetzt werden. Bei der Integration
des linken Integrals iiber den gesamten Raum wird angenommen, dafl das Volumen nach auflen durch eine ins
Unendliche strebende Fliche S begrenzt wird, und nach innen durch die Fliche K einer Kugel begrenzt wird,
deren Radius rg gegen Null geht. Fiir eine endliche Ladungsmenge nimmt das Potential ¢ fiir grofe Werte von r
sicher mindestens porportional zu 1/r ab. Daher verschwindet das Integral iiber die Fliche S, denn der Integrand
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av’

nimmt mindestens proportional zu 1/r3 ab, die Integrationsfliche dagegen verhilt sich wie 2. Die Kugelfliche
K (Fliche = 47r2) um den Aufpunkt liefert dagegen einen endlichen Beitrag: fiir die beiden Summanden im
Integranden gilt

o¢

1 1 Uy 1
— d = —— [ == —-n=——
gra ¢-n <8r> o 2 ¢-n 2 (¢)r:r0

Da weder ¢ noch 9¢/0r am Aufpunkt » = 0 unendlich werden, erhélt man im Limes r9 — 0 nur von dem
zweiten Summanden einen nicht verschwindenden Beitrag —4m(¢),—o und insgesamt

I

Bezeichnet man den Ortsvektor des Aufpunktes (r = 0) nun mit 7 und den Ortsvektor des Integrationspunktes

mit 7/, so erhilt man
=5 ] 2T
()
47T60 |7 — 7|

als Losung der Poisson-Gleichung.

Vektorielles Potential
Das Feld A(7) heiBt vektorielles Potential des Vektorfeldes B(7), wenn gilt:
B(F) = rot A(7).
Voraussetzung fiir die Definition eines vektoriellen Potentials A(7) ist die Quellenfreiheit von B(7):
div B(7) = 0.
Diese Eigenschaft hat ein Wirbelfeld, denn es gilt
divrot A(7) = 0.

Zu dem Vektorpotential A(7) kann der Gradient eines beliebigen skalaren Feldes x addiert werden (siche unten).

Physikalische Anwendung: Statische Magnetfelder B () werden durch stationére elektrische Strome verur-
sacht, die die Wirbel des magnetischen Feldes darstellen, das quellenfrei ist. Wird die elektrische Stromdichte
mit j bezeichnet, so gilt im Vakuum:

divB =0 rot B = ,uof
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(1o = Permeabilitit des Vakuums). Zu einem die Gleichung B = rot A’ erfiillenden Feld A’ kann noch ein
beliebiges Gradientenfeld grad x addiert werden,

B = rot (A" + grad X) ,

denn rot grad y = 0. Bei der Coulomb-Eichung wird ein skalares Feld x so gewéhlt, dafl das Feld A+ grad x
quellenfrei ist:

div (/_1'/ + grad X) =divA' + Ay =0.

Dies 148t sich erreichen durch die Wahl .
Ay = —divA’.

Fiir das Vektorpotential A folgt aus der Gleichung rot B= ,uof:
,uoj = rotrot A

—

= Vx (@xﬁ) :§<ﬁg) — AA
= grad (div /_1') — AA.
In dieser Gleichung verschwindet bei der Coulomb-Eichung div ff, sodafl man die Beziehung
AA = —poj

zwischen der Stromdichte fund dem Vektorpotential A erhilt. Fiir jede Komponente von A gilt also die Poisson-
Gleichung:
AAL(T) = —poje  AAY(T) = —pojy  AA:(F) = —poj-

Die Losung ist daher analog zum Fall des skalaren Potentials gegeben durch

—*/ !
o ///; dv e
—*/ dVl
A /// =

Wird die Stromdichte iiber den Querschnitt des stromfithrenden Leiters integriert, so erhilt man den Strom

und in Vektorform

I=] j - df. Deshalb gilt j dV’ = I df. Das Leiterelement d¢ am Ort di’ hat die Richtung der Stromdichte.
Die Integration wird iiber die gesamte Léange ¢ des den Strom [ fiihrenden Leiters ausgefithrt. Damit wird

_pol [_df
) dr ), |7 — 7|
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und fiir B erhilt man durch Bildung der Rotation:
= o ol [= v
B(F) = rot A(F¥) = — )
(7) = rot () = - /Zv «

Dabei ist zu beachten, dafl der Nabla - Operator nur auf 7, aber nicht auf 7’ bzw. dl wirkt. Unter Benutzung

von ) (7 )
P
d = - -
ST R
erhélt man schliefllich das Gesetz von Biot-Savart fiir das Magnetfeld eines Stromes:

i -
é(ﬁ:&l/de x (T r).
¢

47 |7 — 773

!

11%

Eindeutige Vektorfelder

Das im letzen Abschnitt unter der Bedingung B=rotA hergeleitete Vektorfeld B wurde erst mit der Randbe-
dingung div B = 0 eindeutig. Allgemein gilt der Satz:

Ein Vektorpotential ist in einem Gebiet eindeutig, wenn seine Divergenz und seine Rotation dort gegeben und
wenn seine Normalkomponente auf dem Rand bekannt ist. (Statt der Normalkomponente kann ein anderer
vollsténdiger Satz von Randbedingungen gegeben sein.)

Beweis: Angenommen, Divergenz, Rotation und Normalkomponente zweier Vektorfelder ‘71 und Vj seien

6‘71 =p 6} =p,
ﬁx_»l:é 6)(‘72—37
Vln = ‘71 (Fmax) . ﬁ(Fmax) VQn = th

dann gilt fiir das Vektorfeld W = 172 — ‘71

v
X

==

v
und
W, =0.
Die Wirbelfreiheit erlaubt zu schreiben (Vorzeichen ist Konvention):

-

W:ngo

und die Quellenfreiheit ergibt: L.
V(Vy) = Ap =0.

Der 1. Greensche Satz mit ¢ = ¢ = ¢ liefert

—%@Wﬁdé’:///v [(W)2+M4 dv.

Wegen W-i=W, ergibt die linke Seite gleich Null und deshalb

O:ﬁé<pwn,dsz///v(w)2dvz//vaﬂdv.

Weil W2 >0 ist, muf3 W = ‘72 — ‘71 = 0 sein, d. h. ‘71 ist eindeutig.
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Helmholtzsches Theorem
Ist ein Vektorpotential 1% gegeben durch Quellenstirke p und Wirbelstérke f, die beide im Unendlichen ver-
schwinden, so kann es in eine Summe aus einem Gradientenfeld —V¢ und einem reinen Wirbelfeld V x A zerlegt

werden.

Beweis: Der Satz sagt aus, dafl

wobei
VvV =
VxV = j und
VA 0.

Nach dem vorhergehenden Satz ist das Vektorpotential v eindeutig bestimmt. Die Ausfiihrung der letzten
Gleichungen fiihren auf Poisson - Gleichungen, deren Losungen, wie oben gezeigt, die Potentiale ¢ und A und
damit auch V ergeben.
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Schwingungen und Wellen

12.1 Definitionen

Das ein- oder mehrfache Anschwellen und Abklingen eines Mefiwertes mit der Zeit nennt man eine Schwingung.
Harmonische Schwingungen sind Losungen der harmonischen Differentialgleichung und werden durch Kosinus-,
Sinus- oder Exponentialfunktionen beschrieben (vgl. Abschnitt 9.3):

G4+2M\) +wiy=0 (Dampfung )

hat die allgemeine Losung

y = e M(A sinwt + B coswt) (w= /w2 — \?)

oder
Y= e—/\t(Cl eiwt +C2 e—iwt)7

mit den beiden Integrationskonstanten A und B oder C; und Cs.

Eine Welle ist sowohl eine Funktion des Ortes als auch der Zeit. Man versteht als Welle eine Grofle, die durch
Funktionen der Art

fi=flz+ot)
fa= fa(z —vt)

dargestellt werden. Das Argument der Funktion heifit die Phase
pr=xzxovt
Eine konstante Phase wandert fiir ¢ mit zunehmender Zeit t in negative, fiir ¢_ in positive « - Richtung.
Ein Punkt mit konstanter Phase, z. B. ein bestimmter Wellenberg, geniigt der Gleichung
vt =const.

Differentiation nach der Zeit liefert

T = Fu;

d. h. ein Punkt konstanter Phase bewegt sich mit der Phasengeschwindigkeit v.

91
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12.2 Harmonische Wellen

Harmonische Wellen werden durch Sinus-, Kosinus- oder Exponentialfunktionen beschrieben. Man erhélt sie im
1 - dimensionalen Raum durch die

Wellengleichung
O*Y(x,t) i@%/)(x,t)
0r2 w2 o2
Mit dem Ansatz ¥ (z,t) = X(x) - 7 (t) erhélt man
X// 1 T//
TTET
mit den Abkiirzungen:
d*x d*T
" o__ 12 - -
= e =

Weil nun auf den beiden Seiten der Gleichung unabhingige Funktionen von den unterschiedlichen Parametern
x und t stehen, i}t sich die Gleichung trennen, indem man beide Seiten einer Konstanten (-k?) gleichsetzt:

X// 1 T//

v = ok L
X'+ kX =0 T +k*v*T =0
Xi:AXie:tikr Ti:ATie:I:ikvt.
Eingesetzt erhélt man
¢1 = A 6+ik:(a:+vt) + Ay efik:(ervt)
d)Q _ A3 6+ik(zfv t) + Ay e*ik(mfv t)
(Ay =Ax, - A1)
(Ao =Ax A7)
(A3 =Ax, - Ar)
(Ay=Ax_-Ar,)
mit der allgemeinen Losung : Y = Y1+ .

Randbedingungen legen die Konstanten fest.
Die allgemeine Losung zeigt, daf sich mehrere harmonische Wellen ungestért iiberlagern kénnen.
Fiir reelles k sind die Wellen periodisch in z mit der Periodenlénge A:

¢(kl‘+k’)\, to) = w(kx, to),

wenn kXN = 2w,
27
Is r = 2=
also 3
Ebenso erhilt man die Periodizitat in ¢t mit der Periode T':
Y(xo, kvt+koT) = Y(xo, kvt),
wenn koT = 2.
Mit v = 1/T folgt Av = v
und kv = 2nv=uw.

Im 3 - dimensionalen Raum muf die 2 - fache Ortsableitung in der Wellengleichung durch den Laplace - Operator
ersetzt werden. Sie lautet dann

1 0%y

v2 912"

Im kartesischen Koordinatensystem kann sie separiert werden durch den Ansatz

1#(3% Y, %, t) = X(x) y(y) : Z(Z) T(t)

Spezielle Losungen sind die Ebenen Wellen und die Kugelwellen.

A =
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12.3 Spezielle Wellen

Ebene Wellen

Ebene Wellen werden beschrieben durch .
v=fkrtwt).

Mit k = k - i und der Komponente von 7 in Richtung 77, d = 7 - 77, erhélt man
v=fkdtwt),

d.h. eine Welle, die sich mit der Zeit in positive oder negative k- Richtung ausbreitet.

Si

Fléache
P konstanter Phase

=

T

Zu fester Zeit t geniigen Punkte konstanter Phase der Gleichung
k7 = const.

Im 3 - dimensionalen Raum ist dies die Gleichung einer Ebene senkrecht zu k im Abstand d = k 7/ k vom
Ursprung. Eine ebene Welle, die sich in - Richtung ausbreitet, wird durch

ZZJ = f(k rtw t)7
beschrieben.
Kugelwellen
Die Wellengleichung
1 9%y
Ap = ——.
v v2 Ot?

lautet in Kugelkoordinaten (vgl. Abschnitt 11.7)

10 [ ,0¢ 1 o (. ,0¢ 1 0% 1 0%¢
- — — — J— —_— == .

2 or (r 8r) t s 09 (Sm 99 ) T o T 2 on

Bei Kugelsymmetrie hingt die Wellenfunktion nicht von den Winkeln ab. Die Ableitungen nach den Winkeln
verschwinden und es verbleibt als Wellengleichung

Lo (L0 _ 10%9
r2 Or or v2 Ot2
162 1 9%y
o) = EaE

A =
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Die Substitution
U(T, t) =Tr: 7#(7"7 t)

fithrt auf die eindimensionale Wellengleichung

0% u 1 0% u
or2 w2 o2’
mit der Losung
u= f(krtwt).
Daraus folgt die Wellenfunktion
1
Yv=—flkrtwt).
r
Die Punkte konstanter Phase zur festen Zeit ¢y bilden Kugeloberflichen, beschrieben durch

const F wty
k

Die Amplitude nimmt bei fester Zeit mit 1/r ab.

Stehende Wellen

Uberlagern sich zwei entgegengesetzt laufende Wellen 1/, und v_ gleicher Wellenléinge, Frequenz und Amplitude,
so bilden sich stehende Wellen aus, z. B. :

Y = sin(kzx —wt)+sin(kzr +wt)

= 2 sinkx coswt.

Man sieht, da3 das Resultat keine Welle mehr darstellt, sondern eine Schwingung. Fiir konstante Zeit dndert
sich die Amplitude in diesem Beispiel mit dem Ort wie eine Sinusfunktion. Jeder Punkt schwingt harmonisch
mit der Zeit. Die schwingende Seite ist ein typisches Beispiel fiir eine stehende Welle. Zu stehenden Wellen
im 2 - oder 3 - dimensionalen Raum wird man z. B. iiber die Schwingungen eingespannter Platten oder die
Schwingungen von Luft in Hohlrdumen gefiihrt.
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Systeme orthogonaler Funktionen

13.1 Die Fourier - Reihe

Ist die Funktion f(x) einer beliebigen Variablen z periodisch mit der Periode 21, d.h.
fl@+20) = f(z),

so laft sich die Funktion unter recht weiten Bedingungen (s. u. ) durch eine Fourier-Reihe interpolieren, d. h.
als eine Uberlagerung von Sinus- und Kosinus-Funktionen der Periode 21/n (n =1, 2,...00) darstellen:

flz) = ﬁ“‘iA cosnﬂx—i—iB sin 2L
- 2 n=1 ! ! n=1 . !
mit

1 et n=20,1,2,...

A, = - / flx) cos 21T gz
I Ja ! a€R
1 a+21

B, = 7/ f(x)sinn;rxdx n=1213,...

H#ufig vorkommende Spezialfille sind 27 = 27 mit o = 0 bzw. o = —m, falls x eine dimensionslose Variable

(Winkel) ist.
Falls fir « die Variable der Zeit t eingesetzt wird, dann bedeutet die Approximation der Schwingung f(¢) durch
die Fourier-Reihe, dafl eine Frequenzanalyse durchgefiihrt wird.

Im Frequenzanalysator wird f(¢) in harmonische Schwingungen zerlegt. Dabei ist w,, = %7 jeweils die Kreisfre-
quenz. Im Frequenzsynthesizer, umgekehrt, wird f(¢) aus harmonischen Schwingungen aufgebaut. A, und B,
sind die Spektralkoeffizienten, die, iiber den Frequenzen w; aufgetragen, das diskrete Frequenzspektrum ergeben.

Wichtige Eigenschaften der Fourier-Reihe:

o Ag/ 2 ist der Mittelwert von f(x).
o Fiir eine gerade Funktion (f(—z) = f(x)) enthélt die Reihe nur cos-Terme (B,, = 0).

o Fiir eine ungerade Funktion (f(—z) = —f(x)) enthélt die Reihe nur sin-Terme (A,, = 0).

Herleitung der Fourier-Reihe

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann [ = 7 und o = 0 gewéhlt werden. Der Ansatz der Fourier-Reihe
wird, wie oben beschrieben, angenommen. Es ist dann zu zeigen, daf} sich die Koeffizienten wie angegeben
berechnen.

95
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Multiplikation der Reihe mit cosma (m =0, 1, 2,...) und Integration iiber die Grundperiode fiihrt zu

27

A 2m 27
f(x)cosmxdx:—o/ cosmxdaz—i—/
0 2 Jo 0

oo
E A, cosmz cosnxz + B, cosmz sin nw} dzx

n=1

Ist f(x) integrabel und die Reihe gleichméBig konvergent (d. h. konvergiert sie im Interval 0 < z < 27), so
lassen sich Summation und Integration vertauschen:

2m AO 2w 0 2m 2w
f(@)cosma de = ?/ cosmzx dx—i—z [An / COSM T COS N T dx—i—Bn/ cosmx sin nzx dm}
0 0 el 0 0

Es gilt bei Benutzung des Kronecker Symbols

27 27
/ cosmrdr=2-m-0,,0 und / simmaxdr=0.
0 0
Wegen

2 sin ma cos nx =sin(m—n)z+sin(m+n)z
2 sin ma sin nx = cos(m—n)x —cos (m+n)x

2 cos max cosnx =cos(m—n)x+cos(m+n)x

erhélt man die Orthogonalitétsrelationen:

27 .

Jo " sinmax cos nxdr =0
27

Jo " cos mzx cos nx dx

= T Opm
27T . .
Jo " sinmax sin nx dx

Dies eingesetzt liefert die Formel fiir A,,,. Analog erhélt man die Formel fiir B,, durch Multiplikation mit sinm x
und Integration iiber x.

13.2 Konvergenz der Fourier - Reihe

Kriterien (Dirichletsche Bedingungen)

Damit die Fourier-Reihe im Intervall der Léange 21, z. B. im Intervall 0 < x < 21, konvergiert, miissen folgende
Bedingungen erfiillt sein:

1. Im Intervall 0 < < 21 darf f(z) nur endlich viele Unstetigkeitsstellen besitzen. Die Grenzwerte

fir = f(i +0) und fi = f(z; - 0)

miissen endlich sein.

(Die Funktionswerte f(x;) an den Unstetigkeitstellen werden nicht beachtet.)

2. Das Intervall 0 < z < 21 soll so in endlich viele Teilintervalle zerlegbar sein, daf in jedem f(z) monoton
ist. Dies schliefit unendlich schnelle Oszillationen aus.
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Der Wert der Reihe im Intervall 0 < x < 2] wird dann

f(z) in allen stetigen Bereichen von f(z);
2 (f(x; +0) + f(z; —0)) in allen Unstetigkeitsstellen z;;
L(f(+0) + f(21-0)) an den Intervallenden.

In jedem abgeschlossenen Teilintervall, in dem f(x) stetig ist, konvergiert die Reihe gleichmiBig.

Konvergenzverhalten der Fourier-Reihe

Das Konvergenzverhalten der Reihe hiingt stark von der Art der Unstetigkeitstellen ab. Besitzt die Funktion f(x)
stetige Ableitungen bis zur (k —1)-ten Ordnung und geniigt die k-te Ableitung den Dirichletschen Bedingungen,
dann gelten fiir die Koeffizienten der Reihe die Abschétzungen:

nmTT M

A,, cos i < A, < v und
. nmTxT M
B;, sin < |Bnl < o

Dabei ist M ein passend gewéhlter positiver Wert.

Damit erhilt man eine Majorante zur Fourier-Reihe:

Ao > nmTx > C.nwmxr M > M
F'R':7+;Ancos l +ZB7LSIH l S?‘i_Q;W

n=1

Man sieht daraus, dafl bei einer stetigen Funktion f(z), die schon endlich viele Unstetigkeitsstellen in f’(x)
besitzen soll, die Abschitzung lautet (d. h. k = 1):

M M
F.R.§7+2Zﬁ

n=1
Folglich konvergiert die Fourier - Reihe selbst in diesem Fall schon absolut und gleichméfig.

Bei unstetigen Funktionen 148t sich das Konvergenzverhalten verbessern, indem man eine einfache Treppenfunk-
tion subtrahiert, die die gleichen Unstetigkeitstellen wie f(z) besitzt. Man entwickelt dann die Differenzfunktion.

13.3 Beispiele fiir Fourier-Zerlegungen

Beispiel 1: Zweiweggleichrichter erzeugen aus einem sinusformigen Wechselstrom einen Strom, der sich im
Idealfall darstellen ld8t durch

f(@) = |sin 2]
Wegen f(—z) = f(z) folgt B,, = 0. Die Periodizitét ist 21 = .
Mit [ = 7/2 und a = 0 und f(z) = sin « erhélt man

2 U
A, = —/ f(x) cos 2nx dx
T Jo
2 [T
= — sin x cos 2nx dx
T Jo
1 T .
= —/ [sin(x + 2nx) + sin(x — 2na)] dx
T Jo
_ 1 Jceos(x+2nx) cos(z —2nz) "
oo 14+2n 1-2n |,
4 1
A, =

7 (2n)2—1
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f(z) Am beim =0
1 . ist Ag/2 eingetragen
D
1 23 45 6 7
. - TR S m
- 0 T 2w 0
] m = 2n
14
Damit wird
(@) 4 (1 cos2x cosdx cosbzx
)=—-[2— _ _ ...
T\2 22—-1 42-1 62 -1
Beispiel 2: Einweggleichrichtung;:
0 fir —7<x<0
fla) =
sin x  fir 0<z<m
Es ist [ = 7. Wahlt man o = —7, dann folgt
f(z) Ap/2 bzw. A, B,
1 0.5 054 O
®
/\ / 2 4 2 4
| - o——-o—&-o n I NP NIV n
- 0 s 2w )
-0.5 - -0.5 -
1 T
A, = = f(x) cos nx de
7T —Tr
1 /” )
= — sin z cos nz dx
™ Jo
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1 s
= — [sin(z + nz) +sin(z — nx)] dx
27 0
und wegen cos[(1+n)r] = (=1)"*!
11— (=1)"+t
A, = I CED" e 21

T n?—1

e
I
o

Sy

3

Il
=
I
3 3

f(x) sin nzx dx

3=

s
/ sin z sin nx dx
0

1 us
= — / [cos(x — nx) — cos(z + na)] dx
27 0
1
dies liefert B, = 3 und

1 [sin[(1 —n)r]  sin[(1 + n)7] .

B, = — — =0 f 1.

L o [ 1-n 1+n ir n#
Damit wird
f) = l+£s’nx7g cos?:c+cos4x+
- o2 m\22-1  2-1
1
fl@) = i(sinm—i— | sin z|)
Beispiel 3: Maander-Funktion:
cp fir —-nw<x<0
flz) =
co fir O<zx<m
Esist [ = 7. Fiir a = —n folgt
f(z)
A0/2 Bn/<02—01)
] €2 _ c1+c O
T O 2 05
- 0 ™ 2T O e} )
T P P P T
c1 2 4 6 8
-0.5 -

1 0 s
Ay = — {/ cldx—|—/ CQdJCil
m - 0

Ay c1+ o
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1 0 ™
A, = -— [/ clcosnxdm+/ 02cosn:1cdx]
T 0

—T

. 0 . i
sin nx Cy |[SIm nx
= —_— + -
™ n o ™ n 0

o
R

A, = 0
1 0 ™
B, = -— {/ clsinnxd:r—i—/ @sinnazdm}
™ - 0
. a [ cosnx}o Co [ Cosnx]7r
o7 n - T n 0
und wegen cosnm = (=1)"
C2 — (1
B, = —[1-(-1)"
21— (-
Damit wird
_catce 2(ca—cy) [sinz  sin3x
fa@) = —5—+—— T T

An den Unstetigkeitsstellen —m, 0, 7, usw. nimmt die Reihe den Wert (¢1 + ¢2)/2 an.

Beispiel 4: Die gezupfte Saite: Zur Zeit t = 0 sei

2

>
o
IN
&
IN

T fiir

J
e

flx) =

2

>

(a —x) fir x

[N
INA
INA
S

|

Die durch die physikalischen Bedingungen nur im Intervall [0, a] definierte Funktion wird nun durch periodische
Fortsetzung zu einer periodischen, mathematischen Funktion erweitert. Eine Moglichkeit, dies zu tun, ist die

Fortsetzung als ungerade Funktion. Es ist [ = a, und es sei a = —a.
f(x

() B, /h

hl |
1 O
—a R
' ' x I ORI A n
o0 ¢ 2 4 6
N 7/

s i 14

Aus Symmetriegriinden ist

A, = 0 (n=0,1,2 ..)

B, =

IS
\g
&H
—
S
S~—
&.
=]
3
3
8
I~
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2 a
= 7/ f(x)sinnﬂx dx
a Jo a
4h a/2 a
= — [/ J:sinnﬂxda?—&—/ (a—aﬁ)sinnﬂxdx]
a 0 a a/2 a
. 1 1.
und wegen rsinbrdr = —gxcosbx—i—b—zsmbx
4h a nmwT a? . nmx o/2
B, = — ——T cos + T sin
a? nm a n? w2 a |,
2 2 a
nmTT a nTT a nTT
+|:—COS + —x cos 5 5 Sii } }
nw a T a n2m I
8h nmw
B, = 2.2 sin 5
Damit wird
(@) 8 1 | 7z 1 37T3?+ 1 . 57z n
r) = — | = sin — — sin —sin—— — - 4ot
w2 \ 12 32 a 52

B, = 0,

Ao = h )

A, = _1267}12 fiir n=2,6,10, ... und
nem

A, = 0 sonst .

Man erhéilt die Fourier-Reihe

f(x
(=) 22 bzw. An/h
NI 0.5 @
7N
P N 2 4 6
: A : NI N - N H-
—a 0 a x O n

- 054 ©

_h 4h (1 27z 1 273z
f(:c)—i—— T s —— —1—3—2005 " +e )
Sie beschreibt die Funktion im Intervall 0 < z < a ebenfalls richtig. Sie spiegelt jedoch nicht den physika-
lischen Sachverhalt wieder. Die Schwingungen haben keine Knoten an den Befestigungsstellen 0 und a. Die
Auslenkungen zu f(x) < 0 miissen separat durch h < 0 hergestellt werden.
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13.4 Das Gibbssche Phinomen

Anhand der rechteckformigen M#anderfunktion wird untersucht, wie gut die Approximation durch die Fourier-
Reihe ist, wenn sie nach dem Term mit der m-fachen Grundfrequenz abgebrochen wird. Die zu untersuchende
Summe fiir den Spezialfall ¢; = —1, ¢z = +1 lautet

fu(z) = % i sin nx

n=1,3,5,... n
oder mit 2v+1=n
4 (mi)/z sin[(2v +1) ]
o = 2v4+1

Mit der Substitution &, = (2v + 1)z und A =&, — &§,-1 = 2z erhélt man:
(m—1)/2

fule) = 2%

v=0

sin &,

&

AL

Fiir kleine x, in der Ndhe der Sprungstelle bei x = 0, 148t sich die Summe in ein Integral iiberfithren:

lim fin(2) = 2 /Omﬂﬁ sirgg d¢ = %Si(mx)

D. h. fir kleine z kann die Funktion f,,(z) durch den Integralsinus ersetzt werden. (s. z. B. Handbook of
Mathematical Functions, editors M. Abramowitz and 1. A. Stegun; National Bureau of Standards AMS 55
(1964) oder I. N. Bronstein und K. A. Semendjajew: Taschenbuch der Mathematik; Verlag Harri Deutsch, Thun
/ Frankfurt M. (1985))

2 Si(ma)

1179 — — =
1 TN

Besondere Werte sind:

Si(r) = 1.852
Si(co) = g

Die Niherung f,,(z) schiefit also bei x = m/m um den Faktor 2 - Si(w)/ 7 = 1.179 {iber die Rechteckfunktion
hinaus.
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13.5 Die Fourier-Reihe in komplexer Schreibweise

Mit den Eulerschen Beziehungen
cosp = (e + e7W) sing = o (e — e7'%)
wird die Fourier-Reihe:

f(z) = @ +§:% (emm/z +e—in7rw/l) n By (emm/z _e—inﬂ'w/l) .

2~ 21
Definiert man
A—7l = A71
BO = 0
B_, = -B, und
A,—1iB
Cn _ n n )
2
so kann die Summation bei —oo beginnen, und man erhilt die Fourier-Reihe in kompakter Schreibweise (o = —1):
fo) = Y Cuene
L
C, = ﬁ/_lf(x)e_m”m/l dx .

Zur Berechnung der Koeffizienten C,, wurden symmetrische Integrationsgrenzen gewéhlt und die Orthogona-
litdtsrelationen

L : 1
271‘/_[ ezmﬂw/l e—zn‘/rw/l dx = ﬁ /_l el(m—n)ﬂw/l dx = 0 n ('n, =0, £1, £2,.. )
benutzt, die man mit Hilfe der Eulerschen Beziehungen aus den fritheren Relationen fiir die Winkelfunktionen

erhélt.

13.6 Die diskrete Fourier-Transformation

Die Fourier-Reihe aus Kapitel 13.5 kann benutzt werden, um diskrete Funktionswerte zu interpolieren.

Sei die Funktion f(z) an m Stellen (m = 0, 1,...m — 1) mit 2o = 0 gegeben und definiert man die Linge des

Periodizitéitsintervalls L = 21 = x,,, - kg (d.h. f(x,,) = f(xg)) so erhilt man fiir die komplexen Koeffizienten
1

C, = /

—inmx/l dx

m

Q

SIS

—

0
j=
Zf

J

f(z)e
flaj)ein2mmi/l Ay mit z; = j- L/mund Az = L/m
()

L
1
0
. e—zn27r]/m

=0

I

Die C), liefern wieder das Haufigkeitsspektrum der fiir die Approximation nétigen Wellenzahlen. Diese sind
Vielfache von 27 /L.

In der Literatur findet man auch eine Definitionen, die anstelle von 1/m, aus Symmetriegriinden jeweils einen
Faktor 1/4/m bei der Gleichung fiir f(z) und fiir C,, verwendet.

Fiir 2™ Datenpunkte erhilt man besonders schnelle Algorithmen (Schnelle Fourier-Transformationen; FFT). Sie
liefern 142 ~! komplexe Koeffizienten. Reele Funktionen liefern reele Koeffizienten. Die FFT-Algorithmen lie-
fern dann hiufig komplexe Koeffizienten der halben Anzahl. Die 2. Hilfte ist konjugiert komplex. Die entgiiltigen
Koeffizienten konnen daraus ermittelt werden.
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13.7 Das Fourier-Integral

Eine nicht-periodische Funktion kann aufgefafit werden als eine Funktion, deren Periodizitétsintervall von —oo
bis co reicht. Geniigt die Funktion f(z) den Dirichletschen Bedingungen in jedem Teilintervall und ist sie absolut
integrabel, d. h. existiert das Integral

| i@,

—0o0

so 1aBt sie sich folgendermaflen in ein Fourier-Integral entwickeln:

1 > ikax
fl@) = ﬁ/_wg(k)ek dk

1 >~ —ikx
g(k) = Vot /_Oof(x)e ke dg

Die Beziehung ist symmetrisch:

f(z) nennt man die Fourier-Transformierte von g(k) und ebenso ist g(k) die (inverse) Fourier-Transformierte
von f(z).

Ist « die Ortskoordinate, so ist k die Wellenzahl k = 27/ A. Wird anstelle von x die Zeitvariable ¢ benutzt,
dann gehort dazu die Kreisfrequenz w = 27/ T = 27v.

Herleitung der Integralformel

Man geht von der symmetrischen Fourier-Reihe in komplexer Schreibweise aus.

Definiert man k, = nz/l und Ak = k,, — k,,—1 = 7/l und setzt den Ausdruck fiir die Koeffizienten in die Reihe
ein, so erhélt man die Identitét

— Ak , : ,
f@) = 3 greter [ e

Beim Grenziibergang | — oo gehen Ak — dk und k,, — k, und die Reihe geht in ein Integral iiber:

(e%S) l
fo =5 [ e“”{/_lf@)e—“"f dé} dk

Das Innere Integral existiert nach Voraussetzung. Setzt man es gleich v/2 7 - g(k), so erhélt man die Integralfor-
meln.

Nimmt man die gleiche Substitution bei den Orthogonalitéts-Relationen vor, so wird:

Ak

l
ezkmm e—zknm dr = 6mn
27T —1

und fiir jedes m bleibt bei Summation iiber n ein Term iibrig:

00 !
Ak .

E 7/ et (km—kn) dr =1
2T —1

n=—oo

Im Grenziibergang | — oo, (k,, — k', k, — k) erhilt man die wichtige Beziehung

i/ / e K=k dodl = 1.
27T — 00 — 00

Benutzt man die folgende Definition der sogenannten Diracschen §-Funktion:

1 R
=Rz ge = 5k — k),

27 J_
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so lautet dies in Kurzform

/oo S(k' —k)dk=1.

Allgemein gilt
/ g(R)S(K — k) dis = g(k').

— 0o

13.7.1 Das Fourier-Integral im 3-dimensionalen Raum

Die Erweiterung der Transformationsformeln fiir den 3-dimensionalen Raum lauten

0 = @n [ gt
g(E) _ (27T)—3/2 /_OO f(f’)e_“;f:dgr

Durch Einsetzen von g(E) in das 1. Integral kann man die Identitéit zeigen.

13.7.2 Das Fourier-Integral bei Kugelsymmetrie

Ist die Funktion f(7) kugelsymmetrisch

f(r) = f(r)
so vereinfacht sich die Formel fiir die Fourierkoeffizienten zu
gk) = (2m)73? /f(r) e"tkreosd do dcos ) r? dr mit cos ) = cos(k, )
1

Q
—
N
N
\

- > —1kr .
— |7 rf(r)e dr + conj.complex
VT { /0 fr) g comp ]

oder auch

2 > sin(k r)
k) = —— r? f(r dr
g(k) o /O Fr) =

Die Formel fiir f(r) lautet entsprechend

1 > .
flr) = T Von {_i/o kg(k)e””dk—&—conj.complea:]

13.7.3 Die diskrete Fourier-Transformation bei Kugelsymmetrie

Ist die Funktion wie in Kapitel 13.6 an m Stellen gegeben, so erhilt man analog die Approximation fiir die
Koeflizienten. Bei symmetrischer Schreibweise ergibt sich

m—1
1 .
k) ~ — |1 ri f(ri;)e " *7 Ar + conj. compl.
mit k = n - kymin, kmin = 27/L, r; = jL/m und Ar = L/m folgt
L2 i m—1 . )
C, = nm(27r)_3/2~ T kZ:O rj f(r;) e 2™ 4 cong. compl.
L2

- == m) 2. 2. Im{FFT(r; f(r;))}
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13.8 Beispiele fiir Fourier-Zerlegungen von Impulsen

Beispiel 1: Man bestimme die Zerlegung eines Rechteck-Impulses der Form

A - T
T fiir ) <t <

Sl

.. T
0 fiir t| > 5

Die Fourier-Zerlegung lautet dann

) = \/%/m glw) €t d

mit der Spektralfunktion

1 > —twt
o) = ﬁ/_wf(t)e dt

= % /jo f(t) (coswt —i sinwt) dt und wegen f(—t) = f(t)

27
1 A/T/2
= —— coswt dt
V2r T J 12
cowT
A sin 5=
27

g(w) = \/j %

f(®) g(w)
AJT ANV
—T/2 T2 ¢ T O i v

Diskussion:

i) Wenn 7' — 0, so erhiilt man einen schmalen Impuls mit scharfer Zeitdefinition. Die ersten Nulldurchgénge
von g(w) bei wy = £27/ T wandern ins Unendliche. D. h., es ist ein unendlich weites Frequenzspektrum
notig, um den scharfen Impuls aufzubauen.

ii) T — oo erzeugt ein enges, monochromatisches Frequenzspektrum um den Wert Null. Dies erwartet man
auch anschaulich, da zu einer unendlich groflen Wellenléinge eine unendlich kleine Frequenz gehort.

Beispiel 2: Ein Impuls sei gegeben durch
ORI
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Wegen

oo
/ e * coswt dt = —
0 a® +w

() 2 «
w)=1\——-
g T a2+ w?

eine sogenannte Lorentz-Kurve. Die halbe Hohe ¢(0)/2 liegt bei w = £a.

ergibt die Rechnung

-1/ 1/

Beispiel 3: Ein gaulformiger Impuls mit der halben Breite o am Wendepunkt

ORI

o0
/ et coswt dt = Tﬁe_wz/(4 a®)
0

a

liefert mit Hilfe von

auch ein gauflformiges Frequenzspektrum:

S




