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Zusammenfassung

Die Vorlesung gliedert sich in zwei Hauptteile. Der erste Teil handelt die phéno-
menologische Thermodynamik ab, die historisch zuerst entwickelt wurde und Pro-
zesse beschreibt, bei denen Wirme ausgetauscht wird, ohne Bezug auf eine mikro-
physikalische Beschreibung zu nehmen. Der zweite Teil widmet sich der statistischen
Mechanik die es ermoglicht, die Gesetze der Thermodynamik mit Hilfe der Statistik
einer grossen Zahl von Mikrozustdnden zu interpretieren.

web-page zur Vorlesung:
http://www.desy.de/ sigl/lehre/WS15-16/ ThPhysik-I111/ThPhysik-I1I1T.htm
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1 Phinomenologische Thermodynamik

1.1 Grundlagen und Definitionen

Die phdnomenologische Thermodynamik beschéftigt sich mit der Beschreibung von Zustéan-
den von makroskopischen Systemen durch einige wenige Zustandsgroffen und mit all-
gemeingiiltigen Beziehungen zwischen diesen Zustandsgrofien. Es gibt dabei eine mini-
male Zahl von Zustandsgroflen, auch Zustandsvariablen genannt, die den makroskopi-
schen Zustand eindeutig beschreiben und deren Anzahl [ mit der Anzahl der Phasen
zusammenhéngen in denen sich das System befinden kann. Die Zahl [ der unabhéngi-
gen Zustandsvariablen hingt auch von den méglichen Energieformen ab, die das System
aufnehmen oder abgeben kann. Alle anderen Zustandsgréfien kénnen von einer geeignet
gewahlten Basis von [ Zustandsvariablen abgeleitet werden. Die zugehorigen sogenannten
Zustandsgleichungen hingen im allgemeinen vom vorliegenden physikalischen System ab,
abgesehen von einigen universell giiltigen Relationen, unter anderem die ausfiihrlich zu
diskutierenden Hauptsdtze der Thermodynamik. Welche Zustandsvariablen dabei als Basis
gewahlt werden, héngt oft von der praktischen Situation ab. Oft wird man die Zustands-
groflen wihlen, die in einem gegebenen System konstant gehalten werden, beispielsweise
innere Energie U, Volumen V und Stoffmenge oder Zahl der Molekiile N. Systeme, die
aus nur einer chemischen Komponente bestehen werden in der Tat von genau drei Zu-
standsvariablen vollstéandig beschrieben. In jedem Falle fithren verschiedene Wahlen fiir
die [ Zustandsvariablen zu dquivalenten Beschreibungen da sich jede Zustandsgrofie durch
jeweils [ andere Zustandsgroflen ausdriicken lasst.

Man unterscheidet folgende Systeme:

e isolierte oder abgeschlossene Systeme sind gegen jeden Austausch mit der Umgebung
abgeschlossen.

e geschlossene Systeme konnen nur Energie, aber keine Materie mit der Umgebung
austauschen.

e offene Systeme konnen sowohl Energie als auch Materie mit der Umgebung austau-
schen.

Man unterscheidet zwei Typen von Zustandsgrofien:

o cxtensive (additive) Zustandsgroffen sind proportional zur Stoffmenge. Beispiele:
Teilchenzahl N, Masse M, Volumen V', innere Energie U, totales Dipolmoment D.

e intensive Zustandsgrdffen sind von der Stoffmenge unabhéngig. Beispiele: Tempera-
tur T, Druck p, Dichte p, spezifische Energie, Brechungsindex.

Unter den Zusténden spielen Gleichgewichtszustinde eine besonders wichtige Rolle. Dies
sind stationdre Zustinde, denen abgeschlossene Zustdnde nach Ablauf einer hinreichend
langen Zeit zustreben. In der Praxis sind solche Relazationszeitskalen meist mikroskopisch
klein. Zustandsgrofen sind oft nur in Gleichgewichtszustdnden eindeutig definiert. Ferner
trifft es im allgemeinen nur in Gleichgewichtszustéinden zu dafl Zustandsfunktionen nur



von den Werten der Zustandsvariablen abhédngen, und nicht davon auf welchem Weg der
Gleichgewichtszustand erreicht wurde. Wenn X = (Xy,---, X)) die Zustandsvariablen
bezeichnet und f(X) eine Zustandsfunktion, dann gilt damit

l
_ N 9]
df =V f-dX = > o X (1)

und df ist damit ein totales Differential. Ein allgemeines Differential F(X)-dX = Y>'_, FdX;
ist genau dann exakt und damit ein totales Differential wenn es eine Stammfunktion f mit
F(X) = Vf(X) gibt. Auf einfach zusammenhéngenden Gebieten der Zustandsvariablen
X ist dies dquivalent mit der Bedingung

OF,  OF;

F = —
V x 0<:>8Xj X,

=0 firalled,j=1,---,1, (2)

Dies wiederum ist dquivalent zur Wegunabhéngigkeit des Integrals

Xo X
FX0) = §(s) = [ Feax= [ ogax, (3
X1 X1
Die Nichtgleichgewichtsthermodynamik beschéftigt sich mit dynamischen Zustdnden, die
sich nicht im Gleichgewicht befinden. Dies ist ein anpruchvolles Forschungsgebiet, das sich
noch in vollem Fluss befindet und iiber die gegenwértige Vorlesung teilweise weit hinaus-
geht. Wir werden in dieser Vorlesung daher nur relativ einfache Aspekte von Nichtgleich-
gewichtsthermodynamik wie einfache Abschétzungen von Relaxationszeiten, Ausgleichs-
vorginge und Wirmeleitung in linearer Néherung ansprechen. Ansonsten beschrinken
wir uns hauptséchlich auf Gleichgewichtszustinde beziehungsweise auf Uberginge zwi-
schen solchen Zusténden. Solche Ubergiinge konnen reversibel (umkehrbar), auch quasi-
statisch genannt, sein, aber auch irreversibel. Letzteres ist der Fall wenn sich ein Nicht-
Gleichgewichtszustand an einen Gleichgewichtszustand annéhert.

1.2 Temperatur, Arbeit und Wiarme

Werden zwei abgeschlossene Systeme A und B in den Gleichgewichtszustinden Z4 bzw.
Zp in thermischen Kontakt gebracht, so wird im allgemeinen Wirme ausgetauscht und es
findet ein im allgemeinen irreversibler Ubergang in neue Gleichgewichtszusténde Z ", bzw.
7' statt. Ahnliches gilt beim Kontakt zweier offener Systeme, bei dem nicht nur Wirme
sondern auch Materie ausgetauscht werden kann. Zwei Zustdnde heiflen koexistenzfihig
wenn sie sich bei Kontakt nicht dndern. Diese Eigenschaft ist transitiv. Koexistenzfahigkeit
ermoglicht auch eine qualitative Definition der thermodynamischen Temperatur. Dazu
eignet sich jede Zustandsgrofe, die in zwei Gleichgewichtszusténden genau dann denselben
Wert annimmt wenn die beiden Zustédnde koexistenzfiahig sind.

Beispiel: In einem verdiinnten idealen Gas, das aus nur einer chemischen Komponente
(idealerweise ohne Wechselwirkungen zwischen den Molekiilen) besteht, gilt das ideale
Gasgesetz zwischen Druck p, Volumen V', Anzahl der Molekiile N und Temperatur T,
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wobel kg die Boltzmann Konstante
kg = 1.3807 x 107'% erg K~ 'Teilchen " (5)

ist. Gl. (4) impliziert damit, dafl bei konstantem Druck das Volumen V' o T, oder bei
konstantem Volumen der Druck p oc T als Mafl der Temperatur verwendet werden kann.
Die Teilchenzahl N wird oft in Molen n = N/N, gemessen, wobei ein Mol der Teilchenzahl

1
Na = 1—i — 6.0221367 x 10% (6)

entspricht und 1u = L mca2 die atomare Masseneinheit ist. Die ideale Gasgleichung Gl. (4)

wird dann geschrieben als
pV = NRT, (7)

mit der idealen Gaskonstante R = N akg.

ds

Abbildung 1: Arbeit an einem System.

Legt ein Punkt auf dem Rand (Oberfldche) eines Systems ein kleines Wegstiick ds gegen
die vom System ausgeiibte Kraft Fy zuriick, so ist die am System geleistete Arbeit (W
fiir “work”)

SW = —F, - ds, (8)
siehe Fig. 1. Schreibt man die Kraft als F; = p A, mit p dem Druck und A die Fliche als

vektorielle Grofle die aus dem System heraus zeigt, so kann man Gl. (8) mit dV = A - ds
schreiben als

SW = —pdV | (9)

Diese Ausdriicke haben immer die Form eines Produkts einer intensiven Grofie mit dem
Differential einer extensiven Grofle. Andere Beispiele aus der Elektrodynamik sind

W = —E-dD,, oW =-B-dD,,, (10)



wobei E und B die elektrische bzw. magnetische Feldstérke und D, und D,,, das elektrische
bzw. magnetische Dipolmoment sind. In offenen Systemen kann auch Materie ausgetauscht
werden. Wenn z.B. dN Teilchen zugefiigt werden, so ist die geleistete Arbeit

SW = pdN (11)

wobei p als chemisches Potential bezeichnet wird.
Wird die Temperatur eines Systems um d7" erhoht, so muss dazu die Warme

5Q = CdT, (12)

zugefithrt werden, wobei man C' als Warmekapazitit bezeichnet. Die spezifische Wirme-
kapazitdt ¢ wird als Warmekapazitat pro Mol Stoffmenge definiert,

C
= . 13
- (13
Je nachdem welche Zustandsvariablen festgehalten werden gibt es verschiedene Warme-

kapazititen. Die bekanntesten beziehen sich auf konstantes Volumen bzw. Druck,

_ (9@ _ (€9
o= (ar), o= (), "

und werden auch als isobare beziehungsweise isochore Warmekapazitéaten bezeichnet. Wie
in der Thermodynamik iiblich, haben wir in Gl. (14) die konstant gehaltenen Zustands-
variablen als Index der Ableitung geschrieben.

Arbeit und Warme sind nicht exakt, d.h. keine totalen Differentiale und ihre Integrale
sind damit auch keine Zustandsgréfien, sondern sind prozessabhéngig. Aus diesem Grund
schreibt man fiir ihre infinitesimalen Versionen 0W bzw. §Q) und verwendet nicht das
Differential d wie z.B. bei dT'. Im nachsten Abschnitt werden wir sehen, dafi die Summe
dieser Differentiale zu einem exakten Differential fiihrt und wie man Warmekapazitéiten
als Ableitungen von Zustandsgrofien schreiben kann.

1.3 Erster Hauptsatz

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik bringt zum Ausdruck dafl es eine erhaltene Zu-
standsgrofle gibt, die innere Energie U heifit, deren Differential dU damit exakt ist. Ein
System kann mit seiner Umgebung auf verschiedene Art und Weise Energie austauschen,
insbesondere durch Arbeit und Wéarme:

AU = 6Q + 6W + - - . (15)

Die Anzahl der moglichen Terme auf der rechten Seite von Gl. (15) ist auch identisch mit
der Anzahl [ der unabhingigen extensiven Zustandsvariablen. Im einfachsten Fall eines
Ein-Komponenten Systems hat man nur drei Terme,

AU = 6Q — pdV + pdN = CdT — pdV + udN , (16)



siche Gln. (9), (11) und (12), wobei in dieser Beschreibung Temperatur 7', Volumen V'
und Teilchenzahl N als unabhéngige Basisvariablen gewéhlt sind. Allgemein ist das Sy-
stem folglich durch nur drei Zustandsvariablen beschrieben, iiblicherweise drei der vier

Variablen Druck p, Volumen V', Stoffmenge N und Temperatur 7. Das einfachste Beispiel
ist das durch Gl. (4) beschriebene ideale Gas.

Aus Gl (16) folgt nun auch
Cy = ou (17)
Yo\ar )y

Wir definieren nun die Enthalpie als
H=U+pV. (18)

Daraus folgt mit Gl. (16) dH = Vdp + pudN + C, ndT, wobei nun C, y auftritt, da die
beiden neben der Temperatur unabhéngigen Basisvariablen nun p und N sind. Daraus

folgt
OH
¢, = (_) . (19)
b T ), x

1.4 Entropie und zweiter Hauptsatz

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik besagt dafl bei sdmtlichen Wechselwirkungen
von thermodynamischen Systemen die Gesantenergie erhalten ist. Es sind aber nicht alle
mit der Energieerhaltung vertréglichen Prozesse moglich. Der zweite Haupsatz der Ther-
modynamik schrankt moégliche Zustandsdnderungen ein.

Formulierung von Clausius: Fs ¢ibt keine Zustandsdinderung, die allein darin besteht, dafs
Wirme von einem kilteren auf ein wdrmeres System tibergeht.

Formulierung von Kelvin: Es gibt keine Zustandsdanderung, die allein darin besteht, dafs
eine Wairmemenge einem Wirmespeicher entzogen und vollstindig in Arbeit umgesetzt
wird. Dies entspricht der Unmoglichkeit eines perpetuum mobiles der zweiten Art.

Die beiden Formulierungen sind dquivalent: Clausius = Kelvin: Denn angenommen das
Kelvinsche Prinzip ist verletzt, dann konnen wir dem kélteren System Wéarme entzie-
hen, diese in Arbeit verwandeln und damit das wéarmere System erwérmen, z.B. durch
Reibung. Dann wére aber das Prinzip von Clausius verletzt, entgegen der Annahme (Wi-
derspruchsbeweis).

Kelvin = Clausius: Ein System bei Temperatur 77 nehme von einem Wéarmespeicher
gleicher Temperatur eine Warmemenge ()1 > 0 auf. Darauthin gebe das System eine
Wiérmemenge Qo > 0 an einen Wirmespeicher der Temperatur T < T; ab und leiste
eine Arbeit W > 0. Da das System sich nach diesem Zyklus wieder im Ausgangszustand
befinden soll muss insbesondere die innere Energie vor und nach dem Zyklus gleich sein,
aufgrund des ersten Hauptsatzes also Q1 = Qo+ W. Angenommen das Prinzip von Clausi-
us ist verletzt, dann konnte man dem Warmespeicher bei Temperatur 77 die Warmemenge
(> wieder aus dem Wérmespeicher bei Temperatur T, < T} zufithren. Nach diesem Zy-
klus wéren also das thermodynamische System und der Wéarmespeicher bei Temperatur
T, wieder in ihrem Ausgangszustand und man hétte dem Wérmespeicher bei Temperatur
T, die Warmemenge Q1 — Q2 = W entzogen und vollstindig in Arbeit umgewandelt. Dann
wire aber das Prinzip von Kelvin verletzt, entgegen der Annahme (Widerspruchsbeweis).
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Es gibt eine Zustandsgrofle, die als Entropie .S bezeichnet wird und folgende Eigenschaften
besitzt:

1. Die Entropie S ist eine extensive Zustandsgréfie. Die Entropie eines zusammenge-
setzten Systems ist damit die Summe der Entropien der Untersysteme.

2. Die Entropie S kann als Funktion der extensiven Parameter eines beliebigen Systems
ausgedriickt werden. Wenn die extensiven Parameter eines beliebigen zusammenge-
setzten Systems innerhalb eines bestimmten Bereichs variieren, so nehmen diese
Parameter im Gleichgewichtszustand diejenigen Werte an, bei denen die Entropie
maximal ist. S nimmt damit bei irreversiblen Zustandsédnderungen zu und bleibt
bei reversiblen Zustandsédnderungen konstant.

3. Die Entropie ist stetig und differenzierbar und wéchst monoton mit der inneren
Energie des Systems an.

Im folgenden werden wir sehen wie die Entropie eines beliebigen Systems systematisch
konstruiert werden kann. In Gl. (12) haben wir gesehen, dafl 6Q) kein totales Differen-
tial ist. Jedoch muss die Anderung der Entropie proportional zu §Q sein, da bei einer
adiabatischen und damit reversiblen Zustandsdnderung, bei der 6Q) = 0 ist, sich die ge-

suchte Funtion S nicht dndert. Halten wir sdmtliche extensiven Parameter N, --- aufler
dem Volumen V' konstant, so muss mit einer geeigneten Funktion 5(V, N, - - )

gelten, wobei die zweite Identitéit aus Gl. (16) folgt und 0Q.., die ausgetauschte Warme
bei einer reversiblen Zustandsédnderung ist. Wenn B(Up, Vg, N, - - ) festgelegt wird, ist
damit auf der ganzen durch 6@ = 0 definierten Kurve, die sogenannte Adiabate, durch
den Punkt (Uy, Vi, N, - - -) festgelegt: Entlang der durch V' parametrisierten Adiabate gilt

(@), (), (@), (#),. o

Nun ist aber nach Gl. (20) entlang der Adiabaten

(), =200V 2

eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung, die zu gegebener Anfangsbedin-
gung eine eindeutige Losung U(V)y ... hat. Ferner ist (025/0U0V ... = (9*S/0VOU ...
und damit nach Gl. (20)

(v), - (), (), ()
o). \ou ), ~P\ev), "\au ),

Einsetzen der letzten beiden Gleichungen in Gl. (21) ergibt nun

(%N = o).Vl (3—5) V), V... (23)
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was mit der Anfangsbedingung 3(Uy, V) entlang der gegebenen Adiabaten eine eindeutige
Losung hat.

Beispiel ideales Gas: Hier gilt die Zustandsgleichung p = NkgT/V = %U /V womit man
Gl. (22) integrieren kann,

U(V)y... = Us (%)2/3 | (24)

Gl. (23) ergibt nun d3/dV = 24/V, mit der Losung

B =800 (1) = s vy (R) =101 (B,
(25)

wobei Gl. (24) nochmal verwendet wurde. § ist also auf jeder Adiabate indirekt propor-
tional zur Temperatur. Dies gilt auch fiir ein beliebiges System, da man es stets mit einem
idealen Gas in thermisches Gleichgewicht bringen kann.
Werden zwei geschlossene Systeme in thermischen Kontakt gebracht (wir unterdriicken
im folgenden die konstant gehaltenen Variablen N ---), so stellt sich durch Energieaus-
tausch ein Gleichgewicht ein, in dem die Entropie maximal ist und in dem die Tempera-
turen der Teilsysteme gleich sind. Da die Entropie des Gesamtsystems S(Uy, Vi, Us, V) =
S1(Ur, Vi) + So(Us, Va) ist und wegen Energieerhaltung Us = U — U; gilt bei maximaler
Entropie o5 o5

Bi(Ur, Vi) = a—Ui = (9—(]2 = Bo(Ua, V) ,
wobei Gl (20) benutzt wurde. Damit muss (3 eine Funktion der Temperatur sein. Ubli-
cherweise identifiziert man 7'= 1/f.
Betrachten wir nun eine andere Adiabate. Wir konnen auf dieser Adiabate solange das Vo-
lumen #&ndern bis ein mit (Uy, Vo, N, - - ) koexistenzfihiger Zustand erreicht ist, in dem die
Temperaturen und damit 3 gleich sind. Auf allen anderen Punkten der zweiten Adiabaten
ist 8 damit durch Gl. (23) festgelegt. Nach Ausfithrung dieser Prozedur fiir alle Werte
der Parameter Uy, Vy und aller anderen Parameter N, - - - ist die Funktion S(U,V, N, --)
damit bis auf einen konstanten Faktor festgelegt.
Man kann sich fragen, ob sich zwei Systeme i = 1,2 die bei gleichem 3y = 5(U;, Vi, Ny, - - ),
aber unterschiedlichen (U;, V;, N;,---) im Gleichgewicht sind und auf unterschiedlichen
Adiabaten zu neuen Zustédnden mit einem neuen gemeinsamen Wert 5 = g(U/, V!, N/, ---)
iiberfithrt werden, auch wieder im thermischen Gleichgewicht befinden. Wenn dies nicht
der Fall wire, dann kénnte man bei gemeinsamem [’ eine Wirme AQi2 = +@Q von
einem System zum anderen iibertragen, wobei sich die Entropien um AS;, = +5'Q
andern wiirden. Wenn man auf den neuen Adiabaten zu den urspriinglichen Volumina
Vi 2 zuriickgeht, wére die Energieinderung nach Gl. (20) wegen AV = 0 gegeniiber den
Anfangszustinden AU o = AS)2/8y = £(8'/5o)Q. Damit wiirde sich die Gesamtenergie
also nicht &ndern. Da den Systemen insgesamt keine Wérme zugefiihrt wurde, wurde auch
keine Arbeit geleistet. Die einzige Anderung bestiinde also darin, da Wirme von einem
System auf ein anderes gleicher Temperatur iibergegangen ist. Das ist ein Grenzfall des
Prinzips von Clausius und damit nicht moglich. Also miissen sich die Systeme auch bei
dem gemeinsamen ' # 3, im Gleichgewicht befinden.



Mit dS = 0Qyev/T konnen wir nun Gl. (16) schreiben als
dU =TdS — pdV + pdN + - - - . (26)
Umgekehrt gilt damit
dS = p(dU 4+ pdV — udN), (27)
S(U,V,N,--+) = S(Uy, Vo, No, ") +/Cﬁ(dU +pdV — pdN) ,

wobei C ein beliebiger Pfad von (Uy, Vy, Ny, - - -) nach (U, V, N, -- ) ist.
Als Beispiel betrachten wir den Fall ndher in dem N = const so dafl die Entropie als
Funktion von U und V oder von T" und V' geschrieben werden kann:

dsS = TdU + TdV = 7dT + [T <W>T + T] av, (28)

wobei wir in der zweiten Identitdt Gl. (17) verwendet haben. Da dS ein vollstédndiges
Differential ist, folgt daraus die Bedingung

s _ o [L(U\ | _ @S _0[1ioUy  p )
ovor —ov |T\oT )], 90TV —or [T \oV ), T|,’
woraus schlielich folgt
ou B op
(o), = 7(F), &
AU = CV(V,T)deL{T <@) —p} av
or ),

. CV 8p
as = 7dT+<8_T)VdV'

Da dU ein vollstindiges Differential ist folgt die Volumen-Abhéngigkeit der isochoren
Warmekapazitit aus der Zustandsgleichung geméf

(), ), A,

Fiir das ideale Gas mit der Zustandsgleichung Gl. (4) folgt aus Gl. (28) mit Cyy = 3Nkp
sofort dS = 3Nkg(dT/T) + Nkg(dV/V') und somit
T\ (v
(5) (%)

S(T,p) = S<To,po>+NkBm[(T5)5/2 (p—)] (32)

0 p

S(T, V) = S(Tg,‘/o) +Nk131n

Y
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wobei wir in der zweiten Identitét V/Vy = po/p aufgrund der Zustandsgleichung Gl. (4)
verwendet haben. Da S eine extensive Grofie ist muss auch S(Ty, po) = Nkgso(To, po)

0 p

Die experimentelle Erfahrung zeigt dafl die von einem System bei reversibler Prozessfithrung
geleistete Arbeit —0W,e, ist immer grofler als die bei irreversibler Prozessfithrung gelei-
stete Arbeit —dW,,,

S(N7 Tvp) = NkB (SO(T(]va) + In

Wiee > Wiey = —pdV . (34)

Ein Beispiel ist der Vergleich von isothermer Expansion eines Systems mit instantaner Fx-
pansion in der sich das System abrupt und ohne Gegenkraft ausdehnt, womit auch keine
Arbeit verrichtet wird. Analog muf§ bei abrupter Kompression mehr Arbeit verrichtet wer-
den als bei isothermer Kompression, da mehr Warme an das Warmebad abgegeben wird.
Da der erste Hauptsatz sowohl fiir reversible als auch fiir irreversible Zustandsédnderungen

gilt, dU = 0W,ey + 0Qrev = OWipr + 0Qirr, folgt damit auch

6Qirr S 5Qrev . (35)
Damit haben wir 50 50
_ rev > irr .
dS = —2= > — (36)

In einem abgeschlossenen System im thermischen Gleichgewicht gilt 0@y, = 0 und damit
ds = 0.

Unterteilen wir ein abgeschlossenes System in zwei Teilsysteme, dann sind die Gesamt-
energie, das Gesamtvolumen und die gesamte Stoffmenge erhalten,

U4 Up=U, Vit Vo=V, Ny4Ny=N,---. (37)
Ferner gilt wegen Gl. (26)

dUl = TldSl —pld‘/l + ,Ulle + -
dU2 = TQdSQ — pngg + ,ungg + - (38)

Im thermischen Gleichgewicht haben wir dS = dS; + dS; = 0 und damit wegen Gln. (37)
und (38)
(Tl — Tg)dSl - (pl - pg)dVl + (,Ul - ,UQ)le +---= 0, (39)

woraus wegen der Unabhéngigkeit der Variationen

Ty =15, p1=p2, H1=p2, (40)
folgt. Bei einheitlicher Temperatur 77 = T, = T folgt dagegen

(p1 — p2)dVi — (p1 — p2)dNy + - -+ =T(dSy + dSy) = TdS . (41)
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Aus Erfahrung wissen wir, daf8 sich Teilsystem 1 bei Uberdruck ausdehnt, dV; > 0 wenn
p1 > py und daf sich die Stoffmenge in Teilsystem 1 verringert wenn das chemische Po-
tential hoher ist, dN; < 0 wenn gy > po. Alle Erfahrung lehrt daher dafl bei Annédherung
ans thermodynamische Gleichgewicht tatsédchlich immer dS > 0 gilt.

Die durch Gl. (20) definierte Entropie erfiillt damit tatséchlich die am Anfang von 1.4
geforderten Eigenschaften. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik lautet nun also

In einem abgeschlossenen System gilt
dS =0, S=Snx 1im Gleichgewicht (42)

dS >0, fiir irreversible Prozesse .

Als Beispiel betrachten wir noch den Temperaturausgleich bei der Mischung zweier Sy-
steme A und B mit temperaturunabhéngigen isochoren Wirmekapazitaten C'y und Cpg
und Anfangstemperaturen T4 bzw. Tz. Bei total irreversibler Prozessfithrung wird keine
Arbeit geleistet, W = 0, und die beiden Teilsysteme tauschen Wirme lediglich unterein-
ander und nicht mit der Umgebung aus so dal dU = 6Q 4 + dQpr = 0. Mit 6Q 4 = CudT,

0Qp = CpdT, folgt damit fiir die Endtemperatur T, fg Cudl = — 72 CpgdT und damit
CuT4+ CgTg
T, = ) 43
d Ca+Cp (43)
Die Anderung der Gesamtentropie von System A und B ist
v ar (" dT T T
ASior = ASy + ASp = Ca— + Cp—=Csln=L +Cpm=L >0. (44)
Ta T Ts T Ty Tp

Fiir Cy = $Nkg ist dies auch konsistent mit Gl. (32) fiir S(T, V) bei konstantem Volumen,
ensprechend 6W = —pdV = 0. Bei reversibler Prozessfithrung ist dagegen ASi,; = 0,
woraus aus Gl. (44) folgt

T Ca T Cp Ca Cp
B (@) o
T Tg

also ein 7geometriseher Mittelwert. Die beiden Systeme nehmen dabei die Warmemenge
AQ = ij C’AdT—i-f;g Cpdl = Cy(Ty—Ta)+Cp(Ty —Tp) aus der Umgebung auf. Stellt
dies einen Zyklus einer zwischen A und B laufenden Wiarmemaschine dar in dem sich
die Gesamtenergie nicht &dndert, so ist dies auch die vom System wihrend eines Zyklus
geleistete Arbeit.

Wir haben in diesem Kapitel den Entropiebegriff und die damit zusammenhéngenden
allgemeinen Gesetzmiéssigkeiten ohne jeglichen Bezug zu einer mikroskopischen Beschrei-
bung entwickelt. Im zweiten Teil der Vorlesung werden wir sehen wie die Entropie als
Abzahlung von Mikrozustédnden interpretiert werden kann. Das Anwachsen der Entropie
ist dabei eine Folge gleicher Wahrscheinlichkeiten aller Mikrozusténde.

1.5 Der Carnotsche Kreisprozess

Der Carnotsche Kreisprozess mit einem idealen Gas als Arbeitsmedium wurde 1824 von
Sadi Carnot betrachtet. Er besteht aus vier aufeinanderfolgenden reversiblen Teilschritten,
die in Fig. 2 im p — V Diagramm dargestellt sind:
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A p Carnot Prozess
im p-V Diagramm

\ 9
|
v \52
\ Th
- 54\ ”
1l S3
3>
Vi Vg Vo V3 V

Abbildung 2: Der Carnotsche Kreisprozess.

I.) Isotherme Expansion von V; auf Vo > V; bei konstanter Temperatur 7},. Aufgrund
der Zustandsgleichung (4) folgt

Vo b1
a_P 46
Vi pe (46)
sowie
1% ‘/2
AU]IO, —AQ[:AW[:— pdV:—N]{?BThhlv<0, (47)
\% 1

fiir die am System verrichtete Arbeit AW;, die aufgenommene Wirme AQ; und die
anderung der inneren Energie AUj.

II.) Adiabatische Expansion von V5 auf V3 > V5, bei der sich das System von T,
auf T}, abkiihlt. Dabei ist dU = —pdV. Mit U = %NkBT und p = NkgT/V erhalten wir
av)v = —%dT/T und damit

V- T\ %
—==(=] . (48)
Vo Ty
sowie 3
AQ[[IO, AW[[:AU[[: §N]€B(Tk—Th) <0, (49)

mit Notation analog zu Gl. (47).
III.) Isotherme Kompression bei Temperatur Tj von V3 auf V; < V3. Analog zu

13



Gl. (46) gilt dann
Vi ps
Vi _ps 50
Vi pa (50)

und
Va

AUrrr =0, —AQr =AW = —/

1%
pdV = —NkgT,In — >0, (51)
Vs V3

IV.) Adiabatische Kompression von Vj auf V; < Vj zuriick zum Ausgangszustand,
wobei sich die Temperatur wieder auf 7}, erhoht. Analog zu Gl. (48) gilt dann

3/2
(L) (52)
Vy Ty
und 5
AQ[V = 0, AW[V = AU[V = §N]€B(Th — Tk) > 0. (53)

Die gesamte Energieéinderung nach einem vollen Zyklus ist damit
AUiotal = AU + AUpr + AUprr + AUy = AW + AWy =0, (54)
wobei Gln. (47), (49), (51) und (53) verwendet wurden. Ferner haben wir

v
AQ[ :N]{?BThhl—z, AQ[[[ :N]{?BTkll’lE, (55)
Vi V3

und wegen Gln. (48) und (52)

Vi _ Vi AN

S22 0d R 26

= ot 2= () (56)
womit wegen Gln. (55) folgt

_AQr | AQrr
AStotad - Th + Tk =0. (57)

Dies gilt auch fiir beliebige geschlossene Wege,

f%:o (58)

fiir jeden reversiblen Prozess. Der Carnotprozess ist im 7'—.S Diagramm also ein Rechteck.
Insgesamt leistet das System die Arbeit

—AW = —AW] — AW]I — AW]II — AW[V = —AW[ — AW[II
T, %
:AQ[+AQ[[[: 1——k ACQ[:]\/‘]{IB(fTh—frk)hl—2 >0, (59)
T Vi
wobei wir Gln. (47)-(53) und Gl. (57) verwendet haben. Der Wirkungsgrad des Carnot-
schen Kreisprozesses ist definiert als das Verhéltnis zwischen geleisteter Arbeit —AW und
aufgenommener Warme AQ, = AQy,
A A T,
_ |AW] 14 Qrr1 k

1580, G (60)
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wo GL. (59) und wieder Gl. (57) verwendet wurden. Der Wirkungsgrad ist also stets kleiner
als Eins aufgrund der Abwérme die das System bei Temperatur T} abgibt und wird nur
gleich Eins fiir T = 0.

Dies kann auf beliebige Kreisprozesse verallgemeinert werden: Beschreiben wir einen all-
gemeinen Prozess durch eine Abfolge reversibler Prozesse bei Warmeaustausch mit einem
Reservoir variabler Temperatur 7', so gilt fiir die aufgenommene Warme unter Verwen-
dung von Gl. (36) Q. = fc+ 0Q = fc+ TdS, wobei wir im folgenden mit Cy die Teile des
Weges C bezeichen auf denen 6¢) > 0 bzw. 6Q) < 0 und damit dS > 0 bzw. dS < 0 ist.
Ferner gilt fiir die geleistete Arbeit —AW = ¢, pdV und wegen §,dU = 0 und Gl (26)
auch —AW = §,7TdS = fc+ TdS + [, TdS. Wenn T}, < T < T, dann gilt wegen

Jo dS=— [, dS <0

| ris < 1 [ as

cy cy

/TdS < Tk/ dS:—Tk/ ds <0
C+

Damit haben wir

Tds Ty [ dS
foTdS _ e TS Tl 45 T (61)

n(C) = =1 < <
Je, TdS Je, TdS Jo, TS T,

1.6 Zustandsgleichungen

Alle thermodynamischen Eigenschaften eines Systems lassen sich aus der Abhéngigkeit
der Entropie von allen anderen | = k + 2 extensiven Zustandsgroflen ableiten:

S=SU,V,Ny, -, Ng), (62)

wobei wir hier ein System mit & Komponenten und den entsprechenden Stoffmengen
Ny, -+, N annehmen. In der Tat gilt in Analogie zu Gl. (27)

k
TdS = dU +pdV — > pudN; + - ,

i=1
woraus die Zustandsgleichungen

1 0s p 0S _&_05

T 9U’ T o9V’ T 0N

(63)
folgen. Die Funktion Gl. (62) wird daher manchmal auch als fundamentale Relation be-

zeichnet.
Oft benutzt man auch die nach der inneren Energie aufgeloste Form

U=U(S,V,Ny,---,Ny), (64)
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deren Differential in Analogie zu Gl. (26) durch

k
dU = TdS — pdV + Y judN; + - - (65)

i=1

gegeben ist. Daraus resultieren die Zustandsgleichungen in der Form

ou ou ou
T = — ==,
Zum Beispiel erhdlt man aus Gl. (33) fiir ein ideales einkomponentiges (kK = 1) Gas

durch Ausdriicken der intensiven Zustandsgrofe 7 und p durch U und V' wegen T'/T, =
(U/Uy)(No/N) und po/p = (No/N)(To/T)(V/Vy) = (Ug/U)(V/Vy) die fundamentale Re-

lation
B) @) @) e
N Uo Vo
Da innere Energie und Entropie proportional zur Stoffmenge sind, gilt auch
S(U,V,Ny,---,Ny) = NS(u,v,ny, -, ng) = Ns(u,v,nq,---,ng),

U(57MN17"'7Nk) = NU(S,U,nl,"',nk):NU(S,U,nl,"',nk), (68)

S(U,V,N) = Nkg <30(U0, Vo, No) + In

wobei N = Ny + ---+ Ni, n; = N;/N fir i = 1,---,k, die spezifische innere Energie
pro Teilchen oder Mol v = U/N, und analog die spezifische Entropie s = S/N und das
spezifische Volumen v = V/N. Man sagt auch, S und U sind homogene Funktionen erster
Ordung in ihren Argumenten. Andererseits folgt wegen Gl. (66) hieraus sofort, daf die
intensiven Zustandsgréfien homogene Funktionen nullter Ordung ihrer Argumente sein
miissen,

T(S7V7Nla"'7Nk) - T(Savanla"'ank)a
p(Sv v7 N17 o 7Nk) = p(87vvn17 o '7nk)7 (69)
,ui(S7V7Nla'”7Nk) - Mi(sav>nla"'ank)a 221,,]{3

Auch gemischte Abhéngigkeiten konnen so skaliert werden, z.B.

T(Svpuva'”ka) = T(Svp7n17"'7nk)7
U(T>V>Nl>"'>Nk) = NU(T>'Uan1a"'ank):NU(T>'Uan1>"'ank)' (70)

Aus Gl. (68) folgt einerseits fiir alle €
Ull+e)S,(14+e)V,(1+e)Ny,---,(1+€)N| =U + €U,

wobei wir der Kiirze halber die Argumente (S, V, Ny, - -, N;) im folgenden unterdriicken.
Andererseits folgt durch Taylorentwicklung nach e < 1

Ull4+¢€¢)S,(1+¢e)V,(1+€)Ny,---,(14+€)Ny] =

ou ., oU_. U U &
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wobei die letzte Identitidt aus Gl. (66) folgt. Durch Vergleich des Koeffizienten von € < 1
folgt die Fuler-Gleichung

k
i=1
Das totale Differential der Euler-Gleichung ist

k k
dU =TdS — pdV + > " udN; + SdT — Vdp+ > Nidp; .

i=1 i=1

Vergleich mit Gl. (65) ergibt die Gibbs-Duhem-Relation

k
SdT = Vdp+>  Nidp; = 0. (72)
i=1
Sie besagt, dafl nicht alle der zu den extensiven Zustandsgroflen S, V, Ny, - - -, Ny konjugier-
ten intensiven Zustandsgrofen T, p, 1, - - -, i voneinander unabhéngig sein konnen. Dies
war zu erwarten, da man aus den | = k+2 extensiven Groflen nur [ —1 = k+1 unabhéngi-
ge intensive Groflen, wie z.B. s = S/N, v =V/N und n; = N;/N firi=1,---,k—1 (da
Zle n; = 1), bilden kann. Driickt man die extensiven ZustandsgroBen S,V Ny, - .-, Ny
in Gl. (72) als Funktionen der intensiven Groflen T p, puq, - - -, g aus, so kann man eine
dieser intensiven Variablen eliminieren.
Als Beispiel berechnen wir mit Hilfe der Gibbs-Duhem Relation das chemische Potential
des idealen Gases: Gl. (72) ergibt zusammen mit der bereits berechneten Entropie Gl. (33)

Damit gilt insbesondere 0%*u/dpdT = kg/p = 0*u/dTdp so daBl du tatsichlich ein
vollsténdiges Differential ist das entlang eines beliebigen Pfads von pg, Ty nach p, T inte-
griert werden kann. Integriert man insbesondere zunéchst bei p = py von Ty nach T" und
sodann bei konstanter Temperatur 1" von pg bis p, so erhdlt man mit f Inxdr = z(lnx—1)

T 5/2 o
ONO
Wir kénnen nun noch die Konstante so(7p, pg) durch Verwendung der Euler-Gleichung
Gl. (71) eliminieren: Mit U = 2NkgT und den Gln. (33) und (4) ergibt sich

du(p,T) = —kg (So(Toapo) +In

>dkd_
p

w(p, T) = po(po, To) — kgT'In + B - 50(T07p0)] ks(T —1Tp). (73)

5
to(po, To) = {— - So(Toapo)} kgTyp,

@) W

was Gl. (73) schliefllich zu

o(po, To)
T)=kgT | ——————= —1
w(p,T) = ks ( o n

vereinfacht.
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1.7 Phasen und chemische Reaktionen

Wir nehmen an ein abgeschlossenes System bestehe aus einer oder mehreren Teilchen-
sorten (chemische Komponenten) und eventuell weiteren Variablen wie z.B. Dipolmo-
menten und wird neben Entropie und Volumen durch insgesamt k weitere Zustandsva-
riablen charakterisiert. Wir nehmen weiterhin an dieses System bestehe aus ¢ Phasen
fiir jede von welcher der erste Hauptsatz in der Form der Gl. (65) gilt, wobei U =
U (O‘)(S(O‘),V(O‘),Nl(a), . -,N,ga)) eine Funktion der [ = %k + 2 extensiven Zustandsvaria-
blen Entropie S, Volumen V(® und “Teilchenanzahlen” N }a) mit j = 1,---, k ist, fiir
a=1,---,¢. Insgesamt gibt es also ¢(k + 2) extensive Zustandsvariablen. Im thermody-
namischen Gleichgewicht miissen nach Gl. (40) die entsprchenden intensiven Zustandsva-
riablen in allen Phasen gleich sein,

7O — 7@ — ... =7
p(l) - p(2) — ...:p(¢)
1 2 .
IUE) = M§)22M§¢)7 fur]:]->"'>ka

(75)

was insgesamt (¢ — 1)(k + 2) Gleichungen sind. Jede dieser Gleichungen erlaubt die Eli-
minierung einer extensiven Zustandsvariablen, womit der Gleichgewichtszustand des Ge-
samtsystems durch

ok+2)—(p—1)(k+2)=k+2

extensive Variablen beschrieben wird, was nicht von der Anzahl der Phasen abhéngt.
Beriicksichtigt man, dafl im Gleichgewicht die relative Grofle der Phasen frei variiert
werden konnen, bleiben noch

F=k+2—¢ (76)

intensive Zustandsvariablen iibrig, was als Gibbsche Phasenregel bezeichnet wird.
Beispiele: Fiir ein Einphasensystem von nur einer chemischen Komponente, z.B. fliissiges
Wasser, ist k =1, ¢ = 1, also gibt es 1 4+ 2 = 3 unabhéngige extensive Zustandsvariablen,
z.B. S, V, und N, sowie f =1+ 2 — 1 = 2 unabhéngige intensive Zustandsvariablen, die
das System vollstandig beschreiben, z.B. Druck und Temperatur. Alle anderen Gréflen
wie u, s, und n liegen dann fest und bei Spezifizierung z.B. des Volumens V' dann auch
U, S, und N.

Fiir ein Zweiphasensystem mit einer Komponente, z.B. Dampf und fliissiges Wasser, gibt
es nur noch eine unabhéngige intensive Variable, z.B. die Temperatur. Der Dampfdruck
steht dann in eindeutiger Relation zur Temperatur. Wir kénnen dazu eine Differential-
gleichung, die Clausius-Clapeyron-Gleichung folgendermafien ableiten: Seien die Phasen
mit 1 und 2 bezeichnet so gilt im Gleichgewicht gemé8 Gl. (75) duy(p, T') = dpa(p, T') und
aufgrund der Gibbs-Duhem Relation Gl. (72) (v; — ve)dp = (s1 — s2)dT’, oder

@ _ S2 — 81 _ AQ1—>2
dT vy —wvy  T(vg—wv1)’

(77)

wobei AQ Lo = T(Sy/Ny — S1/Ny) die spezifische Ubergangswirme ist. Dies charakte-
ristiert einen Phasentibergang erster Ordnung, an dem die Entropie unstetig ist. Ist die
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Ubergangswiirme zum Beispiel niherungsweise unabhingig von Druck und Temperatur
und kann eine der Phasen nédherungsweise durch die ideale Gasgleichung beschrieben wer-
den, vy = Vgas = Vo /Ny > kgT'/p, und hat ein spezifisches Volumen sehr viel grosser als
in der anderen Phase, vy > v;, wie zum Beispiel beim Ubergang Fliissigkeit-Dampf aber
auch bei der Sublimation einer Fliissigkeit, so kann Gl. (77) integriert werden zu

p(T) = polTo)exp | 2222 (1 - 1] (78)

Dieser Druck steigt sehr schnell mit der Temperatur an. Andererseits ist fiir die Schmelz-
druckkurve im allgemeinen wvfesy = vaassig Und p(7") ist praktisch senkrecht im p — 7" Dia-
gramm. Die Steigung ist dabei wegen vges; < Vgiissig UNd AQrest—fiissig > 0 im allgemeinen
positiv, ausser fiir Wasser fiir welches vges; > vgiissig gilt. Die Kurven fiir den Dampfdruck,
den Sublimationsdruck und den Schmelzdruck schneiden sich im Tripelpunkt.

Fiir ein Einkomponenten-System mit drei Phasen, z.B. Wasser im festen, fliissigen und
gasformigen Zustand im Gleichgewicht ist f = 0 und alle intensiven Variablen liegen
fest. Dies ist der Tripelpunkt des Systems. Lediglich die absolute Gréfie und die relative
Ausdehnung der Phasen kénnen variieren.

Fiir ein System bestehend aus mehreren Phasen gilt die Gibbs-Duhem-Relation Gl. (72)
fiir jede Phase separat, wobei die intensiven Groen T, p, jiq, - - -, g nach Gl. (75) fiir alle
Phasen gleich sind. Dies ergibt Differentialgleichungen, die es erlauben, ¢ — 1 intensive
Variablen an den Phasengrenzen als Funktion der f = k+ 2 — ¢ unabhéngigen intensiven
Variablen auszudriicken.

Betrachten wir nun chemische Reaktionen bei denen sich a; Teilchen der Sorte 7 in b;
Teilchen der Sorte ¢ umwandeln, wobei i =1,--- k,

a1 Ay + agAs + - ap Ay = 01 Ay + b Ay + - b Ay,

wobei wir die Teilchen der Sorte ¢ mit A; bezeichnen. Bei dN solcher Einzelreaktionen
andern sich die Teilchenzahlen daher geméfl

Bei konstanter Energie und Volumen ist die Entropieinderung daher gemafi Gl. (65)
s = — Zle widN; /T = — Zle wi(b; — a;)dN/T woraus folgt dafl im Gleichgewicht

k k
Z il = Z bz‘,ui (80)
i=1 i=1

gelten muss. Jede Reaktion verringert also die Anzahl der unabhéngigen intensiven und

extensiven Zustandsvariablen um Eins und fiir » Reaktionen erhalt man die erweiterte
Gibbsche Phasenregel

f=k+2—¢p—r. (81)
Betrachten wir nun eine Mischung von k verschiedenen idealen Gasen bestehend aus den
Stoffmengen N;, mit den Partialdrucken p;, ¢ = 1,---, k und mit chemischen Bindungs-

energien E; bei gleicher Temperatur 7" in einem Volumen V| so daf3

3
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Mit p = >, pi, N =Y. N; und den Konzentrationen z; = N;/N = p;/p gilt pV = NkgT
und das chemische Potential von Komponente ¢ kann nach Gl. (74) geschrieben werden
als

wi(pi, T) = pio(p, T) + kgTInw; = pi(p, T2 = 1) + kgT'Inx; , (83)
mit 5/
Mo(poaTo) T Po
o0 T) = Ei + kT [ BP0 200 g (2 Doyl . 4
pio(p, T) + kp ( b n (To . (84)

Aus GI. (80) folgt dann

k k k k
Z aipio(p, T) — Z biptio(p, T) = kT (Z bilnx; — Z a;ln %) , (85)
i=1 i=1 i=1 i=1

was nach Division durch kg7’ und Potenzierung zu dem aus der Chemie wohlbekannten
Massenwirkungsgesetz fiihrt,

b1 b k k
T X . i s T) — . bz i s T
Aq Ay — K(p, T) = exp [Zz:l Qi 70(p ) Zz_l H 70(p )

86
lel .. .$Zkk k‘BT ( )

Mit Gl. (83) und (84) kann die Druck- und Temperaturabhéngigkeit von K (p,T') als

T o2 Po
() (%)
geschrieben werden, wobei AE = Zle b;E; — Zle a; E; die Reaktionswdrme ist. Exo-
therme Reaktionen, fir die AE < 0, verschieben bei niedrigen Temperaturen das Gleich-
gewicht in Richtung der Reaktionsprodukte, wiahrend endotherme Reaktionen , fiir die

AFE > 0, bei niedrigen Temperaturen das Gleichgewicht in Richtung der Ausgangsstoffe
der Reaktion verschieben, wie erwartet.

k k
Zi:1 bi_zi:1 a;

K(p,T) = K(po, Tp) exp {—AE( ! ! )} (87)

ksT  kpTp

1.8 Reale Gase: van-der-Waals-Gleichung

Die Zustandsgleichung des van-der-Waals-Gases ist gegeben durch

N 2

wobei a und b empirische Konstanten sind. Der Term proportional zu b beschreibt das
Eigenvolumen der Molekiile, wéhrend der Term proportional zu a fiir @ > 0 eine Druck-
minderung aufgrund der gegenseitigen Anziehungskraft der Molekiile parametrisiert. Die
Zustandsgleichung (88) ist aber nicht fiir simtliche Werte der Zustandsvariablen N, V, T
physikalisch. Insbesondere sind negative Drucke und Bereiche mit dp/0V > 0, in denen
sich das Gas spontan komprimieren wiirde, unphysikalisch.

(V —bN) = NkgT', (88)
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Oberhalb einer kritischen Temperatur, T > T, ist dp/0V < 0 und es gibt nur eine
Losung von Gl. (88) fiir das Volumen V' als Funktion von 7" und p. Am kritschen Punkt
st T'=Te, p = per, V = Vir und

dp B 0p B
<a—v) TCI'7‘/CI' a 0 ’ <W) TCI'7‘/CI' a 0 ’ (89)

Daraus folgt NkgTe/(Ver —bN)? = 2aN?/V3 und NkgT../ (Ve —bN)? = 3aN?/V.} woraus
durch Division folgt

Ve = 3bN . (90)
Einsetzen ergibt dann
8a
Ty = ——, 91
27kgb (91)

und mit der van-der-Waals Gleichung (88)

a

Pcrzw-

(92)
In der Praxis werden T, p, und V., gemessen, woraus mit den Gleichungen (90), (91)
und (92) die empirischen Konstanten ¢ und b bestimmt werden koénnen. Nach diesen
Beziehungen sollte demnach fiir alle Gase

pcr‘/;:r . 3

NkgT,, 8 (93)

gelten, was experimentell tatsédchlich recht gut erfiillt ist.

Fir T' < T, gibt es jedoch drei solcher Losungen und die Teilstiicke, auf der Isotherme
auf denen dp/0V > 0 ist, sind unphysikalisch. Dies deutet auf einen Phaseniibergang
gasformig—fliissig hin. Nach Gl. (75) sind wihrend des Phaseniibergangs Druck, Tempe-
ratur und chemisches Potential konstant und in den beiden Phasen identisch, wihrend das
Volumen zwischen zwei Extremwerten V; < V5 variiert. Zwischen diesen Extremwerten
andern sich die Dichten in der gasférmigen und in der fliissigen Phase nicht, es wird bei
Kompression lediglich mehr und mehr Gas in die dichtere fliissige Phase iiberfiihrt. Fiir
Vi <V < V5 muss die unphysikalische van-de-Waals Isotherme durch eine physikalische
Isotherme mit pphys(71") = Pgas(1’) = Phissig(1') =const ersetzt werden. Um p(7") und Vi, Vs
zu bestimmen, beachten wir dafl geméfl der Gibbs-Duhem Relation Gl. (72) bei konstanter
Gesamtteilchenzahl (in beiden Phasen zusammengenommen)

Vo, T,p

w(Va, T, p) — Vi, T, p) = / vdp =0 (94)

Vi,T,p

gelten muss, wobei der Integrationspfad entlang der van-der-Waals Isothermen in drei
Teilstiicke zerlegt wird, auf denen V eine eindeutige Funktion von p ist. Anhand von
Fig. 3 sehen wir sofort daf} diese Bedingung &dquivalent ist zu

Vo

DT (Vs — V1) = / p(V)aV, (95)

\%1
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A P Maxwell-Konstruktion

T=T=const
Pcr
T=const
Pphys \
V
V1 Ver V2

Abbildung 3: Die Maxwell Konstruktion fiir ein van-der-Waals Gas.

wobei p(V) die unphysikalische van-der-Waals Isotherme von GI. (88) ist. Dies ist als
Mazwell Konstruktion bekannt und ergibt fiir das van-der-Waals Gas

Vy — bN ,(1 1
T — = NkgT1 NN ———].

Zusammen mit ponys(7) = p(T, V1) = p(T, V) und der van-der Waals -Gleichung fiir
p(T, Vi) und p(T', V,) ergibt das drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten pynys(17), Vi (1),
und V(7). Fiir T > T, sind Fliissigkeit und Gas nicht mehr unterscheidbar.

1.9 Thermodynamische Potentiale

Im Abschnitt 1.6 haben wir gesehen dafl ein thermodynamisches System vollstdndig
durch die fundamentale Relation S = S(U,V,Ny,---,Ni) oder ihre Umkehrung U =
U(S,V, Ny, -+, Ni) beschrieben wird; insbesondere folgen daraus die Zustandsgleichungen
Gl. (63) und (66). Energie und Entropie werden daher auch als thermodynamische Poten-
tiale bezeichnet. Die extensiven Zustandsvariablen U, S,V Ny, -+, Ni) sind zweckméfig
fiir die Beschreibung abgeschlossener Systeme, jedoch ist es experimentell manchmal ein-
facher, intensive Zustandsvariablen wie Temperatur oder Druck zu kontrollieren. Wir
werden hier daher alternative thermodynamische Potentiale einfithren, die von geeigneten
intensiven Zustandsvariablen abh&ngen. Dazu wird die aus der klassischen Mechanik be-
kannte Legendre Transformation verwendet. Dort wurden mit der von Koordinaten ¢; und
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deren Zeitableitungen ¢; abhéngenden Lagrangefunktion L(q;, ;) die zu den Koordinaten
¢; konjugierten Impulse p; = 0L/Jq; eingefithrt. Damit konstruiert man die Hamilton-
funktion

H(qi,pi) = Z ¢ipi — L(qi, i) , (97)

deren Differential

o OL oL . : oL
dH = Z (piin + ¢idp; — 8—qui - a_qd%) = Z (Qidpi - 8_q-dqi) (98)

% 7

von dg; und dp; abhéngt. Die Beschreibungen des Systems durch die Lagrange- oder die
Hamiltonfunktion sind vollig dquivalent.

Sei f(x,- ) eine Funktion von z und anderen durch - - - symbolisierten Variablen. Nehmen
wir an dafl man die partielle Ableitung v = (0f/0x)(xz, - - -) nach x eindeutig auflésen kann,
r = z(u,---), dann ist die beziiglich x Legendre- Transformierte definiert durch

g(u,)Ef[x(u,),]—ux(u,) (99)

Man beachte daB fiir den Ubergang vom Lagrange zum Hamilton Formalismus in G1. (97)
die Legendre-Transformation mit umgekehrter Vorzeichenkonvention benutzt wird. Bei
konstant gehaltenen anderen Variablen kann g¢(u,---) als der zum Punkt z, f(z,---)
gehorende y—Achsenabschnitt der Tangente

70 = flo )+ () (w0 - 2) (100)

bei t = 0 aufgefasst werden. Aus Gl. (99) folgt

dg = (g—i) dr — udxr — xdu = —zxdu , (101)

wobei wir im letzten Schritt die Definition von u eingesetzt haben. Man zeigt leicht, dafl
nochmalige Legendre-Transformation beziiglich u zu der urspriinglichen Funktion f(x, - - -)
zuriickfiihrt.

Beipiel: f(z) = 2. Dannist u = f’(x) = 2z, also z = u/2, und die Legendre-Transformierte
lautet

u\2  u? u?
g(u) = f [o(w) —ua(w) = () =5 = -7
so daB dg = —(u/2)du = —zdu, was mit Gl. (101) konsistent ist.
Wir wenden nun die Legendre-Transformation auf die innere Energie U(S, V, Ny, -- -, Ny)

beziiglich der Entropie S an und erhalten daraus wegen Gl. (66) die Temperatur 7' =
(0U/0S) als konjugierte Variable und damit die freie Energie

k
F=F(T, VN, Ny) =U—TS = —pV + > j;N;, (102)

1=1
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wobei wir im letzten Schritt die Euler-Gleichung Gl. (71) verwendet haben. Aufgrund von
Gl (65), dU = TdS — pdV + SF | j:dN; folgt dF = dU — SdT — TdS = —SdT — pdV +
Zle w;dN;, also

oF oF oF
S__a—T7 P——a—va Mz’—a—Ni- (103)
Zunéchst ist bei konstanter Temperatur dT" = 0,
dF|p =d(U —=TS)r =dU —TdS = dU — 0Qrey = Wiy < Wipyr, (104)

wobei wir Gl. (36), den ersten Hauptsatz Gl. (15) und schliefllich den zweiten Hauptsatz
in der Form Gl. (34) verwendet haben. Die Anderung der freien Energie bei konstanter
Temperatur ist also gerade die bei reversibler Prozessfithrung am System geleistete Arbeit,
die immer kleiner oder gleich der bei irreversiblen Prozessen geleisteten Arbeit ist. Damit
folgt insbesondere fiir isotherme Systeme, die mit ihrer Umgebung nur Warme, aber keine
Arbeit austauschen

dF =d(U—-T8)=dU —TdS <0 fiir W =0 und T =const . (105)

Das System strebt gleichzeitig an, die innere Energie zu minimieren und die Entropie zu
maximieren ! Dabei kann es auch vorkommen dafl sich die innere Energie des Systems
erhoht, solange dies durch Entropieerhéhung im Term —T7'dS {iberkompensiert wird. Es
laufen so lange irreversible Prozesse ab bis die freie Energie minimal wird,

dF =0, F=Fy. (106)

Die physikalische Beziehung der freien Energie zur Entropie wird klar wenn wir ein ge-
schlossenes System bei konstanter Temperatur T" betrachten, das sich in einem Wéarmebad
befindet. Im folgenden bezeichnen wir thermodynamische Groflen, die das System, das

Warmebad und das Gesamtsystem beschreiben mit den Indizes s bzw. b. bzw. tot. Dann
gilt gemaf Gl. (42)

TdS, = TdS, + TdSy = TdSs + 6Qy, = TdSs — 6Q, = TdSs — (dU, — W) ,

wobei 0Qor = 0Qs + 0@, = 0 und der erste Hauptsatz angewandt wurden. Fiir einen
allgemeinen isothermen Prozess mit Wy = dWj;,, folgt damit wegen dF' = dU — T'dS

TdStot‘T = _dFs + 5Ws,irr > 07 (107)

wobei die Ungleichung aus Gl. (104) folgt und konsistent mit dem zweiten Hauptsatz
angewandt auf das Gesamtsystem ist. Dies besagt dafl wenn keine Arbeit eingesetzt wird,
oWy = 0, die Entropie des abgeschlossenen Gesamtsystems genau dann maximal ist wenn
die freie Energie des isothermen Teilsystems minimal ist.

Beispiel: freie Energie des einkomponentigen idealen Gases. Aus Gl. (67) folgt zunéichst

s = () () e (S ]
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Zunidchst miissen wir S durch 7' ausdriicken. Dazu bilden wir geméa Gl (66) T =
(0U/0S) = 2U/(3Nkg) was wir nach S auflosen,

() () ()
&) )] o

Wir betonen daf§ dies nicht gleich U(T,V, N) ist. In einem isothermen System ist nicht
U(T,V,N) minimal, sondern F(T,V, N). Ferner enthélt nur F(T,V, N) die vollstandige
thermodynamische Information eines Systems.

Wir wenden nun die Legendre-Transformation auf die innere Energie U(S,V, Ny, - - -, Ny)

beziiglich des Volumens V' an und erhalten daraus wegen Gl. (66) den Druck p = —(9U/9S)
als konjugierte Variable und damit die bereits in Gl. (18) eingefiihrte Enthalpie

S(T,V,N) :Nk’B (SQ—I—IH

Mit U = %N]{?BT folgt damit

F(T,V,N) = NkgT (g —so—1In

k
H=H(S,p,N,- Ne) =U+pV =TS+ > puN;, (110)

i=1

wobei wir im letzten Schritt die Euler-Gleichung Gl. (71) verwendet haben. Aufgrund von
Gl (65), dU = TdS — pdV + ¥, j1;dN; folgt dH = dU + Vdp + pdV = TdS + Vdp +
Zle i dN;, also

0OH OH OH

=22 _ 9 =
a5 V= MT N,

Wir nehmen nun an dafl neben der Volumenarbeit —pdV auch noch andere Formen von
Arbeit 6’ am System geleistet werden kénnen,

(111)

W = —pdV + W' (112)
Bei konstantem Druck dp = 0 haben wir dann geméfl dem ersten Hauptsatz Gl. (15)
dH|, = d(U +pV), = dU + pdV = 6Q + W' . (113)

Wenn nur Volumenarbeit geleistet wird, W’ = 0, dann gilt natiirlich dH|, = dQ)|, =
CpdT, was wir bereits in Gl. (19) gesehen hatten. Andererseits folgt aus Gl. (113) fiir
isobare Systeme, die mit ihrer Umgebung nur Arbeit, aber keine Wérme austauschen

dH = d(U +pV) = §W],

rev

< 6Wi, fiir 6Q =0 und p =const, (114)
wobei wieder Gl. (34) verwendet wurde. Wird gar keine Arbeit ausgetauscht, so ist
dH < 0 (115)

und es laufen so lange irreversible Prozesse ab bis die Enthalpie minimal wird,

dH =0, H = Hp,. (116)
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Die Enthalpie spielt eine wichtige Rolle in der Chemie wo Prozesse oft unter Bedingungen
konstanten Drucks und so schnell ablaufen, dafl keine Wérme ausgetauscht wird, Q) = 0.
Dann laufen Reaktionen fiir die die Enthalpie abnimmt, AH < 0, spontan d.h. irreversibel
ab.

Fiir Systeme bei konstanter Temperatur und Druck kombinieren wir die Legendre-Trans-
formationen Gl. (102) und GI. (110) und erhalten die freie Enthalpie

k
i=1
wobei wir wieder die Euler-Gleichung Gl. (71) verwendet haben. Die freie Enthalpie ist
daher einfach die Summe der chemischen Potentiale. Mit dU = T'dS — pdV + Zle widN;
folgt dG = dU — SdT — TdS + Vdp + pdV = —SdT + Vdp + S5, p:dN;, also

oG v oG oG

(118)

Die Anderung der freien Enthalpie bel isothermen und isobaren Prozessen ist nun im
wesentlichen gleich der Anderung der freien Energie minus der Volumenarbeit, also geméf
Gl. (104) und GI. (112)

dGlrp =d(U =TS +pV)r, =dU — TdS + pdV = dU — 0Qyey + pdV = W), < W/ .

(119)
Die Anderung der freien Enthalpie ist also die bei reversibler, isothermer und isobarer
Prozessfithrung ausgetauschte Arbeit abziiglich der Volumenarbeit. Auch diese durch an-
dere Formen als Volumeninderung am System geleistete Arbeit ist immer kleiner oder
gleich der bei irreversiblen Prozessen geleisteten Arbeit. Damit folgt insbesondere fiir iso-
therme und isobare Systeme, die mit ihrer Umgebung nur Wérme und Volumenarbeit

austauschen
dG =d(U-=TS+pV)=dU—-TdS+pdV <0 fir W' =0, T =const, p =const . (120)

Das System strebt gleichzeitig an, die innere Energie und das Volumen zu minimieren
und die Entropie zu maximieren ! Es laufen so lange irreversible Prozesse ab bis die freie

Enthalpie minimal wird,
dG =0, G=Gnpn- (121)

Ferner gilt fiir die Gesamtentropie eines aus einem Warmebad und einem isothermen und
isobaren System bestehenden Gesamtsystems analog zu Gl. (107)

TdStot|T,p — —dGS + 5W/

s,irr

> 0. (122)

Wir wollen nun noch das grofikanonische Potential betrachten, das durch Legendre Trans-
formation beziiglich der Stoffmengen N; entsteht. Da bei Teilchenaustausch im allgemei-
nen auch Warme ausgetauscht wird, wollen wir das grofSkanonische Potential als Funktion
der Temperatur definieren,

k
O =T, Vi1, ) =U =TS = > ju;N; = —pV., (123)

i=1
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wobei wieder die Euler-Gleichung Gl. (71) verwendet wurde. Mit den ersten Hauptsatz
folgt d® = dU — TdS — SdT — 3% ju;dN; — 2% Nydpy = —SdT — pdV — 3% Nydps,

s 90 0 90
S=—-—— =——, Ny=——.

ar’ YT v Em
Vertauschen wir in Gl. (119)-(121) nun Volumenarbeit —pdV" gegen durch Teilchenaus-
tausch verrichtete Arbeit, Zle 1idN;, so erhalten wir fiir die Anderung des grofikanoni-

schen Potentials bei isothermen Prozessen mit konstanten chemischen Potentialen

(124)

k k
i=1 T i=1

k
= dU — 5Qrev - Z ,uszz = oW,

rev
i=1

< oW, (125)

irr »

wobei W' nun fiir alle Arbeitsformen aufler die durch Teilchenaustausch bewirkte steht.
Insbesondere ist damit fiir isotherme Systeme bei konstanten chemischen Potentialen, die
mit ihrer Umgebung nur Warme und Teilchen austauschen,

k
dd = d(U—TS—Zu,-N,):
=1

k
= dU —-TdS — Z,uidNi <0 fiir SW’' =0, T =const, pu; =const. (126)

i=1

Das System strebt gleichzeitig an, die innere Energie zu minimieren und die Teilchenzahlen
und die Entropie zu maximieren ! Es laufen so lange irreversible Prozesse ab bis das
groffkanonische Potential minimal wird,

dd =0, ®=du,. (127)

Wiirden wir Legendre-Transformationen beziiglich aller extensiven Variablen durchfiihren,
so erhielte man wegen der Euler-Gleichung Gl. (71) das Potential U — TS — Zle wilN; +
pV = 0. Dies liegt natiirlich an der Gibbs-Duhem-Relation Gl. (72), die besagt daf es
nur [ — 1 = k 4+ 1 unabhéngige intensive Variablen so dafl es keinen Sinn macht, alle [
Variablen zu transformieren.

1.10 Maxwell Relationen

Die Mazwell Relationen sind die Identitéten, die aus der Symmetrie der zweiten Ableitun-
gen der thermodynamischen Potentiale folgen. Fiir drei unabhéngige Variablen, Kombina-
tionen der drei extensiven Variablen S, V, N und der drei intensiven Variablen 7', p, p erhélt
man die Kombinationen in Tab. 1. Weitere Maxwell Relationen folgen wenn zusétzliche
Zustandsvariablen auftreten, weil zum Beispiel weitere Formen von Arbeit wie beispiels-
weise in Gl. (10) geleistet werden konnen, die von extensiven Grossen wie magnetische
und elektrische Dipolmomente und den zugehorigen intensiven Variablen wie Magnetfel-
der und elektrische Felder abhéngen.
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Potential 2.Ableitungen nach | Maxwell Relation
U(S,V,N) S,V (3_5)5,1\/ == (g_g)MN
dU =TdS — pdV + pdN S, N (3_12\;)3,\/ = (56) vy
V.N (aa_f\)/)sv__(g_{;)s,zv
F(T,V,N)=U-TS TV (g_\é)T,N: g_:l; V,N
dF = =5dT — pdV + pdN T,N (%)T,V ~(F)vn
V.N (%)Tv:_(g_\/j)TN
H(S,p,N) = U +pV S,p (%), .= (%),
dH = TdS + Vdp + pudN S,N (95)s, = (%), x
p, N (g_l‘\/f)s,p - (%)SJ\,
G(T,p,N) =U—TS +pV T.p (%), .=~ (%),x
dG = —SdT + Vdp + pdN T,N (%), =—(2),
pN (3)r, = () .0
O(T,V, 1) = U — TS — uN T,V (5)7,. = (o),
d® = —SdT — pdV — Ndy T (%),, =@,
Vip <3_Z>TV - (?3_]\\/[)7““

Tabelle 1: Maxwell Relationen, die aus den 5 besprochenen thermodynamischen Poten-
tialen resultieren.

V F T
U G
S H P

Abbildung 4: Das thermodynamische Viereck.

Wenn die Teilchenzahl konstant ist, dN = 0, und nur die extensiven Variablen S,V und
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die intensiven Variablen T, p auftreten, kann man sich die Maxwell Relationen mit Hilfe
des thermodynamischen Vierecks in Fig. 4 merken, in dem diese Variablen an den Ecken
auftauchen wiahrend die thermodynamischen Potentiale U, F, H, G an den Kanten stehen,
die die beiden Ecken verbinden an denen die zugeh¢rigen unabhéngigen Variablen des
Potentials stehen. Die Ableitung eines Potentials nach einer Variablen (Ecke) ist durch
die an der gegeniiberliegenden Ecke liegenden Variable gegeben, wobei das Vorzeichen
positiv bzw. negativ ist wenn der Verbindungspfeil in Richtung bzw. gegen die Richtung
auf diese gegeniiberliegende Variable zeigt, z.B. (0F/0V)r = —p. Die Maxwell Relatio-
nen erhilt man dann wie folgt: Die Ableitung einer Variablen nach einer Variablen an
einer benachbarten Ecke, bei der die der abgeleiteten Variablen gegeniiberliegende Varia-
ble konstant gehalten wird, ist gleich der korrespondierenden Ableitung auf der anderen
Seite des Rechtecks. Das Vorzeichen ist positiv wenn beide Pfeile auf die abgeleiteten
Variablen entweder zu- oder weglaufen und negativ wenn einer der Pfeile auf eine der ab-
geleiteten Variablen zulduft und der andere Pfeil von der anderen abgeleiteten Variablen
weglauft. Zum Beispiel folgt so (0V/9S), = (01/0p)s und (0S/0V )r = (Op/0T)y, aber
(9S/9p)r = —(0V/IT),.

1.11 Der dritte Hauptsatz: Nernstscher Warmesatz

Die Entropie ist durch unsere bisherigen makroskopischen Uberlegungen nur bis auf eine
additive Konstante bestimmt, siche z.B. Gl. (27). Empirisch wurde von Nernst in 1905
beobachtet dafl die Entropie am absoluten Nullpunkt der Temperatur eine universelle
Konstante ist. Diese Konstante kann daher zweckméfigerweise gleich Null gesetzt werden,
womit der dritte Haupsatz der Thermodynamik besagt dafl

%1{)1% S(T,---)=0, (128)

wobei - - - fiir die anderen unabhéngigen Zustandsvariablen steht. Dieser Satz kann quan-
tenstatistisch verstanden werden wenn es nur einen Grundzustand ergibt, den das System
am absoluten Nullpunkt einnehmen kann. Er kann jedoch verletzt sein wenn der Grund-
zustand entartet ist.

Der dritte Hauptsatz impliziert auch dafl der absolute Nullpunkt nicht durch eine adia-
batische Zustandsdnderung, bei der dS = 0 ist, erreicht werden kann.

Ferner folgt damit mit Gl. (28)

T /
Cy(1T,V,---
S(T,V,--) = 5(0’\/’...)4_/0 %dT’.
Die Konvergenz des Integrals impliziert dann
:}&% Cy(T,---)=0. (129)

Wir konnen weitere Eigenschaften der Warmekapazitéiten ableiten indem wir den Wérme-
austausch folgendermaflen ausdriicken:

oS
5Q = TdS=CydT +T (a_v)TdV

_ _ 95 _ 95 9 9p
5Q = TdS_CPdT+T(ap)po_cpdT+T<8p)TKaT)VdT+<8V)TdV].
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Da dS ein vollstandiges Differential ist, miissen die Koeffizienten von dT" identisch sein,

woraus folgt
0S oS
-0=(5),(5), .

wobei wir die Maxwell Relation (0p/0T)y = (0S/0V)r von Tab. 1 verwendet haben.
Wenn Differentiation von Gl. (128) nach V' oder p mit dem Grenzwert kommutiert, so
folgt daraus

) Cp(T’...) _C’V(T’...) B
lim - =0. (131)

2 Statistische Mechanik

2.1 Mikrozustinde und der statistische Zustandsbegriff

In der klassischen Physik ist ein Zustand zum Zeitpunkt ¢ vollstédndig durch seine generali-
sierten Koordinaten ¢, (t) und die zugehorigen konjugierten Impulse p,(t) charakterisiert,
mit 1 < v < D. Fiir dreidimensionale Bewegung von N Teilchen ist z.B. D = 3N. Die
zeitliche Entwicklung beschreibt dann eine Kurve [g,(t), p,(t)] im Phasenraum. Fiir die
die Dynamik des Systems charakterisierende Hamiltonfunktion H|t,q,(t), p,(t)] ist diese
Kurve gegeben durch die Hamiltonsche Bewegungsgleichungen

0H OH
i, = . Py =— ) 132
Gv=75 P 90, (132)
Falls H nicht explizit von der Zeit abhingt, dann ist die Energie
U = Hlq,(t), pu(t)] - (133)

eine Erhaltungsgrofie, die entlang der Phasenraumtrajektorie konstant ist. Gl. (133) de-
finiert eine 2D — 1-dimensionale Hyperfliche im Phasenraum. Die zeitliche Entwicklung
einer beliebigen Observablen A[t, q,(t), p,(t)] ist dann gegeben durch

%_%+§: OAOH  9ADHY\ _ A
dt ot 0q, Op, Op,0q, ) Ot

v=1

+{A H}, (134)

wobei wir die Poisson-Klammer {A, H} verwendet wurde.
Das Volumenelement des Phasenraums ist gegeben durch

[, da.dp, _ d”qd”p
AS) AQ

dQ = (135)

wobei A2 eine Normierungskonstante ist, die dem Phasenraumvolumen eines Mikrozu-

stands entspricht. Wegen der Unschérferelation AgAp > h nimmt in der Quantenmecha-
nik jeder Mikrozustand das Phasenraumvolumen h” = (27h)? ein so daf

AQ = hP = (27h)P. (136)
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Man verwendet oft das von allen Mikrozustédnden mit Energie kleiner einer gegebenen
Energie U eingeschlossene Phasenraumvolumen,

D D
QH(U):/ dQ:/ dad P (137)
H(quypu)SU H(QU7pu)§U (27Th)

Die Fliache der Energiehyperfliche H(q,,p,) = U ist damit durch die Ableitung dieser
kumulativen Zahl von Zusténden gegeben,

0Ny
o(U) = / do = ——. (138)
H(quypu):U 8U

Von einem Makrozustand weifl man im allgemeinen nicht in welchem Mikrozustand er sich
befindet, da sehr viele dieser Mikrozustdnde mit dem nur durch wenige makroskopische
Zustandsvariablen charakteristierten makroskopischen Zustand kompatibel sind. Man ver-
wendet daher die Dichtematriz oder Phasenraumdichte p(q,,p,) welche die Wahrschein-
lichkeitsdichte im Phasenraum darstellt. Die Wahrscheinlichkeit daf sich die Koordinaten
und Impulse des Systems in den D—dimensionalen Intervallen d”qd”p befinden ist damit

[, da.dp, dPqd’p

Qrh)D p(a, P)Wa (139)

p(qu,pv)

so daf} die Dichtematrix p ein Ensemble von Mikrozustdnden beschreibt. Die Phasenraum-
dichte ist im allgemeinen auf Eins normiert, [ p(q,,p,)d?qd”p/(27h)P =

Der Mittelwert oder FErwartungswert einer beliebigen von Koordinaten und Impulsen
abhéngigen Observablen f(q,p) ist damit

dD dPp
/f q,p)p(a,p (2qh) , (140)

was auch als Ensemblemittel bezeichnet wird. Dies ist zu unterscheiden vom Zeitmittel

T—oo T

= lim _/ .fQV pl/ ] (141)

entlang einer Phasenraumtrajektorie, die den Bewegungsgleichungen Gl. (132) geniigt.
Fiir die Dichtematrix p(q,,p,) gilt die Kontinuititsgleichung

dp
§+V (pv) =0, (142)

wobei v = (g, p,) die Geschwindigkeit der Phasenraumtrajektorie und

dp . Op . 4y | Opu\| _
=t L‘?qu Tt ((‘9% Ton )] T (143)

_ il@p@H_@p@_H+p<02H _PH )}:{p’H}

dq, Op,  Op, Oq, 0q,0p,  0Op,0q,

NE

V.-(pv) =

v=1
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sind, wobei wir die Hamiltongleichungen (132) benutzt haben. Bewegt man sich ent-
lang der Phasenraumtrajektorien [g, (t), p,(t)] so &ndert sich andererseits die Dichtematrix

geméB Gl. (134) fur A = p(q,, p,). Damit folgt aus Gl. (134), Gl. (142) und Gl. (143) das
Liouville Theorem
dp 0

p
= T H} =0, (144)

welches besagt dafl die totale Zeitableltung der Phasenraumdichte entlang der Phasen-
raumtrajektorie verschwindet. Fiir stationdre Ensembles, 0p/0t = 0, ist insbesondere

dp OH  0p OHY _
o H} = Z ((‘9% op,  Op, (‘9%) =0 (145)

Fir p = p[H(qy, py)] ist dies wegen (0p/0q,) = (0p/OH)(0H/0q,) etc. offensichtlich.
Quantenmechanische Zusténde sind durch Dichtematrizen p charakterisiert, die hermi-
tische Operatoren im zugrunde liegenden Hilbertraum sind und deren Spur gleich Eins

ist,
=> pi=1. (146)

Ferner wird in einem Gleichgewichtszustand in der klassischen Gleichung (145) die Pois-
sonklammer mit dem Kommutator ersetzt,

[p, H] = 0. (147)

Ferner sind die Erwartungswerte einer durch einen Operator A reprisentierten Observa-
blen im Zustand p definiert durch

(A) =Tr(Ap) = Z Aijpji - (148)

Wir betrachten nun ein System, das sich mit Wahrscheinlichkeit p; in einem Zustand i
aus N Zustinden befindet, 1 < 7 < N, oder bei dem ein Ereignis ¢ aus N mdoglichen
Ereignissen mit Wahrscheinlichkeit p; eintritt. Wir suchen nun eine Unsicherheitsfunktion
H(py,--+,pn) = H(p;), die folgende Eigenschaften haben soll:

1. H(p;) ist stetig und differenzierbar in allen p;.
2. H(1/N,---,1/N) ist monoton wachsend mit N.

3. Kompositionsregel: H ist invariant unter Zusammenfassung von Zusténden/Ereignissen
zu Teilmengen: Es werden z.B. die Zustdnde 1 < i < j zur Teilmenge M; und die
Zustinde j+1 < i < N zur Teilmenge M, zusammengefasst. Mit den Gesamtwahr-
scheinlichkeiten w; = Zgzl p; und wy = Zﬁ i1 Pi daB einer der Zusténde/Ereignisse

in M; bzw. M realisiert ist und mit den bedingten Wahrscheinlichkeiten p(I)

(3

pi/w; und p§2’ = p;/wy dal Zustand i realisiert ist wenn bekannt ist dal M; bzw.
M, realisiert ist, soll gelten,

H(pla"'ap/\f> =H(wl,w2)+w1H(p§1),-~-,p§1)> +w2H(p§2JZlv"'ap§\2f)) .
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Man kann zeigen daB8 H(p;) durch diese Eigenschaften bis auf eine multiplikative Kon-
stante bestimmt ist und die Form

N
- sz‘ Inp; (149)
i=1

hat. Diese Unsicherheitsfunktion hat zusétzlich folgende Eigenschaften

1. Esist H(p;) > 0da 0 < p; <1 und damit Inp; < 0. Ferner ist H(p;) = 0 genau
dann wenn fiir ein 7 existiert fiir das p; = 1, d.h. man hat bereits maximale Kenntnis
des Systems.

2. H(p;) wird maximiert fiir die Gleichverteilung, p; = 1/N, fiir 1 <i < N, also

Dazu zeigen wir zuerst dafl
N /
Z pi1n b >0
i=1 pi

fir zwei beliebige Wahrscheinlickkeitsverteilungen {pi,---,px} und {p},---, P}
Wir benutzen daf§ Inz > 1 —1/z fiir alle x > 0. Fiir z = 1 ist das offensichtlich und
fir x > 1 hat man dInz/dx = 1/z > 1/2*> = d(1—1/z)/dz sowie dInz/dx = 1/z <
1/:6 =d(1—1/z)/dz fir x < 1. Damit ist ln(pz/pl) > 1 — p;/p,. Multiplikation mit
p; und Summation iiber ¢ ergibt damit ZZ DiIn(pl/pi) > >l (0 —pi) = 0.

Damit kénnen wir nun Gl. (150) wie folgt beweisen:

N N
1 1
HQ/N,-- 1/N) = —zﬁmwnglnwﬂ@;):

_ _ZpllnNJerZlnpﬁsz szl 1/N ()

=1
/
i) -

> [

—~
~—

3. Geniigen die Wahrscheinlichkeiten p; einer Ratengleichung,

dpz Zw]—npj pzzwz—m ) (151)

wobei die Ubergangswahrscheinlichkeiten w;_,; zeitumkehrsymmetrisch seien, w;_,; =

W, S0 kann man eine Version des Boltzmannschen H-Theorems zeigen welches be-
sagt dal dH /dt > 0:

N N
dH d dp
p7a Z g Pilnpi) = = > (1+np)—= i (152)
=1
= = Z w1—>] (1 + lnpl Z wl—)j (lnpz lnpj) > O,
3,j=1 zg 1
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wobei wir im vorletzten Schritt beziiglich ¢, j symmetrisiert haben und im letzten
Schritt benutzt haben, dafl der Logarithmus monoton wéchst. Zeitumkehrinvarian-
te Mikrophysik kann also zu einer Anderung, ndmlich zu einem Anwachsen, der
Unkenntnis iiber eine System fiihren.

4. Der Informationsgewinn bei Beobachtung eines Ereignisses mit Wahrscheinlichkeit
p; ist I(p;) = —Inp; und ist damit umso grofer je kleiner die Wahrscheinlichkeit p;
ist. Man kann demnach die Unsicherkeitsfunktion auffassen als den mittleren Kennt-
nisgewinn bei Eintreten eines der Ereignisse mit der Wahscheinlichkeitsverteilung

{pla e 7pN}7

N
H(p;) = sz' I(pi) .

5. Fiir eine kontinuierliche Phasenraumdichte Gl. (139) kann man Gl. (149) verallge-
meinern zu

H [p(qy,p)] = —(lnp) = — /p(q, p) In p(q, p)%- (153)

Es ist nun naheliegend, die Entropie mit der Unsicherheitsfunktion Gl. (153) zu identifi-
zieren,

S g = Ko [pa )] =~k ) = s [ pla,p) gl p>% C (154)

Diese Definition ist dann auf jeden beliebigen auch Nichtgleichgewichts-Zustand anwend-
bar. In einem Gleichgewichtszustand ist wegen Gl. (150)

S =k max H [p(q,,p,)] =kgln N, (155)

p(‘]u 71171/)

wobei die Maximierung iiber alle mit den in den Argumenten der Entropiefunktion auftre-
tenden makroskopischen Zustandsvariablen kompatiblen Phasenraumverteilungen p(q,, p,)
vollzogen wird und N die Anzahl der mit diesen makroskopischen Zustandsvariablen kom-
patiblen Mikrozustédnde ist. Daraus folgt insbesondere der Gleichverteilungssatz der besagt
daB alle mit dem gegebenen Makrozustand kompatiblen Mikrozustédnde gleich wahrschein-
lich sind.

Die Dichtematrix von Gleichgewichtszustéinden sollte insbesondere nur vom Hamiltonian
H abhéngen. Man kann diese Forderung mit Stabilitdt unter kleinen Storungen der Dy-
namik in Beziehung setzen: In Quantensystemen sollte die Dichtematrix p so beschaffen
sein, daB sich bei Anderung des Hamiltonoperators H um eine kleine Stérung AH' mit
A < 1 die Erwartungswerte von Observablen A zu allen Zeiten nur wenig dndern,

<€i(H+>\H’)tAe—i(H+>\H’)t> _ (A)p‘ < const ||, (156)

p

wobei die Konstante zeitunabhéngig ist. Wir betrachten dazu zwei Félle:
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Das einfachste nichtriviale Quantensystem ist ein System mit nur zwei Zustédnden dessen
allgemeinste Dichtematrix daher nach Pauli-Matrizen o entwickelt werden kann,

1
wobei P ein konstanter Vektor mit |[P| < 1 ist. Der ungestorte Hamiltonoperator sei nun
H = 0. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit konnen wir nun die Storung als H' = o3
wahlen und die Observable
A= ap + 209 + G303

betrachten. Dann folgt
1 . ‘
<A(t)>p - 3 Tr [(1 +P o) (ag + az02 + aso3) 6_2)‘03t] =

1
=3 Tr[(14 P - o) (ap + azos + ag cos(2At)os + ag sin(2Mt)oy)] =
= ag+ Psaz + Pyas cos(2At) + Prag sin(2Xt)

wobei wir Tr(c;) = 0 und Tr(o;0;) = 6;; und die Tatsache, dafi e**?3! eine Rotation um
den Winkel 2\t um die z—Achse ist, verwendet haben. Die Stabilitétsbedingung Gl. (156)
ist nur dann erfillt wenn P, = P, = 0 ist. Wahlt man nun z.B. H' = o, so kann man
analog P, = P3; = 0 zeigen, also insgesamt P = 0, p = %, d.h. die Dichtematrix muss
tatsédchlich eine Funktion von H sein und damit insbesondere einer Gleichverteilung von
Zustéanden gleicher Energie entsprechen.

Als zweites Beispiel zeigen wir in einem Spezialfall dal p = f(H) der Stabilitdtsbedin-
gung geniigt. Wir betrachten einen n—dimensionalen Raum von Eigenzusténden zu einem
Energieeigenwert F eines Hamiltonoperators H mit diskretem Spektrum. Wir wéahlen die
Dichtematrix

1 n
P = n Z i) (il |
i=1

wobei [1;), i = 1,---,n eine Orthonormalbasis von Eigenzusténden ist. Unter einer klei-
nen Storung AH’ sind die Eigenzustinde im allgemeinen nicht mehr entartet sondern
entsprechen anderen Eigenwerten F;(\). Die zugehorigen orthonormierten Eigenzustéinde
|1i(N\)) konnen stetig differenzierbar in A gewéhlt werden. Die neue Dichtematrix

p) = 5 S IOV ()

ist invariant unter der gestorten Zeitentwicklung. Fiir eine beschrankte Observable A mit
A(t) = AN fo=i(HINHDE gilg yp

(A1), = (4),

< [{A®D), = (AW + (A1) = (4),| < const A

mit einer von ¢ unabhéngigen Konstanten, da p(A) stetig differenzierbar ist. Damit ist die
Stabilitatsbedingung Gl. (156) erfiillt.
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2.2 Mikrokanonisches, kanonisches und grof3kanonisches Ensem-
ble

Ein wichtiges Beispiel, das dem Gleichverteilungssatz bei fixierter innerer Energie U
geniigt, ist das mikrokanonische Ensemble py,

_ 0 [H(QV7PV> B U]
pU(QwPu) - (891{/8(])

(157)

Diese Dichtematrix ist auf Eins normiert, Tr (py) = [ pv(q, p)d”qd’p/(27h)?P = 1.

Die Ergodenhypothese besagt dafl das Ensemblemittel Gl. (140) einer beliebigen Observa-
blen f(q, p) im mikrokanonischen Ensemble gleich dem Zeitmittel Gl. (141) ist, ( f) oy = f.
Als Beispiel betrachten wir die Entropie S(U,V, N) des idealen Gases als Funktion der
inneren Energie U, Volumen V', und Teilchenzahl N. Fiir einen rechteckigen Kasten der
Liange L = V'/3 und Molekiilen der Masse m ist der Hamiltonian z.B. gegeben durch

N 2 2 2 2 N

px,i + p J + pz,i (ﬂ-h>

H(gy,py) = H(p,) = ( . ) =573 d (2 4ng,+n2,) ., (158)
i=1 =1

wobei n,; etc. die Quantenzahlen fiir Bewegung der N Teilchen in die drei Richtungen
sind. GeméB Gl. (150) miissen wir die Anzahl N der Mikrozustinde mit H(p,) = U bei
gegebener innerer Energie U berechnen. Nach Gl. (138) gilt

o0
S(U,V,N) =kglno(U,V,N) = kgIn a(f (159)
wobei nach Gl. (137)
VY JSn 42 i 2 ycomu VP YN Y [(2mU)12
QH(U) _ Zz:l(pz,i+py,i+pz,i)g2 U . 3N |:( m ) :| (160)

(2mh)3N B (27h)3N ’
mit Vy(R) dem Volumen einer N —dimensionalen Kugel mit Radius R. Um dies zu
berechnen, schreiben wir Vy(R) = R¥Cy. Wegen [*exp(—a?)dz = 7'/? hat man
(I, 172 o ¥, ) LY = % D 1Y, s = V(1) = N
folgt NCy [, RN~!exp(—R?)dR = «/? und mit der Substitution y = R?,

27TN/2 27TN/2

Cy = %) = )
NN [P yNe-lexp(—y)dy  NT(N/2)

nach Definition der I'=Funktion, I'(z) = [;* 2°~! exp(—z)dz. Damit ergibt Gl. (160)

2V N (2rmU )3N/2

a(U) = 3NT(3N/2)(27h)*N (161)
und damit nach Gl. (159)
B VN (2rmU )3N/2
SW,V,N) = ksln | e e (162)
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Mit Hilfe der fiir N > 1 giiltigen Stirlingschen Formel

InT(N) ~ (N —1)In(N-1)— (N—1)~NInN — N (163)

) . (164)

Allerdings ist diese Grosse nicht extensiv, da das Argument des Logarithmus proportio-
nal zur Stoffmenge ist ! Wir haben bei der Abzédhlung der Zusténde vergessen, daf§ die
einzelnen Molekiile quantenmechanisch ununterscheidbar sind ! Wir miissen daher das Ar-
gument des Logarithmus in Gl. (162) durch den Gibbschen Korrekturfaktor N! dividieren

und erhalten damit mit Hilfe von GIl. (163)
Vo (drmUN\? (165)
(2rh)® N \ 3N '

Dies stimmt schlieflich mit der im Rahmen der phdnomenologischen Thermodynamik
erhaltenen Gl. (67) iiberein, wobei wir nun auch die Konstante sy erhalten haben !

Das Auftreten des Gibbschen Korrekturfaktor lasst sich auch mit Hilfe des Gibbschen
Paradozons demonstrieren: Ein abgeschlossenes System sei durch eine Trennwand in zwei
Teile der Volumina V4 und Vg aufgeteilt, die mit idealem Gas der Teilchenzahl N4 bzw.
Np unter gleichem Druck p und Temperatur 1" gefiillt sind. Mit U = %N kgT erhalten wir

und mit U3N/2-1 ~ U3N/2 folgt schlieBlich

S(U,V,N) = Nk (g +1n

Vo (drmU\Y?
(2wh)3 \ 3N

S(U,V,N) = Nk (g +1In

S(T,V,N) = Nkg (g +1In {# (27rmk;BT)3/2D (166)

D V

(2rmkgT)” 2} ) : (167)
fiir die unkorrigierte Entropie Gl. (164) bzw. die korrekte Entropie Gl. (165). Vor Heraus-
nahme der Trennwand ist die Gesamtentropie S§§2 = S(T,Va,N4)+ S(T, Vg, Ng). Nach
Herausnahme der Trennwand ist die Gesamtentropie S\ = S(T, Va+ Vi, Na)+S(T, Va+
Vg, Np) wenn es sich um zwei unterscheidbare Gase handelt und St((l)t) = S(T,Va+Vp, Na+
Np) fiir identische Gase. Verwendung der unkorrigierten Entropie Gl. (166) ergibt dann
fiir die als Mischentropie bezeichnete Entropiedifferenz zwischen Anfangs- und Endzu-

stand Vi+V, Vi+V,
A B A B

Npkp 1
v, BT

unabhdngig davon ob die Gase unterscheidbar oder nicht sind | Fiir identische Gase
sind aber Anfangs- und Endzustand identisch und sollten damit gleiche Entropie ha-
ben, Sy, = 0. Dies ist als Gibbschen Paradoxon bekannt. Es wird gelost durch Verwenden
der um den Gibbschen Faktor korrigierten Entropie Gl. (165). Fiir unterscheidbare Gase
gilt dann nach wie vor Gl. (166), aber fiir identische Gase ist aufgrund des Druckgleichge-
wichts VA/NA = VB/NB = (VA—I—VB)/(NA—l-NB), (NA+NB) In [(VA + VB)/(NA + NB)] —
NsIn(Va/Na) — Ngln(Vg/Np) = 0 und damit Sy, = 0, wie es sein muss.

Sy =S8 — 80 — Nukpln

(168)
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Allgemein gilt fiir ein System bestehend aus N Teilchen, die sich im dreidimensionalen
Ortsraum bewegen folgende Aussage: Wenn die Hamiltonfunktion H(r;, p;) symmetrisch
unter Austausch der Ortskoordinaten r; und Impulse p; von beliebigen Paaren von Teil-
chen ist, d.h. wenn

H(rpy,- -, rpn,PpP1, -+, PpN) = H(r1, -, TN, D1, -, PN) (169)

fiir beliebige Permutationen P, so ist der Gibbsche Korrekturfaktor anzuwenden, d.h. der
Phasenraum ist gegeben durch

HiNzl dr?dp?

A= Ny

(170)
Zum Beispiel erfiillt ein System von nicht-relativistischen Teilchen der Masse m, die iiber
eine Zentralkraft mit dem Potential V(r) = V(r) miteinander wechselwirken,

N
H(r;,pi) = Z ﬁ t3 V(ri —ry), (171)
=1 1

1,)=—
die Bedingung Gl. (169). Die nicht-wechselwirkenden Teilchen eines idealen Gases Gl. (158)
sind davon natiirlich ein Spezialfall.

Wir betrachten nun wieder ein System, das an ein Wéarmebad konstanter Temperatur T
gekoppelt ist so dal System und Warmebad zusammen ein abgeschlossenes System bilden.
Groflen, die das Warmebad und das Gesamtsystem charakterisieren versehen wir wieder
mit den Indizes b. bzw. tot, wihrend die innere Energie des Systems in einem Zustand ¢
mit U; bezeichnet wird. Dann ist insbesondere die Gesamtenergie konstant,

Ui + Uy = Usor - (172)

Nach dem Gleichverteilungssatz muss die Wahrscheinlichkeit p; dafl sich das System in
einem Mikrozustand ¢ mit innerer Energie U; befindet proportional sein zur Anzahl der
Mikrozustéinde des Wirmebads mit Energie Ui — Uj,

pi X op(Up) = 01, (User — Ui) - (173)

Wegen U; < Ui, konnen wir Taylor-entwickeln,

aS, U, U
=2t =L 174
U ks kgT’ (174)

wobei wir GL. (159) und Gl. (63) verwendet haben. Da o1,(Uiot) eine Konstante ist, folgt
nun sofort
oo -4)
= , 175
p 7 (175)

wobei die Normierungskonstante Z die Summe der Wahrscheinlichkeiten auf Eins nor-
miert. In kontinuierlicher Schreibweise erhalten wir daraus die kanonische Phasenraum-

dichte 8 y
€Xp |— qv,Pv
pk(pru) = 7 s (176)

lngb(UtOt — Uz) — lnab(Utot) ~Y ——

38



wobei wir die bereits von Gl. (25) bekannte Abkiirzung 5 = 1/(kgT’) verwendet haben.
Dabei ist in diskreter bzw. kontinuierlicher Form die in Gl. (175) bzw. Gl. (176) verwendete
Normierungskonstante

= S e (-50) ~ [ i e =B (77)

als Zustandssumme bekannt, die {iber alle Zusténde des Sytems lauft. Wenn D = 3N und
die Teilchen ununterscheidbar sind, so muss Z noch durch N! dividiert werden. Aufgrund
von Gl. (137) und (138) kann dies auch als

Z(8) = /0 " o(U) exp (—BU) dU (178)

durch die Zustandsdichte o(U) ausgedriickt werden. Diese Relation kann durch eine La-
placetransformation auch nach o(U) aufgelést werden: Wir schreiben § = 3, + i; in der
komplexen Ebene. Wegen fﬁrﬂoo exp[B(U — U)JdB =i [~ exp[(B, +if;)(U' = U)dp; =
exp|[B (U = U)12mid (U’ — U) =2mi6(U’ — U) gllt

1 ﬁ'r +ic0o

o(U) =5~ exp(BU)Z(B)dp , (179)
T J B, —ico

wobei 3, > 0 gewéhlt werden muss um Analyzitéit des Integranden der Energie-Integration
in Gl. (178) zu gewéhrleisten.
Wegen ihrer Wichtigkeit wollen wir die kanonische Phasenraumdichte in der Form GI. (175)
noch einmal anders herleiten: Dazu maximieren wir die Unsicherheitsfunktion Gl. (149)
unter den Nebenbedingungen ) .p; = 1 und U = (U;) = >, p;U;. Letztere Bedingung
besagt dafl die mittlere innere Energie des Systems vorgegeben ist. Nach Einfithrung von
Lagrange Multiplikatoren A und S suchen wir ein Extremum der Funktion

f(pi, A, B) = szlnpﬁ)\ (1 —ij> +8 (U— ijUj> .

Nullsetzen der Ableitungen nach A und g gibt die Nebenbedingungen zuriick, die an
einem Extremum damit automatisch erfiillt sind. Nullsetzen der Ableitungen nach p;
ergibt —Inp;, — 1 — XA — BU; = 0 und damit

_ exp (=pUy)

mit der Zustandssumme

Z =exp(l+ )= Zexp —B8U;)

Der Lagrangeparameter 8 wird dann durch die Gleichung

. Zz U; exp (_ﬁUi)
U= Z

(180)
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festgelegt, welche fiir min(U;) < U < max(U;) eine eindeutige Losung hat. In der konti-
nuierlichen Schreibweise von Gl. (178) ist

Sy Us(U) exp (=BU)dU"  9lnZ

u Z R

(181)

Einsetzen der kanonischen Verteilung Gl. (176) in Gl. (154) ergibt aufgrund der Normie-

rung von Pk(%apu)
S(B,V,N) = kpBU + kg In Z, (182)

wobei U die iiber das kanonische Ensemble gemittelte innere Energie aus Gl. (180) ist.
Damit konnen wir 5 = 1/(kgT’) noch einmal expliziert verifizieren: Aus Gl. (181) folgt
wegen Gl. (182) 1/(kgT) = (0S/0U)/kg = U(95/0U) +  — U(0B/0U) = (3. SchlieBlich
folgt aus GIl. (182)

F(I,V,N)=U TS = —ksTIn Z. (183)

Diese Gleichung im kanonischen Ensemble entspricht Gl. (159) im mikrokanonischen En-
semble.

Betrachten wir nun ein System bestehend aus N nicht-wechselwirkender Teilchen dessen
Hamiltonfunktion die Summe von Ein-Teilchen Hamiltonfunktionen ist,

H(r;, p;) Zh (ri, i) - (184)

Dann ist die Zustandssumme gemé&f Gl. (177) mit dem Phasenraum fiir ununterscheidbare
Teilchen GI. (170)

1Y, dPrid®p; N B, d?’pl
Zrvin = [N evlsntap = 1 / exp [ (.. pi)] =
1
= N [Z(T,V, 1)] (185)
wobel die Zustandssumme fiir ein Teilchen durch
d?’rid?’pi
2r.v1) = [ GER exp [-Bh(r. ) (156)

gegeben ist.
Wir betrachten nun noch den Fall des groffkanonischen Ensembles in dem mit dem Re-
servoir auch Teilchen ausgetauscht werden konnen. Zusitzlich zu Gl. (172) haben wir

dann
N + Ny, = Nigt (187)

wo die Teilchenzahl im betrachteten System mit N bezeichnet wird. Die Wahrscheinlich-
keit p; y dafl sich das System in einem Mikrozustand ¢ mit innerer Energie U; und Teil-
chenzahl N befindet ist dann proportional zur Anzahl der Mikrozustéinde des Warmebads
mit Energie U, — U; und Teilchenzahl Ny — N

biN X Ub(Ub> Nb) = Ub(Utot — Ui, Niot — N) . (188)
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Mit U; < Ugor und N < Nyop wird die Taylor-Entwicklung Gl. (174) nun erweitert zu
anb(Utot Ui, Niot — N) lnab(Utotthot) =~

dln oy, Jlnoy 8, U;  0S, N
=g Vo Mol = =5 (U NN = = 57 g~ O by —
UZ' - ,uN
T knT 1
kT (189)

wobei wieder Gl. (159) und Gl. (63) verwendet wurden. Damit folgt

U;—uN
exp (— i )
PiN = = =z (190)

wobei die Normierungskonstante Z die Summe der Wahrscheinlichkeiten auf Eins nor-
miert. In kontinuierlicher Schreibweise erhalten wir daraus die groflkanonische Phasen-

raumdichte B (H( ) V)
€xXp |— qQv,yPv) —
pur(u: 1) = Fre 2 (191)

Dabei ist in diskreter bzw. kontinuierlicher Form die in Gl. (190) bzw. Gl. (191) verwendete
Normierungskonstante

Z(Bpw) = > exp[=B(U; — pN)] Z/dqudgN exp [=B (H(qy,pv) — uN)| =

N=0 1

[e.e]

> {exp (kBLT)]N Z(T,V,N), (192)

N=0

als grofflkanonische Zustandssumme bekannt, die {iber alle Zusténde des Sytems bei gege-
bener Teilchenzahl N und iiber alle Teilchenzahlen N lauft. Das Gewicht der Zustidnde
mit /N Teilchen ist dabei die N—te Potenz der Fugazitdit

2 = exp (Bu) = exp ( k“T) (193)

Wenn die Teilchen ununterscheidbar sind, so muss das Phasenraumintegral noch durch
N! dividiert werden. Wenn in diesem Falle die Teilchen auch nicht wechselwirken, so
vereinfacht sich wegen Gl. (185) die groflkanonische Zustandssumme weiter zu

Z(8,V,p) = exp |z Z(B,V,N = 1)] . (194)

Einsetzen der groflkanonischen Verteilung Gl. (191) in Gl. (154) ergibt aufgrund der Nor-
mierung von pgr(qy, py)

S(B,V,pu) = kspU — kpBuN + kgln Z, (195)

wobei wir unter U und N nun die iiber das groflkanonische Ensemble gemittelte innere
Energie bzw. Teilchenzahl verstehen. Schliesslich folgt aus Gl. (195) und (123)

ST, V,u) =U —TS — uN = —pV = —kgTIn Z . (196)

Diese Gleichung im grofilkanonischen Ensemble entspricht Gl. (183) im kanonischen En-
semble.
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2.3 Fluktuationen

Die Wahrscheinlichkeit einer kleiner Fluktuation um einen Gleichgewichtszustand in ei-
nem abgeschlossenen System ist gegeben durch

w o< exp(ASiet/kB) , (197)

wenn ASi,y < 0 die damit verbundene Entropieverminderung ist. Wir wollen klassische
Fluktuationen betrachten, die grofl im Vergleich zu Quantenfluktuationen sind. Aufgrund
der Unschérferelation AUAt > h zwischen Energie- und Zeitfluktuationen muss deshalb
AU > h/At gelten, und damit wegen 0S/0U = 1/T

h
AS > o (198)

WEeil Fluktuationen klein sein sollen, AS < kg, folgt

kgT > Ait , oder At > kBiT . (199)
Oft werden wir uns fiir Fluktuationen in einem kleinen Teilbereich eines Systems inter-
essieren. In diesem Fall ist das Teilsystem nicht vom Rest des Systems isoliert und es
ist zweckméssig, es als ein in einem Warmebad befindliches System zu betrachten, des-
sen mittlere Temperatur 7" und mittlerer Druck p vorgegeben sind. Ferner nehmen wir
zundchst an daf§ die Teilchenzahl des Systems konstant ist. Wenn keine Arbeit geleistet
wird, dann gilt nach Gl. (120) und (122)

o _AG . AU —TAS + pAV (200)
w o< exp T ) = Xp T :
Wir entwickeln nun AU(S, V') bis zur zweiten Ordung,
oU oU 1(0*U . 0*U U -,
AU = %AS—F WAV—F 3 (wAS —i—QasavASAV—i— WAV ) .

Wegen 0U/0S =T und 0U/0V = —p folgt

1 (0*U , , 0*U *U .,

AG = 5 <ﬁAS +2858VASAV+ WAV ) =

1 oUu oU 1

und damit nach Gl. (200)
ApAV — ATAS
W X exp < T ) . (201)

Man beachte daf} sich alle fluktuierenden Grofien auf das Teilsystem beziehen, wéihrend
Temperatur und Druck des sehr viel grofleren Wiarmebads natiirlich nicht nennenswert
fluktuieren.
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Wiéhlen wir 7" und V' als unabhéngige Variablen, so ist

oS a5 Cy Op
AS = () AT+ (22) Aav=Var4+ (L) A
8 (aT)V *(aV)T V=7 *(aT)V v

([ Op dp
Ap = (aT)VAT—i-(aV)TAV,

wobei wir die Definition von Cy und die Maxwell Relation fiir (05/0V )y von Tab. 1
verwendet haben. Einsetzen in Gl. (201) ergibt

W o exp {—yivp (ATY? + %LT (g—S)T(Avf] | (202)

oder
or = (AT)? = (g—i)mT, (203)
oy = (AV)H? = [—kBT (%)T} " (ks TVrr)7? . (204)

mit der Kompressibilitit kp = —(0V/0p)rn/V. Da diese Ausdriicke positiv definit sind,
folgt auch nocheinmal Cy > 0 und (0V/0p)r < 0. Da im Exponenten in GIl. (202)
kein Mischterm oc AT AV vorkommt, sind die Fluktuationen von 7" und V' insbesondere
statistisch unabhéngig, d.h.

(ATAV) =0. (205)

Wihlen wir nun S und p als unabhéngige Variablen, so ist

1% oV 1% oT
AV = — ) Ap+|— ] AS=—) Ap+|— ] AS
<8p)s v <8S)p (8p)s v (8p)s

oT oT T oT

wobei wir die Definition von C), und die Maxwell Relation fir (0V/0S), von Tab. 1
verwendet haben. Einsetzen in Gl. (201) ergibt

W o exp {%LT (%—Z)S (Ap)’ — %; - (AS)2] , (206)

oder
os = (A8 = (g—)/ (207)
= (@) = [rr(2) ] (205)

woraus auch C, > 0 folgt. Ferner sind die Fluktuationen von S und p statistisch un-
abhéngig, d.h.
(ASAp) =0. (209)
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Mit den so abgeleiteten Relationen kann man auch die Fluktuationen von abhingigen
Variablen berechnen. Zum Beispiel sind die Fluktuationen der inneren Energie gegeben
durch

(AU) = <g—g)T AV + (g—g) ) AT = [T <g_5”)v . p} AV + CyAT, (210)

wobei Gl. (30) verwendet wurde. Mit Hilfe von Gl. (203), Gl. (204) und (205) folgt sofort

of = ((AU)?) = — {T (g—f;)v — p] 2 ksT (%—‘;)T + CyksT?. (211)

Falls das Volumen konstant gehalten wird, AV = 0, folgt
(ov)y = (Cyks)' T (212)

Man beachte dafl wegen C'y, o< N die relativen Fluktuationen fiir groffe Systeme gegen Null
gehen, o7 /T o« N7Y2 oy )V o N™V2 o, JU o N2 65/S o« N~Y2 und 0,/p x N~Y/2.
In diesen Grenzfall werden mikrokanonisches, kanonisches und groflkanonisches Ensemble
somit identisch.

Wenn Volumen und Teilchenzahl oder Volumen konstant gehalten werden, kénnen Fluk-
tuationen auch direkt aus dem kanonischen bzw. grofikanonischen Ensemble berechnet
werden. Wir fithren dies zunéchst fiir die Fluktuationen der inneren Energie aus bei kon-
stantem Volumen und konstanter Teichenzahl: Aus Gl. (181) folgt

2

ou 1 [ 1 0
9B —5/0 U0 (U) exp (=pU) dU+—5 (/0 Uo(U) exp (—BU) dU) = —((AU)%)
und somit
2\1/2 ou\'? ou i /2
(ov)yy = ((AU)") " = (‘@) = |kgT? <8—T)V,N = (Cyvkp)'?T,

was mit Gl. (212) iibereinstimmt.

Aus dem groflkanonischen Ensemble leiten wir nun noch die Fluktuationen der Teilchen-
zahl fiir ein System ab, das bei konstanter Temperatur und chemischem Potential gehalten
wird. Nach Gl. (190) und (192) gilt fiir die mittlere Teilchenzahl

1 kBT(aZ)
Ny=S"Npiy==3 Nexp[—B(U; —uN)] = 2= (£2)
(N) ZN piN ZZN p=AW N =25, )

Analog ist

B 1 (kgT)?0?Z _
(N?) = ;szi,]v—E%Nzexp[_B(Ui_ﬂN>] ( Z a—ﬂz)m—

) ;;BZT & iN»L,V N kT (%W)Ty .
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Daraus folgt schlieBllich

/2

1/2
on = ((AN)?)Y"" = | kT (%]/j))”] . (213)

Wir driicken nun noch die Ableitung (0 (N) /Op)ry durch die Kompressibilitat wr
—(0V/0p)rn/V aus. Mit Hilfe der Gibbs-Duhem Relation Gl. (72) in der Form du
vdp — sdT folgt zundchst (Op/ON)ry = v(dp/ON)rv. Da ferner p(T,V, N) eine intensive
Grofe ist kann man ferner leicht zeigen da (Op/ON)ry = —(V/N)(Op/OV )rn, so daB

schliellich )
1
oy __(VY'(a) _Vvo1 o
ON )y N vV )ry Nk
Damit kann man Gl. (213) in der Form
T\ M2
oy = N <B7/<T) , (215)

woraus ersichtlich ist dafi auch hier o /N oc N='/2 indirekt proportional zur Wurzel der

Stoffmenge ist. Dies gilt allerdings nur wenn x7 endlich bleibt. An einem Phaseniibergang
erster Ordnung ist aber k7 — oo, da wir im Rahmen der Maxwell-Konstruktion gesehen
haben, daf§ sich bei Phasenkoexistenz das Volumen bei gleichbleibendem Druck verdndern
kann. In diesem Falle wird oy also vergleichbar mit N.

Ein System der Masse M kann sich auch als ganzes mit Geschwindigkeit v bewegen, was
bei konstanter Entropie und Volumen geméf Gl. (200) mit der Wahrscheinlichkeit

w o exp (— Me? ) . (216)

2kgT
Dies entspricht einer mittleren Geschwindigkeit (v) = 0 und
kgT
2 B
= —, 21
W= (217)
2.4 Virialsatz

Wir betrachten eine Phasenraumdichte p(q,, p,), die nur von der Hamiltonfunktion abhéngt,
p = f(H). Dann ist

F(H) = — /H " pHan (218)

eine Stammfunktion von f(H). Sei nun u; eine der Koordinaten ¢, oder einer der Impulse
p,. Damit betrachten wir Erwartungswerte der Form

OH\ OH (qu,pv) _/ OF [H(qw:p)] .y
<uZan> = /p[H(qy,py)]ulian dQ) = ul—am dQ) =

= _/F[H(QVapu)] dQ’ (219)
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wobei wir im letzen Schritt partielle Integration in u; durchgefithrt haben unter der An-
nahme verschwindender Randterme. Das Ergebnis hidngt nicht von ¢ abhingt. Fiir das
mikrokanonische Ensemble Gl. (157) wird aus Gl. (218)

1 ..
FU(H):{_W fuI'H<U

0 fir H >U (220)

Damit wird aus Gl. (219)

OH Qp(U) N AN ) A kg
TN = ~ = ——— =kgT 221
<”’aui> (0 /00 ( au ) au gsjen Ml (22

wobei wir den Grenzfall groler Systeme betrachtet haben, fir den Qg (U) ~ o(U) gilt,
und Gl (159) und (66) verwendet haben. Fiir das kanonische Ensemble Gl. (176) wird
aus Gl. (218)

Pk [H(ql/7pl/)] _eXp(_ﬂH)

F(H)=— 5 = 5z (222)
Damit wird aus Gl. (219)
OH 1
<u%> =5 [l a0 = ke (223)

in Ubereinstimmung mit G1. (221).
Wenn die kinetische Energie die iibliche quadratische Form Gl. (158) hat, so ist

1 ou
U in a va
SRR
woraus folgt
3
(Ukin) = 5 NksT, (224)

unabhédngig von der Form etwaiger Wechselwirkungen. Analoges gilt fiir die potentielle
Energie U, wenn diese ebenfalls eine quadratische Funktion der Koordinaten ist. Ande-
rerseits gilt fiir eine Coulomb-artige Wechselwirkung der Form Upop o< 3, [1; — r;|~!in

Gl (171)

oU
Upot = - Z an s (225)

v=1

womit fiir den Fall Gl. (224) fiir die Gesamtenergie folgt

(U) = —gNkBT. (226)

Diese Gleichung hat Anwendungen in der Astrophysik und Kosmologie von gravitativ
gebundenen Systemen. Beachte dafi damit Potentiale o< 1/r wie die Gravitation oder die
Elektrostatik zu einer negativen Wéarmekapazitét fithren !
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2.5 Ideale Quantengase

Wir betrachten nun die Quantenmechanik von Systemen bestehend aus N nichtwech-
selwirkender Teilchen deren Hamiltonoperator H sich analog zu Gl. (184) als Summe
identischer Einteilchen-Hamiltonoperatoren schreiben lésst,

N
H(r1>"'>rNap1>"'apN):Zh(riapi)' (227)

i=1

Die Einteilchen-Zusténde seien charakterisiert durch eine Quantenzahl n welche fiir einen
drei-dimensionalen Ortsraum im allgemeinen aus drei Komponenten besteht und welche
Eigenzusténde des Einteilchen-Hamiltonians sind,

h(r,p)¢n(r) = entn(r). (228)

Diese Eigenzustinde konnen als Orthonormal-Basis gewéhlt werden, d.h.
(n'[n) = / L (1) n () dr = G | (229)
wobel wir im ersten Ausdruck die Dirac-Schreibweise verwendet haben. Sind die Teilchen

unterscheidbar, so ist der Hilbertraum Hy der N—Teilchenzustédnde gleich dem Tensor-
produkt des Einteilchen-Hilbertraums H1,

N
Hy = QM.
=1

Die zugehorigen Energie-Eigenzustéande sind
N
¢Q(r17 ) rN) = Hwnz(rl)
i=1

N
H(r;,pi)tn(r;) = Upthy(r) mit U, = e, (230)
=1

wobei wir die N—Teilchen Quantenzahl

n=(ng,---,ny) (231)

eingefiihrt haben. Samtliche N—Teilchen-Wellenfunktionen koénnen in die Basiszusténde
Gl. (230) entwickelt werden, welche auch orthonormal sind,

< |n - 5n 1 H(Sn’ n; - (232)

Der Hamiltonoperator Gl. (227) vertauscht mit dem unitéren Permutationsoperator
U(P)(ry, -, rn) = (rp1,- -, TpN). (233)
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Die Projektoren

P, = %ZU(P) (234)
P = %Zsign(P)U(P), (235)

angewandt auf die Zustdnde GIl. (230), fiihren daher zu Energie-Eigenfunktionen, die
symmetrisch bzw. total anti-symmetrisch unter Permutationen von Einteilchen-Zustdnden
sind. Diese Zustdnde sind daher vollstdndig durch die Besetzungszahlen

Nu(n) =#{ic{l,---,N},n; = n} (236)

der Ein-Teilchenzusténde 1, charakteristiert, fiir die natiirlich > Ny(n) = N gilt. Wir
konnen daher schreiben

1
(N'TT, Na)'?
1

(N = w{—Nn}(rl,---,rN):W;sign(lj)wnm(rl)--~wnPN(rN), (238)

(NG} = Wy () = S g (1) - U (ry)  (237)

wobei es gleichgiiltig ist, ob die Permutation auf den Index oder das Argument der
Ein-Teilchen Wellenfunktionen angewandt wird. Der anti-symmetrische Zustand hat die
Form einer Determinante und ist auch als Slater-Determinante bekannt. Es ist offen-
sichtlich, dal die Besetzungszahlen N, in einem total anti-symmetrischen Zustand nur
0 oder 1 sein konnen, widhrend symmetrische Zusténde beliebige nicht-negative ganz-
zahlige Besetzungszahlen fiir jeden Einteilchenzustand aufweisen kénnen. Daraus erge-
ben sich auch die Normierungsfaktoren in Gl. (237): Fiir den anti-symmetrischen Zu-
stand sind alle N! Zustdnde in der Summe orthonormal. Fiir den symmetrischen Zustand
sind die [], Nn! Permutationen der Einteilchen-Zusténde mit der gleichen Quantenzahl
n unter der Summe identisch, wihrend die N!/(J], Nn!) moglichen Aufteilungen der
N, Einteilchen-Zusténde zu den Quantenzahlen n auf die verschiedenen Teilchen zu or-
thogonalen Zustinden fithren, weshalb das Quadrat der Norm der Summe in [{N,})"
gleich (N!/ [T, Na!) (IT, Na!)? = NI, Na! ist. Fiir das Phasenraumvolumen € (U)
und Q5 (U) der symmetrischen bzw. anti-symmetrischen Zusténde folgt daraus weiterhin,
daf

N!
Qb (1) = /H HI}V! do, (239)

(QmPV)SU

und QU (U)
0 (U) < =5~ < Q). (240)

wobei d2 und Qg (U) das Phasenraum Volumenelement Gl. (135) bzw das Phasenraum-
volumen Gl. (137) fiir unterscheidbare Teilchen ist. Dabei gilt in Gl. (240) fiir sehr hohe
Energien U, wenn die Besetzungszahlen sehr klein sind, ndherungsweise das Gleichheits-
zeichen.
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Die groflkanonische Zustandssumme fiir die klassische Maxwell-Boltzmann Verteilung in
diskreter Schreibweise ist

{oo} < [eAlen=]
ZMB Z H exp [_BZNH(EH_“)]:H(ZT>:
{Nn=0} n n Nnp=0 n
= Hexp [z exp (—fen)] = exp [ Zexp —Bén ] =
= exp[zZ(B,V,N=1)], (241)

wobei in der ersten Summe {iber die Besetzungszahlen aller Einteilchen-Zustdnde sum-
miert wird und der kombinatorische Faktor gleich dem Produkt der Anzahl der N!/ ([],, Na!)
moglichen Aufteilungen der V,, Einteilchen-Zustéinde zu den Quantenzahlen n auf die N
verschiedenen Teilchen und dem Gibbschen Korrekturfaktor 1/N!ist. Das Resultat stimmt
natiirlich mit Gl. (194) tiberein.

Im Rahmen der Quantenmechanik und der Quantenfeldtheorie miissen jedoch alle Zusténde
entweder symmetrisch oder anti-symmetrisch unter Teilchenaustausch sein, was Bosonen
bzw. Fermionen entspricht. Im groflkanonischen Formalismus ist der Hilbertraum damit
die Summe iiber alle N—Teilchen Hilbertraume,

o

W =P (PHy)

N=0
mit zugehorigen Zustéinden [¢) = Y X_,[tn), wobei die Komponenten |¢y) die oben
diskutierten N —Teilchen Zustédnde sind. Das zugehorige Skalarprodukt ist

oo

W)y = (Wlpn) -

N=0

Man kann auf diesem Hilbertraum Vernichtungsoperatoren a(¢)) und die adjungierten
Erzeugungsoperatoren a'(¢), die jeweils ein Teilchen mit der Einteilchenwellenfunktion
1 (r) erzeugt bzw. vernichtet, wie folgt definieren:

la()nia] (1, -+, 1)

(N + 1)1/2 /wT(r)@bNH(r, r,---,ry)d’r, (242)

N
[af (W)ona] (x1,- - 1n) = NWZ (1) h(r) oy (re, - B4y -+, Ty, (243)
wobei Yy € Hy jeweils eine N—Teilchenwellenfunktion mit N > 0 sei, + wieder auf
Bosonen bzw. Fermionen zutrifft, und der Hut iiber r; in der zweiten Gleichung bedeu-
tet, daB diese Variable ausgelassen wird. Wir wollen nun den Kommutator [a(1), a(¢)]
berechnen, indem wir seine Wirkung auf eine beliebige N —Teilchen Wellenfunktion ¢y,
N > 0, untersuchen:

[a()al (@)on] (1, ry) = (N + 1)1V2 / $1() [af ()ew] (e, o) =
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N

= () Yn(ry, - 1) Z(il)i_lw'(ri)/W(r)iﬂw(r,rl, NS FARERIS STk

=1

7 Do) ) [ (e, ) =

[aT(wf)a(zﬂ)wN] (ry,---,ry) =

N
= Z(il)i‘ltb’(ri)/W(r)wzv(r,rl,---,f"i,---,rN)dsr.
i=1

Daraus und aus Gl. (242) folgt sofort
[a(),al ()], = (bl (244)
[a(),a(¥)]; = 0, (245)

wobei [A, B]. = AB ¥ BA der Kommutator bzw. Anti-Kommutator fiir Bosonen bzw.
Fermionen ist. Wir wenden diese Relationen insbesondere auf die Energie-Eigenzustéinde

¥, an und erhalten mit a, = a(y), al, = al(y)) aus Gl. (244)
[an, a” = Opn (246)
:F
[an; aw] = 0. (247)

Daraus folgt
anraIlan = Opn'Gn £ aLanran = dnn'Qn + aLanan/

und damit
[an/, aLan] = Op,n/0n , (248)

fiir den Kommutator [A, B] = [A, B] = AB — BA, so daf} wir
Nn = ailan (249)

als Anzahloperator fiir den Zustand n identifizieren kénnen. Der Gesamtanzahloperator
ist damit natiirlich
N=> Na. (250)

Den Hamiltonoperator konnen wir damit schreiben als

H=> eNa, (251)
woraus auch die Kommutationsrelationen

[an, N] = an (252)

[an, H] = €nan (253)

folgen. Wir kénnen nun Erwartungswerte im groflkanonischen Ensemble geméafl der allge-
meinen Gl. (148) betrachten,

Tr [aT ane_ﬁ(H_“N)} Tr [aL,e_ﬁ(H‘“N)an(ﬁ)]

rl/

<aL,an> = = = = (254)
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mit
() = PN g = B) (255)
Dieser Operator geniigt der Differentialgleichung

9
op

mit der Anfangsbedingung a,(0) = ay,, wobei wir im zweiten Schritt die Kommutations-
relationen Gl. (252) verwendet haben. Diese Differentialgleichung hat die Losung

an(B) = —[an(B), H — pN| = —(en — pt)an(B) ,

an(B) = e Plea=mg, (256)

Damit folgt aus der Invarianz der Spur in Gl. (254) unter zyklischer Vertauschung die
Kubo-Martin-Schwinger (KMS)-Relation

<a11,an> = e Alen=m) <anaL,> . (257)
Aus den Vertauschungsrelationen Gl. (246) folgt schliefilich

1
(aktn) =t exp[Blen—m]F1

5n,n’ <Nn> . (258)

Die groffkanonische Zustandssumme fiir Bosonen bzw. Fermionen ist dann gegeben durch

= - Yo -5;Nn<en-u>] :H(z [e—ﬁ&n—mwn) _

{Nn} n Nn

_ [T, [1 — e Plenm] ! fiir Bosonen
[T, [1 4 e Plenm] fiir Fermionen

(259)

wobei die letzte Identitdt aus der Tatsache folgt dafl fiir Bosonen die Summe {iber 0 <
N, < oo und fiir Fermionen tiber 0 und 1 1duft. Daraus erhilt man wiederum die mittleren
Besetzungszahlen,

1 1
_ _ . (260
= (I e | E et N R R

wobei z wieder die Fugazitiat von Gl. (193) ist. Ferner gilt natiirlich aufgrund von Gl. (124)
und (195)

OlnZ 0P
N(T,V,u) = (N) = Np) = kgT =— — , 261
TV = (N) = S ) = bt =] == T (261)
wie es sein muss, und
OlnZ opP
UT,V,u) =({U) = €n (Np) = — = — ) 262
V) =) = Fen ) == 5| =G| (262)

n
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Es geniigt also im folgenden, das groflkanonische Potential

O(T,V,p) = —pV = —kpTIn Z = kT Y In [15 e )] (263)

zu berechnen, wobei wir Gl. (196) und (259) verwendet haben. Im Limes grofler Volumina
konnen wir dabei die Zustandssumme iiber freie Einteilchen- Zusténde in Analogie zu
Gl (160) fiir N = 1 schreiben als

Zn:—>{n:0}+%/d3pz{n:0}+2—‘;2/000dpp2, (264)

wobei der diskrete Grundzustand n = 0 eventuell separat zu betrachten ist.

2.6 Das ideale Bosegas

Wir betrachten zunéchst das ideale, nicht-relativistische Gas von Bosonen der Masse m.
Unter Verwendung der kinetischen Energie ¢ = p*/(2m) als Integrationsvariablen wird
dann aus Gl (263) mit Gl. (264)

ks TV o0 »
O(T,V,z) = (2];)%3 (Qm)3/2/0 €/?1n [1—ze 7] de+ kgTIn(1 — 2) =
V(2m)3/2 0 63/2
= — d kT In(1 — 2
67m2h3 / z7lexp(fe) — 1 €+ hpT'In( 2), (265)

wobei im zweiten Ausdruck partiell integriert wurde und der letzte Term den Beitrag
des Grundzustands, € = 0, darstellt. Dieser Ausdruck muss im allgemeinen noch mit der
Anzahl der Freiheitsgrade g multipliziert werden; fiir Photonen ist zum Beispiel g = 2,
entsprechend den zwei Polarisationsfreiheitsgraden. Aus Gl. (265) folgt ferner dafi p <
g = 0 oder 0 < z < 1, ansonsten wiirden die Besetzungszahlen negativ werden. Wir
definieren nun die Integrale

1 o0 xa—l 0o o
a = dx = —, 0< <1 ,a € R’ 266
9a(2) T'(a) /0 T exp(@) — 1 T HZ::l - <z<1.a (266)

wobei die zweite Form aus Reihenentwicklung des Integranden nach zexp(—z) und der
Definition der Gamma-Funktion folgt und welche damit die niitzliche Rekursionsformel
9 ga—1(?)
—g4(2) = 267
alz) = 22 (267)
erfiilllen. Damit lésst sich Gl. (265) nun durch Transformation zur Integrationsvariablen

(e vereinfachen zu

B(T,V, ) = —% [%95/2@) “in(1 - z)} , (268)

wobei wir noch die de Broglie- Wellenlinge

A=h ( 2n )1/2 —h <ﬁ)m (269)

mkgT m
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und I'(3/2) = 7/2/2 verwendet haben. Aus Gl. (261) erhalten wir mit Hilfe von Gl. (267)
und (0z/0u)s = Bz damit

z
1—2

Diese Gleichung enthélt nun den Effekt der Bose-Kondensation: Wegen 0 < 2z < 1 ist
0 < g3/2(2) < ((3/2) ~ 2.612, und daher gilt im thermodynamischen Limes, N,V — oo
mit n = N/V =const,

N>o )

B n fallsn < ((3/2
- (3/2)A73 fallsn > ((3/2

JA”
JAT
0 fallsn < (3/2)A73
o = {n—((3/2)>\‘3 fallsn > ((3/2)A— (271)

wobei n~o und ng die Dichte der Bosonen in angeregten Zustdnden bzw. im Grundzustand
ist. Falls n < ((3/2)A73, gilt also A*n = g3/2(z) und der zweite Term in Gl (270) ist
im thermodynamischen Limes vernachlissigbar. Andererseits gilt fiir n > ((3/2)A72 daf}
z = 1 und ein endlicher Anteil der Bosonen befindet sich im Grundzustand. Bei gegebener
Teilchendichte n kann man damit auch eine kritische Temperatur 7, definieren,

n 1%° onh2
e = [<<3/2>]

mit deren Hilfe man fiir die Anteile der Bosonen in angeregten Zustdnden bzw. im Grund-
zustand schreiben kann

el (272)

N 1 fallsT > T,
>0 3/2 :
N (%) famsT<T,
0 fallsT > T,
Mo _ 2 , (273)
N 1— (%) falls T < T,

so daf3 es fiir T' < T, zu einer Bose-Kondensation kommt.

Nach GI. (270) ist 1 —z > N~! und damit wichst der logarithmische Term vom Bosekon-
densat in Gl. (268) hochstens logarithmisch mit N und ist daher im thermodynamischen
Limes in jedem Fall vernachlissighar. Damit folgt mit Gl. (263)

kgT
p(T,z) = 795/2(2)- (274)
Wenn kein Kondensat vorhanden ist, also fiir n < ((3/2)A73, folgt daraus mit Gl. (270)
PV gsp(z 3
=1+ CLZ >\ 275
N kBT 93/2 Z ( )

wobei die Reihenentwicklung aus Auflésung von A\*n = g3/5(z) nach z resultiert und die
ersten Terme durch
1 B 2 1
W= Tgore 2T 7 g3t ") (276)
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gegeben sind. Diese Reihenentwicklung beschreibt die Abweichung vom idealen klassischen
Gas. Fiir n < A3 oder T > T. erhilt man also das klassische ideale Gas. SchlieBlich
folgt aus Gl. (262), (268) und (269) noch

3 \% 3

Die letzte Relation kann man auch durch die Beobachtung erhalten, dafl ® in Gl. (265) bei
konstantem z proportional zu 3-°/2 ist wenn im thermodynamischen Limes der Kondensat-
Term vernachlédssigbar ist, so dal U = 9(8®)/05 = —%q) = %pV. Man beachte, dafl
Gl. (277) nicht die Ruhemasse der Teilchen enthélt. Wegen A*n = g3/2(2) =~ z fir T > T,
ist U ~ %N kgT, was wiederum mit dem klassischen idelaen Gas iibereinstimmt. Im
entgegengesetzten Grenzfall, T — 0 ist z = 1 und U = 2¢(5/2)kgTV/X* o T°* und
damit Cy o< T3/2. Im Gegensatz zum klassischen idealen Gas erfiillt das Bosegas also den
Nernstschen Warmesatz Gl. (129).

Wir betrachten nun noch das ideale, ultra-relativistische Gas von Bosonen verschwinden-
der Masse, z.B. Photonen. Wegen € = cop (co=Vakuumlichtgeschwindigkeit) wird dann
aus Gl. (263) mit Gl. (264)

kgTV >, gl
O(T,V) 272(Ticy)? /0 e’ In [1 e } de =
\% > €3 2
= — — T 4 9
67r2(hco)3/0 exp(fe) — 1d€ 90(heo)? (ksT)" V', (278)

wobei benutzt wurde dafl masselose Bosonen im Grundzustand weder zu Druck noch zur
inneren Energie beitragen so dafl 4 = 0, z = 1, und im zweiten Ausdruck partiell integriert
wurde und g4(1) = /90 benutzt wurde. Ferner folgt aus Gl. (262) und Gl. (278) durch
Vergleich mit pV = —®

w(ryv) emrv)  n
3V V. 90(heo)

p(T) = = (ksT)". (279)

SchlieBlich ist wegen =0, F =& =U —TS = —pV = —U/3 und damit S = 4U/(3T)

2
4UTLY) _ A LkB(kBT)?’V. (280)

S(T,V) =
V) =5—7 T~ 90(hcy)?

2.7 Das ideale Fermigas

Die Berechnungen fiir Fermionen sind nun véllig analog zum Fall von Bosonen, mit folgen-
den Unterschieden: Aufgrund der Beschrankung der Besetzungszahlen auf 0 und 1 liefert
der Grundzustand keinen Beitrag mehr, das chemische Potential kann nun alle Werte
—00 < p < +0o0 annehmen und daher ist 0 < z < oco. Fiir nicht-relativistische Fermionen
ist damit in Analogie zu Gl. (265)

gv(2m)3/2 /oo 63/2
(T =" d 281
TV =50 ), spBle—mr1 (281)
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wobei g die Anzahl der Freiheitsgrade ist. Fiir Fermionen mit Spin J ist im allgemeinen
g =2J 41> 1. Die Integrale Gl. (266) werden nun zu

1 o0 xa_l [e.e] Z?’L
a = d — _1 n—l_ , O < < : 6 R . 282
f (Z) F(a) /0 ~—1 eXp(:L’) 1 Xr nz::l( ) na <z< x,a ( )

modifiziert und erfiillen wieder die Rekursionsformel

0 o fa—l(z>
&fa(z) - (283)
Damit erhalten wir
v
N(T.V,z) = §f3/2(2) (284)
3 3 3 1% 3 f5/2(z)
UT,V,z) = §P(T> 2)V = §<I>(T, V,z) = §kBTﬁf5/2(Z) - iNkBng/g(z) -

Es ist noch interessant, den Grenzfall T — 0, f — oo zu betrachten: Dann sind die
Besetzungszahlen unterhalb bzw. oberhalb der Fermienergie eg = p > 0 gleich 1 bzw. 0,
so dafl sich Gl. (281) vereinfacht zu

_QV(Qm)g/z 5/2

und damit
0P gV (2mpu)3/?
N(T =0,V = - —| =" 286
3 gV (2m)3? 3653 vV n2 (N\*?
T = = —ZP(T = == 52 — (= '
U =0,V.n) 2T =0.V) = 10 ¢2Bom \V

Der Druck ist also selbst bei T = 0 endlich und proportional zu (N/V)%3. Da er von den
entarteten Fermionen unterhalb der Fermienergie herriihrt heifit er auch Entartungsdruck
und spielt fiir Elektronen bzw. Neutronen eine wichtige Rolle in weiffen Zwergen bzw.
Neutronensternen. Die Ausdriicke in Gl. (285) werden héufig auch als Funktion des Fer-
miimpulses pr ausgedriickt der fiir nicht-relativistische Fermionen iiber ep = = p%/(2m)
zusammenhéngt. Man kann ferner zeigen, dafl fiir 7" — 0 gilt Cy o T so dal auch das
Fermigas den Nernstschen Warmesatz erfiillt.

2.8 Ising und Heisenberg Modell

Wir betrachten N spins s; bzw. s; mit magnetischem Moment pp in einem externen
Magnetfeld B, sowie mit symmetrischen Kopplungskonstanten [;; = I;; zwischen den
Spins ¢ und j. Dabei seien im Ising Modell s; = +1 und im Heisenberg Modell seien die s;
quantenmechanische Spin-Operatoren. Der allgemeinste Hamiltonian fiir das Ising Modell

lautet dann

N N
1
H(Sz) = —,UBB E S; — 5 E Iijsisja (287)
i=1

1,j=1
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wéhrend fiir das Heisenberg Modell gilt

N N
i=1

ij=1
Dabei gilt mit S = s; 4 s; aufgrund der Eigenschaften quantenmechanischer Spins
2s;-8; = 8% —s7 —s7 =5(S+1) —2s(s +1). (289)

Fiir s = % ist S = 0, 1 und fiir parallele Spins, S = 1, hat man 2s;-s; = 2, wahrend fiir anti-
parallele Spins, S =0, 2s; -s; = —% ist. Die Energiedifferenz der Wechselwirkung ist also
in dieser Normierung im Ising und Heisenberg-Modell gleich. Oft wird dabei nur der Fall
I;; = I =const betrachtet und zusétzlich angenommen, daf§ nur die néchsten Nachbarn
wechselwirken, also I;; = 0 aufler fiir j = ¢ & 1. Bei gitterféormigen Anordnungen werden
ferner héufig periodische Randbedingungen verwendet.

Im Falle einer eindimensionalen Anordnung von N Spins, die nur mit ihren néchsten
Nachbarn wechselwirken und periodischen Randbedingungen unterliegen, d.h sy.1 = sy,
kann man das Ising Modell exakt l6sen. In diesem Fall kann man mit I;; = I(8; j41+6;-1)
Gl. (287) schreiben als

N N
1
H(s;) = _§/~LBB Z(Sz +sip1) =1 Z SiSit1, (290)
— :

mit der zugehorigen Zustandssumme

Z(T B N Z Z exp < Z |:]Si8i+1 + %MBB(SZ' + Si+1):|) . (291)

s1==1 sy==%1

Man kann nun schreiben
1
exp (5 [ Tssin + guaBios + 50| ) = (51015

mit der 2 x 2 Matrix

exp(—p1) exp [B(] — pupB)]
Da s; = 1 ein Orthogonalsystem bilden, folgt sofort
Z(T,B,N) = Tr(OV) =N+ )} (293)
F(T,B,N) = —kgTZ(T,B,N)=—ksgTIn(A\Y + ),

wobei A o die Eigenwerte der Matrix Gl. (292) sind. Mit den Abkiirzungen

x=pPugB, y=pI>0 (294)
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ergibt sich

A2 =€’ cosha £ (e + * sinh” x)1/2 >0. (295)
Im thermodynamischen Limes, N — oo, ist wegen \; > A,
. F(T',B,N

Daraus kann man nun die mittlere Magnetisierung berechnen,

oF oF
M(T,B,N) =N ) =— = =— . 297
(T.B.N) = Nus{s) = = 5| =~y (207)
Eine kurze Rechnung ergibt
Nppsinhz AN =AY

M(T,B,N) = (298)

(exp(—4y) + sinh? :17)1/2 AT+ AY
Aus diesem Ausdruck folgt, daf limp .o M (T, B, N) = 0, so daf in diesem Falle in Ab-
wesenheit eines dufleren Magnetfelds keine spontane Magnetisierung eintritt. Dies trifft
auch zu in beliebigen endlichen Gittern von Spins. Im thermodynamischen Limes geht der
letzte Faktor in Gl. (298) gegen Eins. In Abwesenheit von Wechselwirkungen zwischen den
Spins, I = 0, ist \; = 2coshx, Ay = 0, und damit

M(Ta B> N)I:() = NIUB tanhﬁ:uBB> (299)

was dem paramagnetischen Fall entspricht.
In vielen Féllen kénnen das Ising und Heisenberg Modell nicht exakt in analytisch ge-
schlossener Form gelést werden. In solchen Féllen kommen Naherungsmethoden wie die
mean-field Nédherung zum tragen. Dazu nehmen wir an, dafl alle I;; entweder gleich ei-
ner Konstanten I oder gleich Null sind, wobei fiir jedes gegebene ¢ fiir genau ¢ néchste
Nachbarn j € A; mit [;; = I existieren. In diesem Falle kénnen wir Gl. (287) umschreiben
in

H( '):_IUBBZSZ_IQ Zsz+ Nq __ZZ <S>), (300)

=1 1=1 jEA;

wobei (s) as gemittelter Spin aufgefasst wird. Die mean field Niherung besteht nun darin,
den letzten Term in Gl. (300), der die Fluktuationen der Spins der néchsten Nachbarn
beschreibt, zu vernachlédssigen, also zu schreiben

Hye(s;) = éNq (s)> — ug <B + —q ) Z Si (301)

so da man B + Iq(s) /up als effektives Magnetfeld auffassen kann. Daraus folgt fiir die
Zustandssumme

Zun(TB V) = exp (-5 Na(5?) (Z exp [0 (B+ L) 4 ) -

s==+1

— e (_%Nq <3>2) <2 cosh {BMB (B + uqu (S>)DN
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und damit fiir die freie Energie

Fut(T, B, N, (s)) = é]\fq (s)? — NkpT'In (2 cosh [BuB <B + Mqu <s>)D . (302)

Aus Gl. (297) folgt nun

) = tant [ s (B L )] (303)

Wir betrachten nun insbesondere den Fall B = 0, der relevant fiir die Frage ist ob es
bei hinreichend starker Kopplung I zu spontaner Magnetisierung kommen kann. Da die
Steigung von tanh, tanh’ z < 1 fiir z > 0 ist, hat Gl. (303) in diesem Falle nur die Losung
(s) = 0 solange T' > T,, wobei die kritische Temperatur

o

T, =—.
kg

(304)

Fiir T' < T, erhélt man dagegen eine nicht-triviale Losung, die in niedrigster Ordung in
(s) lautet

T T 1/2
(s)zf[?, (1—T)} ftwT <7T.,T. -T < T.. (305)

Man erhélt also bei T" = T, einen Phaseniibergang von paramagnetischem zu ferroma-
gnetischem Verhalten fiir T' < T,. Wir wissen allerdings aufgrund der fiir ¢ = 2 exakten
Losung Gl. (298) daB fiir ¢ < 2 keine spontane Magnetisierung auftreten kann. Es stellt
sich heraus dafl die mean field Ndherung nur fiir ¢ > 2 eine gute Nédherung ist. Bei sehr
niedrigen Temperaturen erhélt man die Ndherung

T, T
(s) ~1—2exp <—2TC) fﬁri < 1. (306)

Ferner folgt aus Gl. (301) fiir die innere Energie bei B = 0

U((s),B=0,N) = —qu (s)? (307)

und damit fiir die Warmekapazitét
9 (s)
or

Fir T' > T, ist damit natiirlich C(B = 0, N) = 0. Fiir T < T, erhélt man dagegen aus
Ql. (303)

C(B = 0,N) = —NkpT, (s)

(308)

Damit zeigt man leicht dafl

lim C(B=0,N)=>Nkg. (309)

T—T.,T<T, 2
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Die Warmekapazitit ist also am Phaseniibergang unstetig. Dies zeichnet einen Pha-
seniibergang erster Ordnung aus.
Fiir B > 0 betrachten wir noch den Grenzfall T > T, fir den wir in Gl. (303) nach dem
Argument des tanh entwickeln kénnen und erhalten
Nu%iB
M(T,B,N) ~ ———— fiwT > T, kgT B. 310
( )y ) ]{?B(T — TC) ur > BL > HUB ( )
Bei verschwindender Wechselwirkung, I = 0, ist 7. = 0 und GI. (310) geht in den para-
magnetischen Fall G1. (299) tiber.

3 Irreversible Thermodynamik

3.1 Ausgleichsvorginge und Onsager-Relationen

Die irreversible Thermodynamik beschéftigt sich mit der Beschreibung von Prozessen, die
bei der Annéherung ans thermodynamische Gleichgewicht auftreten. Man erweitert dazu
die Postulate der Thermostatik um die Zeitumkehrinvarianz der physikalischen Gesetze.
Letzteres bedeutet dafl die Gesetze der Physik invariant sind wenn in den Gleichungen die
Zeit t durch —t, Axialvektorfelder (auch Pseudovektoren genannt) wie Magnetfelder B mit
negativem Vorzeichen versehen und, falls Teilchenphysikprozesse eine Rolle spielen, Teil-
chenzustidnde durch die Ladungs- und Paritétskonjugierten (CP-konjugierten) Zusténde
ersetzt werden.

Betrachten wir wieder zwei in thermischem Kontakt befindliche Systeme A und B, die
durch extensive Parameter X; bzw. X| mit i« = 1, .-,k beschrieben werden und deren

Summe erhalten ist,
X; + X! = X = const,, (311)

so da das Gesamtsystem z.B. durch die X; vollstindig charakterisiert ist. Dann gilt fiir
die totale Entropie S = S4 + Sg

L dS 05 dX;
=2 _ -3 fii, 312
EE SO o 2
wobei die zu den extensiven Grosse X; zugehorigen konjugierten intensiven Grossen
S 0S4 0Sp
= = — 313
J (8XZ-)XQ 0X; 0X] (313)

als Affinititen bezeichnet werden und J; = dX;/dt die Flisse der extensiven Grofle X;
sind. Im Gleichgewicht ist f; = 0. Ist X; z.B. die innere Energie, X; = Uy, dann ist
gemif Gl. (63) f; = 1/T4 — 1/T5 und Wiarme und damit innere Energie fliefit nur bei
einer Temperaturdifferenz zwischen den beiden Teilsystemen. Ist X; z.B. das Volumen,
X; = V4, dann ist geméafl Gl. (63) f; = pa/Ta — ps/Tp.

Betrachten wir nun kontinuierliche thermodynamische Systeme deren lokale Eigenschaften
vom Ort r abhéngen, jedoch immer noch durch lokale Gleichgewichtszusténde beschrie-
ben werden kénnen, d.h. insbesondere sollen alle thermodynamischen Relationen zwischen
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den lokalen Zustandsgrossen wie im Gleichgewicht gelten. Im folgenden werden wir Volu-
mendichten mit Kleinbuchstaben schreiben (bisher hatten wir damit spezifische GroBen
pro Stoffmenge bezeichnet), insbesondere die Entropiedichte s und die Dichten z; der
extensiven Gréflen X;. Dann gilt

k
ds = Z fidz; (314)
i=1

mit f; = (8s/0x;). Die Anderungsrate der lokalen Entropiedichte ist nun gleich der Sum-
me der aus der Umgebung einfliefenden Entropie und der lokalen Produktionsrate von

Entropie:

ds .
a—j:S—V-JS, (315)

wobei die Entropieflussdichte js durch die Flussdichte j; der extensiven Grossen X; durch
k ~
is=>Y_fiki, (316)
i=1

ausgedriickt werden kann. Da wir annehmen daf die extensiven Grossen X; erhalten sind,
gelten die Kontinuitdtsgleichungen

&m

BT +V.-ji=0 (317)
Ferner folgt aus Gl. (314)

% — i f@ (318)

o ~=tot

Nun folgt aus Gl. (315), GL. (316) und G1. (318) § = S5 [fi(8z:/0t) + (V f) -3+ [i V - jx).
Bei Verwendung von Gl. (317) kiirzen sich der erste und der dritte Term und man erhélt

schlie3lich
k k

=Y (V)= £, (319)
i=1 i=1
d.h. die Affinitdt f; fiir die Dichte der extensiven Grosse X; ist in diesem Fall gleich dem
Gradienten der zugehorigen konjugierten intensiven Grosse (0s/dz;). Ist x; z.B. die innere
Energiedichte, z; = u, dann ist wegen (0s/0u) = 1/T, f; = V(1/T) und Wiarme und
damit innere Energie flieit nur bei ortsabhéngiger Temperatur. Ist x; z.B. die Stoffdichte
der i—ten chemischen Komponente, z; = n;, dann ist in Analogie zu Gl. (63) (9s/0n;) =
—u;/T und damit f; = =V (p;/T"). GL. (315) und Gl (319) bedeuten dafl die Entropie von
inhomogenen Systemen infolge der Ausgleichsprozesse im allgemeinen nicht erhalten ist.
Gl (319) hat die gleiche allgemeine Form wie Gl. (312) zu der wir im folgenden abstrahie-
ren werden. Die Affinitdten f; konnen dabei als verallgemeinerte Krafte aufgefasst werden.
Fiir resistive Systeme hangen die Fliisse J;, die sich als Antwort auf die verallgemeinerten
Krifte f; einstellen, nur von diesen Affinitdten zum gleichen Zeitpunkt ab. Da im Gleich-
gewicht, f; = 0 und J; = 0 sein muss, konnen wir fiir kleine verallgemeinerte Krifte in
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linearer Ndherung schreiben

k
Ti=Xi=Y il (320)

J=1

mit den kinetischen Koeffizienten v;; = (0.J;/0f;). Das bedeutet geméf Gl. (312) auch

k
0<S= Z fivii fi s (321)

1,j=1

Wir werden sehen dafl die Matrix v;; symmetrisch ist und somit aufgrund des zweiten
Haupsatzes auch positiv semi-definit ist.

Wir wollen nun Gl. (320) auf Fluktuationen dX; der Grossen X; um den Gleichgewichts-
zustand herum anwenden, der durch X; = 0, ¢ = 1, - - -, k charakterisiert sei. Die Erwar-
tungswerte der Fluktuationen verschwinden, (0.X;(t)) = 0, aber die Erwartungswerte von
Bilinearen verschwinden im allgemeinen nicht. Ferner gilt aufgrund der Zeitumkehrinva-
rianz

(0Xi()0X;(0)) = (6Xi(0)0X;(t)) , (322)

wobei die Vorzeichen von Pseudovektoren wie dem Magnetfeld oder der Winkelgeschwin-
digkeit gleichzeitig gedndert werden. Differentiation von Gl. (322) nach ¢ ergibt im Limes
t—0

<5X,-(t)5Xj(0)> - <5Xi(0)5Xj(t)> . (323)
Ausdriicken der Zeitableitungen durch die Relationen Gl. (320) ergibt schlielich

k k
Y 0fisXs) =Y vu (6Xi6fi) - (324)
=1 =1

Wir konnen die Erwartungswerte berechnen indem wir verwenden dafl bei gegebener in-
nerer Energie U die Wahrscheinlichkeit fiir einen Mikrozustand p oc exp(S/kg) ist. Dies
hatten wir in Kapitel 2.3 gesehen und ist offensichtlich in der statistischen Interpretation
der Entropie, in der die Entropie bei fixierter innerer Energie U gleich dem Logarithmus
der Anzahl der Mikrozusténde ist, deren Wahrscheinlichkeit nach dem Gleichverteilungs-
satz alle gleich sind. Im Gleichgewicht ist S maximal und eine Entwicklung nach den
kleinen Fluktuationen 0.X; beginnt demnach in niedrigster Ndherung mit quadratischen
Termen,

k
S(6Xy,---,0X;) = S(0) — % > B XX, (325)

ij=1
wobei wir die quadratische Matrix als positiv semi-definit und symmetrisch, 8;; = B,
annehmen konnen. Damit gilt fiir die Affinitédten

s -
5fi= g% =~ ; B0 X . (326)
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Daraus folgt (der Kiirze halber schreiben wir im folgenden X; statt 6.X; und analog fiir
d.fi)
<le> _ f .. f f[Xj exp [S(Xh .- 'an)/k'B] dX,---dXy
j [ Jexp[S(Xy,- -, Xk)/kB]Xm.._ka

(327)

k

(det[Bi;])1/?
W/ /X ZBIZX exp 2]{5 Z BabXaXb Xmka

a,b=1

Differentiation der Identitat

(det[By;])1/? k
(277-]{;]; k/2 / /X exp . zb_:l Babr(Xa — X0.0)(Xp — Xpo) | dXq---dX = X

nach X, und anschliessendes Setzen von X;o = 0 fir ¢ = 1,..., k vereinfacht Gl. (327)
nun zu

(fiX;) = —kpdy; . (328)
Einsetzen in Gl. (324) ergibt nun sofort
Vig = Vii (329)

Dies sind die berithmten Onsager Relationen. Sie sind dquivalent zur Aussage von Pri-
gogine nach der der Strom J; genau dann verschwindet wenn die Entropieerzeugungsrate
S als Funktion von X; minimal ist, also Z§:1 7:;X; = 0 genau dann wenn 05/0X; =
(35 + 75i)X; = 0.

3.2 Wirmeleitung
Fiir die Warmeleitung hat Gl. (320) wegen f; = V(0s/0x;) mit z; = u die Form

1
j=7V <f) = T72VT, (330)

was die Form des Wirmeleitungsgesetzes j = —x VT fiir k = 4T ~2 hat. Einsetzen in die
Kontinuitétsgleichung Gl. (317) ergibt nun mit du/0t = (Ou/90T)y (0T /0t) = ¢y (0T'/0t)

die Wirmeleitungsgleichung
0
9 A 1
( 2 ) (331)

mit dem Laplaceoperator A und A = k/cy > 0. Fiir ein homogenes System mit A\ =const
wird diese Diffusionsgleichung fiir eine beliebige Anfangsverteilung 7'(0,r) geméaf

T(t,r) = /G(t, r— 1 )T(0,v")d, (332)
gelost, wobei die Greensfunktion G(t, r) die Diffusionsgleichung Gl. (331) mit der Anfangs-
bedingung G(0,r) = d(r) und den der gegebenen Geometrie entsprechenden Randbedin-
gungen lést. Zum Beispiel hat man auf dem R? im Fourierraum (9, + A|k|?) G(t,k) = 0
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was zusammen mit der Anfangsbedingung G(t = 0,k) = (27)~%? ergibt daB G(t,k) =
exp(—A|k|?t)/(27)%/? und damit

exp (i
G(t,r) = (271r)3 /exp (—ik - T — Mk[*t) &’k == M . (333)

3.3 Korrelationsfunktionen

Wir erinnern uns da der Erwartungswert eines Operators O durch

= 3 pn)n[Oln) = Tr(o0).

mit der Dichtematrix

p=2_pn)n)n|. (334)

definiert ist. Zum Beispiel hat man fiir einen zeit-unabhéngigen Hamilton-Operator Hy
im thermischen Gleichgewicht bei Temperatur T' die kanonische Verteilung bei gegebener
Teilchenzahl N

1
p=—e P 7 =Tr(e o) = Ze_BEm(N) (335)

Z

m

mit 5 = 1/T und E,,(N) den Energie-Eigenwerten bei Teilchenzahl N, oder bei Tempe-
ratur 7" und chemischem Potential p die groflkanonische Verteilung

1
_ L _B(Hy—uN) BHo—uN)y B[Em (N)—pN]
p=—e PHOTHE) o Z = Tr(e” PHOTH g E e H (336)

N=0 m

falls die Teilchenzahl N wegen Austausch mit dem Wéarmebad fluktuiert.
Wir betrachten nun die allgemeine Korrelationsfunktion von Operatoren A(t) und B(t)
in der Heisenberg-Darstellung,

C(t,t)

<Auﬂ%w>:TYQmm““”mAa“M“”mB):(Xt—ﬂo) (337)

wobei die zyklische Invarianz der Spur und [Hy, p| = 0 verwendet wurden. Die Korrelati-
onsfunktionen sind also invariant unter einer Zeitverschiebung. Wir definieren nun

Gas(t) = (A@)B(0)), (338)

Gip(t) = (B(0)A(?)), (339)
mit der Fourier-Transformierten

@M@E/ﬁw@%@. (340)
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Mit Hilfe von A(t) = eHot/hAe=Hot/h ynd der Vollstindigkeitsrelation fiir die Eigen-
zusténde |n) von Hy zum Eigenwert E,, erhilt man daraus die Spektraldarstellungen

Giplw) = % e_B(E"_“N”)<n|A|m><m|B|n>5 (T +w) , (341)
2 E. —F
Gipw) = % e‘ﬁ(E”_“N")<n|B\m><m\A|n>5 (% +w) , (342)
Diese haben die Eigenschaften
GfxB(_W) = GEA(W) ) (343)
Gipw) = Gip(w)e PUwnans), (344)

Die erste Relation folgt durch Invertierung des Vorzeichens des Arguments der Delta-
Funktion und fiir die zweite Relation vertauscht man in der Darstellung von G5z(w)
in GL. (341) n mit m und verwendet die Delta-Funktion um F,, im Exponenten durch
E,, auszudriicken, wobei angenommen wird daf§ der Operator B die Teilchenzahl um
AN = N,, — N,, andert. Daraus folgt auch

Gap(~w) = Gpa(w)e Plernbia),

3.4 Dynamische Suszeptibilitit

Ein System werde durch einen ungestorten, zeitunabhéngigen Hamiltonian Hy beschrieben
und befinde sich in einem Zustand, der durch eine Dichtematrix py beschrieben wird, die
nur von Hy abhéngt und damit auch mit Hy kommutiert, [py, Ho] = 0. Beispiele sind die
Dichtematrizen der kanonischen und grofikanonischen Verteilungen Gl. (335) bzw. (336).
Wir interessieren uns nun fiir den zeitabhéngigen Erwartungswert (A)(¢) eines nicht ex-
plizit zeitabhéngigen Operators A in der Gegenwart einer im allgemeinen zeitabhéngigen
Storung V' (t) welche zur Zeit t = t, eingeschaltet werde, d.h. fiir einen Hamiltonian

H(t) = Hy+ V(t) = Hy — Bf(t), (345)

wobei B ein zeitunabhéngiger Operator und f(t) eine reelle Funktion mit f(¢) = 0 fiir
t < to sei. Zunéchst gilt allgemein fiir beliebigen Hamiltonian H ()

(A)(t) = Tr[p(t)A] = Tr [poAu(t)] , (346)
wobei die Zeitabhéngigkeit entweder auf die Dichtematrix
p(t) = U(t, to)poU" (¢, 1) (347)
oder auf den Operator A in der Heisenberg Darstellung abgewilzt werden kann,

An(t) = Ut (t, t0) A(to)U(t, 1) , (348)
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mit dem zu H gehorigen unitiren Entwicklungsoperator U (t,ty) = T exp [—(Z /h) ftl; dt'H (t' )] :

Man beachte dal U und UT in Gl. (347) und (348) vertauscht sind. In Abwesenheit der
Storung ist (A)(t) zeitunabhéngig,

{(A)(t) = (A)o = Tr[poA]

da [U(t, t(]), p(]] =0.
Der Zeitentwicklungsoperator in Wechselwirkungsdarstellung U (¢, tg) ist definiert durch

Up(t,tg) = ety (¢ 44) . (349)
und steht damit in dem Zusammenhang
V()1 = Ui(t, to)[¥(to)) (350)
mit dem Zustand [¢(t)); in Wechselwirkungsdarstellung. Aus
(1), = Vilt) (1), (351)
mit der Storung in Wechselwirkungsdarstellung
Vi(t) = eolU=o)/hy (¢)e=tHolt=to)/l (352)

folgt damit die Differentialgleichung fiir die Evolution von Uj(t, t)

m%m(t, to) = Vi()Ur(t, to) , (353)
welche zu
. t
Ui(t,ty) = T exp {—% / dt'vf(t')] - (354)
to

. t 1 t t’
= ]1—3/ dt’VI(t’)——/ dt’/ at"vitHvi(t") +-- -,
h . "

to

iteriert werden kann, mit dem Zeitordnungs-Operator T. Aus Gl. (346), (348), (349)
und (354) folgt nun in erster Ordung in der kleinen Stérung B,

A0 = (Ao [ (ALY, = (Aot 5 [ e (A0 Bile)), 5(0). (359)

to to

wobei der Index 0 bedeutet dal der Erwartungswert mit der ungestorten Dichtematrix pg
berechnet wird. Dies schreibt man gewohnlich als Integral
+oo
WO - Wo= [ dexanlt - )7(0) (356)

—00

der dynamischen kausalen Suszeptibilitit oder linearen Response-Funktion
i
Xap(t =) = 2O(t = 1) ([Ar(t), Br(t)]), - (357)
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wobel die Theta-Funktion Kausalitat sicherstellt. Damit ist auch die Fourier-Transformierte
fiir z € C .
Xap(z) = / dt e 4p(t) (358)

analytisch in der oberen Halbebene. Mit ihrer Hilfe kann man die Antwort auf eine langsam
eingeschaltete periodische Stérung, e — 0+,

V(t) = — (Bfe ™ + Bl f*e™") e (359)
schreiben als . '
(A)(t) — (A)o = xap(w)fe ™" + xap(—w) fre™". (360)
Der Cauchysche Integralsatz besagt
1 / XAB(Z/)
- 1
Xas(2) 271 %Cdz 2=z (361)

wobei C' eine beliebige geschlossene im Gegen-Uhrzeigersinn zu durchlaufende Kurve im
Analytizitatsgebiet ist. Beispielsweise kann man C' aus der Integration entlang der reellen
Achse von —R bis +R und einem Halbkreis in der oberen Halbebene mit Zentrum im
Ursprung und Radius R zusammensetzen. Wéchst x 4p(t) fiir groBe ¢ hochstens wie eine
Potenz von t an, so tragt der Halbkreis fiir R — oo nichts bei und man erhélt

1 00 XAB(SC/>
vl =g | w5 (362)

Fiir z = x reell folgt daraus

: , [T dd’ xas(a)
aple) = g xapletie) = I | o

+oo dZL’/ 1 » / /

. v —x

wobei fiir eine reelle Funktion mit einer Singularitdt bei © = xq der Hauptwert fiir a <
xo < b als

b To—€ b
P / do f(r) = tim | def(z)+ / dof(x) (364)
a e~0+ a xTo+e€
definiert ist, falls der Grenzwert existiert. Aus Gl. (363) folgt
1 400 /
Xap(z) = =P / da’ Xf}B(x) . (365)
T ) T —x

Daraus folgen die Dispersionsrelationen, oder Kramers-Kronig-Relationen

1 too I !
ReXAB(W> — %P/ dw/w’

!/
o W —w

1_ [*° R /
Imyap(w) = —=P / o Bexas) (366)

!/
us . w —w
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Die dissipative Antwort ist definiert als
1

o (A1), BO)), (367)

Xag(t) =
Mit Hilfe des Residuensatzes erhélt man leicht die Fourier-Darstellung der Stufenfunktion

T dw 1

o 2T w + 1€

O(t) = — lim it

e—0t J_

(368)
Damit folgt aus Gl. (357) wegen xap(t) = 2i0O(t)x/45(t) fiir GL. (358) fiir z = w reell

1 +oo 7 / 1 +oo " /
duw’ Naplw) 1 P/ du/ L) +ixipw).  (369)

— lim = _Xap\W)
Xas(w) im o —

=0t T J_o w—-—w—1€ 00

Dies schreibt man kurz als

XaB(w) = Xap(Ww) +ixXapW) (370)

mit 1 +00 " ( /)
/ _1p du! XAB\Y ) 1
Vape) = 2P [ X (371)

Man zeigt leicht dafi wenn AT = B, x4 5(w) und x4 z(w) reel sind, womit Gl. (371) einer
Zerlegung in Real- und Imaginérteil entspricht und mit Gl. (366) identisch ist.

3.5 Das Fluktuations-Dissipations-Theorem

Aus den Definitionen Gl. (367) und Gl. (338) folgt nun sofort das Fluktuations-Dissipations-
Theorem

! 1 1 —B(hw—
Xin(®) = 52 () = Gip()] = 5-Gaplw) [1 — e HwsdNa] | (379)

wobei die letzte Identitét aus Gl. (343) folgt. Die Funktion G- beschreibt per Definition
die zeitliche Korrelation von Fluktuationen von A und B. Andererseits induziert eine
Storung der Form

H =0(t) (ATFe_i“’t + AF*ei“’t) ,

mit F' einer komplexen Zahl, geméfl Fermi’s goldener Regel iibergénge von einem Zustand
n in einen Zustand m mit der Rate

2T

Tism = == [0(Ep — By = hw) | (m[ATF|n)[* + 0(Ep — Ey + hw)[(m|AF"|n)[*] -

Mit Hilfe von Gl. (341) wird damit die absorbierte Leistung

e_ﬁ(En_;qun) w 9 > < " 9
P = Z 7 (Em — Ep)lnom = ﬁ‘m [ AAT(‘*’) - AAT(W)] = 2wx g1 (W) F|7,

(373)
wobei wir im letzten Schritt Gl. (372) verwendet haben.
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Im klassischen Grenzfall fhw < 1, welcher dem Hochtemperatur-Limes entspricht, folgt
aus Gl (372) fir ANg =0,

Bw
(@) = 2 0p00). (374
Im klassischen Grenzfall ist ferner auch G7z(w) = 0 fir fhlw| 2 1, so daf aus der
Integraldarstellung Gl. (369) folgt
00 dw’ - , -
s =8 [ B, w) = 863a = 0). (375)

Die statische Suzeptibilitéat ist damit ungefidhr gleich der gleichzeitigen Korrelationsfunk-
tion von A und B dividiert durch kgT'.

3.6 Ausblick: Entropie und Zeitpfeil in der Kosmologie

Fiir einen thermischen Zustand in einem Volumen V' bei einer Temperatur 7T ist die Entro-
pie auf kosmischen Skalen von der Strahlung dominiert. Aufgrund der zwei Freiheitsgrade
von Photonen (zwei Polarisationszusténde) ist nach Gl. (280) die Entropie

Staa(T, V) = —=T°V |
d( ) 300
und die innere Energie
4
Upad(T, V) = —2T4Y |
Co

wobei op = 72k /(60c3h?) die Stefan-Boltzmann Konstante ist. Im folgenden verwenden
wir natiirliche Einheiten, ¢y = kg = h = 1, so dafl og = 7?/60 und wir die Vorfaktoren von
der GréBenordung Eins vernachléssigen kénnen. Damit das System stabil gegen Gravitati-
onskollaps ist, muss die lineare Ausdehnung R ~ V1/3 des Systems gréfer als der Schwartz-
schildradius sein, R > Rs = 2GNU. Daraus folgt T ~ U R=3/1 < ¢o/(2GxR?)Y* und
damit
AN\ 3/
Srad S (mpR)*/? =~ <ZT> ; (376)
Pl
wobei wir die Newtonsche Konstante durch die Planck-Masse ausgedriickt haben, Gy =
1/m3,;, und die Planckliinge Ipj = 1/mp) eingefiihrt haben und A ~ R? die Begrenzungs-
flache ist.
Andererseits ist die Bekenstein Hawking Entropie von schwarzen Lochern proportional zu
ihrer Fliche, fiir ein nicht-rotierendes, ungeladenes schwarzes Loch
2 P2 2
Son = v = IS s = 7 (ﬁ) , (377)
412, 412,

mp;

was in etwa einem Freiheitsgrad pro Planckflache entspricht. Fiir makroskopische Systeme,
A > %, ¢gilt daher stets Spy > Spq gilt. Gl (377) erfiillt beim Verschmelzen zweier
schwarzer Locher der Masse M; und M5 zu einem schwarzen Loch der Masse M; + Ms
auch den zweiten Hauptsatz, denn

(M, + My)> — M2 — M3 2M, M,

2 2
mp mp

ASBH: >0.
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Entropie wird daher maximiert fiir ein maximal grofles schwarzes Loch !
Der Mikrowellenhintergrund hat eine Entropie pro Baryon von
ScMB My

~ 7 ~10°.
Nb Ny

Unsere Milchstra hat N, ~ 10% Baryonen und im Zentrum ein schwarzes Loch der Masse
M ~ 3.6 x 10° M, ~ 3 x 10% GeV. Seine Entropie zum heutigen Zeitpunkt ist daher
Sheute ~ (3 x 109 GeV /1012 GeV)? ~ 10%, und damit gilt fiir die heutige Entropie pro
Baryon in unserer Galaxie,

Sheuto 21 SCMB

— ~ 107 > ——.

Ny N,

Das sichtbare Universum besteht aus Nj, ~ 10%0 Baryonen. Seine maximale Entropie ist
daher Spax ~ (108 GeV /10 GeV)? ~ 10'?2) und damit

Smax Sheute SCMB
2~ 10" .
N, > N, > N,

Beim Urknall war das Universum also in einem thermischen, Entropie-maximierenden Zu-
stand beziiglich der nicht-gravitativen Wechselwirkungen, aber in einem flachen, Entropie-
minimierenden Zustand beziiglich der Gravitation. Da die Gravitation die Entropie domi-
niert, war nur so eine nicht-triviale Evolution moglich, die den zweiten Hauptsatz erfiillt!
Der zweite Hauptsatz hat daher schlussendlich kosmologischen Ursprung ! Wie kann man
das erkldren ? Durch das anthropische Prinzip ?
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