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1. (8 Punkte) Der Druck eines Systems sei als Funktion p(T, V,N) von Temperatur, Volumen
und Teilchenzahl gegeben. Drücken Sie die partielle Ableitung

@p

@N

�����
T,V

durch die Ableitung
@p

@V

�����
T,N

aus.

1



-

2



2. (16 Punkte) Ein System bestehe aus zwei unterscheidbaren harmonischen Quantenoszillatoren

mit jeweils der natürlichen Frequenz !0 und Quantenzuständen der Energie
⇣
n+ 1

2

⌘
h̄!0, wobei

n nicht-negative ganze Zahlen sind. Die totale Energie des Systems im mikrokanonischen
Ensemble sei U = mh̄!0, wobei m eine positive ganze Zahl ist.

a) Nehmen Sie an daß m � 1 so daß U als eine kontinuierliche Variable aufgefasst werden
kann. Berechnen Sie die Entropie S(U) als Funktion der Energie U und die Zustandsgleichung
für die Temperatur T .

b) Berechnen Sie nun zum Vergleich die Entropie S = kB ln[@⌦H/@U ] von zwei klassischen
unterscheidbaren harmonischen Oszillatoren derselben Masse m und Frequenz !0. Der Hamil-
tonian für einen der Oszillatoren ist also durch

H(p, q) =
p2

2m
+

1

2
m!2

0q
2

gegeben und das Volumen aller klassischen Phasenraumpunkte mit Energie  U ist damit

⌦H(U) =
1

(2⇡h̄)2

Z

H(q1,p1)+H(q2,p2)U
dq1dq2dp1dp2 .

Hinweis: Das Volumen einer n�dimensionalen Kugel mit Radius R ist

Vn(R) =
2⇡n/2

n�(n/2)
Rn .
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3. (16 Punkte) Betrachten Sie die Gaußsche Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Standardabwei-
chung �,

pG(x) =
1

(2⇡�2)1/2
exp

 

� x2

2�2

!

�1 < x < +1 .

a) Berechnen Sie die Entropie dieser Verteilung, d.h.

S[p(x)] = �kB

Z +1

�1
p(x) ln p(x)dx

für p(x) = pG(x).

b) Zeigen Sie, daß für jede andere Wahrscheinlichkeitsverteilung p(x) mit gleichem zweiten
Moment

R+1
�1 x2p(x)dx = �2 gilt

S[p(x)]  S[pG(x)] ,

d.h. die Gaussverteilung maximiert bei gegebenem zweiten Moment die Entropie. Hinweis:
Um ein Extremum zu finden variieren Sie das Integral in S[p(x)] nach p(x) unter den Neben-
bedingungen da die Werte von

R+1
�1 p(x)dx und

R+1
�1 x2p(x)dx fixiert sind. Um nachzuweisen,

daß es sich um ein Maximum handelt, finden Sie sodann ein p(x) für das S[p(x)] < S[pG(x)].
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4. (10 Punkte) Osmotischer Druck:

Eine Membran teile ein System in zwei Teile. In einem der Teile befinde sich neben dem
Lösungsmittel L auch ein gelöster Sto↵ mit Konzentration xs = Ns/(NL +Ns) = 1� xL ⌧ 1
(NL und Ns sind die Anzahl von Molekülen des Löungsmittels bzw. des gelösten Sto↵s),
während der andere Teil nur aus Lösungsmittel bestehe. Die Membran sei für Wärme und für
das Lösungsmittel durchlässig, nicht aber für den gelösten Sto↵. Berechnen Sie näherungsweise
die Druckdi↵erenz zwischen den beiden Teilsystemen als Funktion der Konzentration xs des
gelösten Sto↵es. Hinweis: Benutzen Sie die Abhängigkeit des chemischen Potentials von Druck
und Konzentration sowie die Maxwell-Relation (@p/@µ)T,V = (@N/@V )T,µ und nehmen Sie an
daß das spezifische Volumen des Lösungsmittels konstant sei.
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