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1. sphärische Bessel- und Hankelfunktionen

a) Berechnen Sie die ersten drei sphärischen Bessel- und Hankel-Funktionen jl(ρ und nl(ρ)
für l = 0, 1, 2.

b) Zeigen Sie daß die durch
Rl(ρ) = ρlχl(ρ)

definierten Funktionen der Differentialgleichung
[
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χl(ρ) = 0 . (1)

genügen, wenn Rl(ρ) Lösungen der radialen Schrödingergleichung
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Rl(ρ) = 0 . (2)

für konstantes Potential sind.

c) Zeigen Sie die Rekursionsrelation

χl(ρ) =

(

1

ρ

d

dρ

)l

χ0(ρ) .

für Lösungen der Differentialgleichung (1), wobei χ0(ρ) eine beliebige Lösung dieser Differen-
tialgleichung f̈ır l = 0 ist.

bitte wenden
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d) Geben Sie das asymptotische Verhalten der sphärischen Bessel- Neumann- und Hankel-
Funktionen, jl(ρ), nl(ρ), und h1,2

l (ρ) für ρ → 0 und für ρ → ∞ mit den zugehörigen Rechen-
schritten an. Hinweise: Für ρ → 0 machen Sie für diese Funktionen den Ansatz

ρλ
∞
∑

n=0

cnρ
n = c0ρ

λ +O(ρλ+1)

und bestimmen Sie λ durch Einsetzen in Gl. (2). Anschließend kann der Koeffizient c0 mit
Hilfe der Reihenentwicklung von (sin ρ)/ρ und (cos ρ)/ρ ermittelt werden.

2. Entwicklung ebener Wellen nach Kugelfunktionen

Zeigen Sie, daß sich eine ebene Welle eik·r = eikrµ wie folgt entwickeln lässt:

eikrµ =
∞
∑

l=0

il(2l + 1) jl(kr)Pl(µ) ,

wobei Pl(µ) die Legendre-Polynome

Pl(µ) ≡
1

2ll!

dl

dµl
(µ2

− 1)l

und jl(ρ) die sphärischen Besselfunktionen

jl(ρ) ≡ (−ρ)l
(

1

ρ

d

dρ

)l
sin ρ

ρ
.

sind. Hinweise: Gehen Sie von dem Ansatz

eikrµ =
∞
∑

l=0

Cl jl(kr)Pl(µ)

aus. Zur Bestimmung des Entwicklungskoeffizienten Cl entwickeln Sie für kr ≪ 1 beide Seiten
bis zur Ordnung (kr)l und vergleichen Sie die Koeffizienten. Verwenden Sie dazu die Ortho-
gonalitätsrelationen für Legendre-Polynome,

∫

1

−1

dµPl(µ)Pl′(µ) =
2δll′

2l + 1
,

berechnen Sie daraus
∫

+1

−1 dµµlPl(µ), und verwenden Sie das asymptotische Verhalten

jl(ρ) ≃
2ll!

(2l + 1)!
ρl =

ρl

(2l + 1)!!
für ρ ≪ 1

der sphärischen Besselfunktionen aus Aufgabe 1d, wobei (2l + 1)!! ≡ 1 · 3 · 5 · · · (2l + 1).
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