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Zusammenfassung

Ziel dieser Vorlesung ist eine systematische Darstellung der wichtigsten fortge-
schrittenen Anwendungen der Quantenmechanik. Neben zweiter Quantisierung und
Vielteilchensystemen, die vor allem fiir die Festkorperphysik relevant sind, sollen
die wichtigsten Aspekte der relativistischen Quantenmechanik entwickelt werden.
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1 Nichtrelativistische Vielteilchensysteme

1.1 Zweite Quantisierung
1.1.1 Zustidnde mehrerer identischer Teilchen

In diesem Abschnitt wiederholen und vertiefen wir die in der Quantenmechanik I Vorle-
sung diskutierten Zustédnde die aus mehreren ununterscheidbaren Teilchen bestehen. Wir
betrachten dazu zunédchst den unitiren Permutationsoperator

U(P)(r1, -+, rn) = ¥(rp1, -+, TpN) (1)

der auf eine Wellenfunktion ¢ (ry, - - -, ry) wirkt, welche N identische Teilchen beschreibt.
Jeder Operator A, der eine sinnvolle physikalische Observable beschreibt, muss mit dem
Permutationsoperator vertauschen,

[U(P), Al =0. (2)

Dies gilt insbesondere fiir den Hamilton-Operator, A = H. Die Matrixelemente eines
solchen Operators sind in den Zustédnden ¢ und U(P)v identisch,

(UPYIAIU(P)) = (WU (P) AU (P)|y) = ($|U(P)'U(P)Al) = (¥|Al) ,

womit ¢ und U(P) physikalisch ununterscheidbar sind. Da A und U(P)" AU (P) selbst-
adjungiert sind, gilt auch die Umkehrung: Wenn der Erwartungswert von A in allen per-
mutierten Zustdnden U(P)y gleich ist, folgt Gl. (2).

In der Natur sind nun die vollstdndig symmetrischen und vollstdndig anti-symmetrischen
Zusténde realisiert. Die symmetrischen Wellenfunktionen,

U(P)(ry, -, rn) = U(rpr, -, tpn) = (T, - TN), (3)

entsprechen dabei den Bosonen, wiahrend die anti-symmetrischen Zusténde,

U(P)p(ry, - tn) = ¢(rpr, -, 1py) = (1) (e, 1), (4)

den Fermionen entsprechen. Wegen [U(P), H] = 0 sind diese Symmetrie-Eigenschaften
zeitlich invariant. Das Spin-Statistik- Theorem besagt dabei, dafl Bosonen ganzzahligen
Spin haben, wiahrend Fermionen halbzahligen Spin besitzen.

Wir betrachten insbesondere den Fall nicht-wechselwirkender Teilchen,

N
H<r17"'7rNap17"'apN):Zh(ri7pi)7 (5)

=1

wobei die Einteilchen-Zusténde 1, (r) die Eigenzustinde des Einteilchen-Hamiltonians
sind,

h(r, P)Yn(r) = enthn(r), (6)



welche durch eine Quantenzahl n charakterisiert sind, die fiir einen drei-dimensionalen
Ortsraum im allgemeinen aus drei Komponenten besteht. Diese Eigenzustéinde kénnen
als Orthonormal-Basis gewéahlt werden, d.h.

<dm>=/¢L@WAﬂfr=%m, (7)

wobei wir im ersten Ausdruck die Dirac-Schreibweise verwendet haben. Sind die Teilchen
unterscheidbar, so ist der Hilbertraum Hy der N —Teilchenzusténde gleich dem Tensor-
produkt des Einteilchen-Hilbertraums H;,

N
Hy = QM .
=1

Die Energie-Eigenzustéande in diesem Hilbertraum sind gegeben durch die Produktzustande

N
wﬂ(rla T 7rN> = Hwnl(rz)
=1

N
Hiropin(r) = Bgbu(r) mit By = e =3 Nalmen. (8)
=1 n
wobei wir die N —Teilchen Quantenzahl
n=(ng- -,ny) (9)
und die Besetzungszahlen

der Ein-Teilchenzustéinde 1, eingefithrt haben, deren Summe natiirlich gleich der Anzahl
der Teilchen ist,

> Na(n)=N.

1.1.2 Bosonen und Fermionen

Die bosonischen und fermionischen N —Teilchenzusténde erhélt man nun durch Symme-
trisierung bzw. Anti-Symmetrisierung der Produktzustiande Gl. (8). Dies geschieht durch
Anwendung der Projektoren

o= S UP) (11)
p = %Zsign(P)U(P), (12)



Der aus der Projektion Gl. (11) resultierende auf Eins normierte bosonische Zustand ist
damit
1

VDT = Uy (10 mw) = Dt (1) g () =

(%) v > 1) () (19

wobei sich die Summe Y% im letzten Ausdruck iiber alle Permutationen erstreckt, die
zu den N!/(]], Na!) orthonormalen Termen fithren, was auch den Normierungsfaktor
begriindet. Der aus der Projektion Gl. (12) resultierende auf Eins normierte fermionische
Zustand ist

|{Nn}>_ = w{_Nn}(rb U 7rN) = ; Z Sign(P>¢nP1 (rl) U wnPN (rN) =

(N!)1/2
1 wnl(rl) ¢n1(rN)
= IYIvE det : : ) (14)
(V) Gy (1) - Wy ()

was auch als Slater-Determinante bekannt ist. Aufgrund der Anti-Symmetrie kénnen fer-
mionische Zustiande natiirlich héchstens einfach besetzt sein, N, = 0, 1. Ferner sind die
Zusténde Gl. (13) und (14) fiir verschiedene Besetzungszahlen orthogonal so daf gilt,

FUNDYHND T = (VYN D)™ = [ ] oo (15)

Der von diesen bosonischen bzw. fermionischen Zusténden aufgespannte Hilbertraum ist
damit die Summe iiber alle symmetrisierten bzw. anti-symmetrisierten N —Teilchen Hil-

bertraume,
(o]

W =P (PiHy) |

N=0
mit zugehorigen Zustéinden |¢) = Y X_,[1n), wobei die Komponenten |¢y) die oben
diskutierten N—Teilchen Zusténde sind. Das zugehorige Skalarprodukt ist

[e.9]

W)y =Y (Wlpn) -

N=0

Man kann auf diesem auch als Fock-Raum bekannten Hilbertraum Vernichtungssoperato-
ren a(y) und die adjungierten Erzeugungsoperatoren a'(v)), die jeweils ein Teilchen mit
der Einteilchenwellenfunktion ¢ (r) erzeugt bzw. vernichtet, wie folgt definieren:

(N + 1)V / B O (.1, ) (16)

Z(il)Fl?ﬂ(ri)wal(rl, cee Ty ry), (17)

i=1

la()Ynia] (r1, -+, TN)

[a’(W)pna] (x1, -+ 1)

N1/2
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wobei Yy € Hy jeweils eine N—Teilchenwellenfunktion mit N > 0 sei, + wieder auf
Bosonen bzw. Fermionen zutrifft, und der Hut iiber r; in der zweiten Gleichung bedeu-
tet, daB diese Variable ausgelassen wird. Wir wollen nun den Kommutator [a(¢), af(¢')]
berechnen, indem wir seine Wirkung auf eine beliebige N —Teilchen Wellenfunktion ¢y,
N > 0, untersuchen:

[a(l/J)GT(WWN} (I‘l, te 7rN) = (N + 1)1/2 /d}T(r) [GT(WWN] (I‘, ry,--- ,rN)d?’r =

N
= (YY) £ Z(il)i_1¢/(ri) /@DT(T)?/)N(T, IPEEENS CACEE ,I“N)dgra
i=1

N

[0 ()] (v1s- -+ ) = 73 DL 000 [aw)] (v, e ) =

i=1

N
=3 () () / POt By )
=1

Daraus und aus Gl. (16) und GI. (17) folgt sofort

[a(¥),a' ()], = (W) (18)
la(¥), a(¥)]y = 0,
wobei [A, B], = AB £ BA der Kommutator bzw. Anti-Kommutator fiir Bosonen bzw.

Fermionen ist. Wir wenden diese Relationen insbesondere auf eine vollsténdige Basis 1, (r)
von Einteilchen-Zustéinden an und erhalten mit a, = a(vy), af, = a' () aus Gl. (18)

[ana CLL,} = 5n,n’ (19)
+
[an, aw], = [aL, aTn,} =0.
+
Daraus folgt
an/aLan = Onn'0n £ aLanfan = dnn/ln + aLanan/

und damit
[anU aLan] - 5n,n’an ) (20)
fiir den Kommutator [A, B] = [A, B]_ = AB — BA, so da} wir

Ny = alan (21)

als Anzahloperator fiir den Zustand n identifizieren konnen. Es wird aus dem Zusam-
menhang immer klar sein ob es sich bei /V,, um den Operator oder seinen Eigenwert, die
Besetzungszahl, handelt weshalb unsere Notation dies nicht unterscheidet. Der Gesamtan-
zahloperator ist damit natiirlich

N=> Nn. (22)



Wiéhlt man fiir ¢,(r) die Basis der Einteilchen-Energie-Eigenzustédnde, dann kann man
damit den Hamiltonoperator schreiben als

H=> enNa, (23)

woraus auch die Kommutationsrelationen

] = (24)
| = éntn (25)

[an,

[an,

N
H

folgen.

Werden in der Definition Gl. (16) fiir den Vernichter a,, fiir die Wellenfunktion ¢y 1 (r, 1y, - - -

nun die bosonischen oder fermionischen Zustéande Gl. (13) bzw. Gl (14) eingesetzt, so
zerfallt die Summe iiber (IV 4 1)! Permutationen in N, identische Terme, in denen das
erste Argument von ¢¥)y41(r,ry, - -+, ry) dem Zustand 1), entspricht und die Summe iiber
die N! Permutationen der verbleibenden Koordinaten ry,---,ry iibrigbleibt. Vergleich
der Normierungsfaktoren ergibt damit fiir Bosonen

|+ Np,oo )T = NY2oo Ny =1, F (26)

In Analogie zum harmonischen Oszillator erhélt man aus den Kommutationsrelationen
Gl (19) fiir Bosonen

bl Nae )" = (Na 4 D)2 Ny 1, ) (27)

n

Die analogen Relationen fiir Fermionen lauten

an|, Np, )" = Nn(—l)l“|"',Nn—1,"'>7 (28)
aL|---,Nn,--->_ — (1—Nn)(—l)l“|---,Nn+1,--->_

wobei der Vorzeichenfaktor von der Anzahl [, der Anti-Kommutationen abhéngt, die
notwendig sind um a, an die Position n zu bringen. Aus diesen Relationen folgt auch

WH(GL)M'(”’ {ah” =TL ()™ 10 29

wobei in dem Ausdruck fiir Fermionen natiirlich nur die Zustdnde mit N, = 1 auftreten
und zudem auf die Reihenfolge der Erzeuger zu achten ist. Aulerdem sieht man aus den

Definitionen Gl. (13) bzw. Gl. (14) da8

|{Nn}>+ =

N

Z jm);(n|; = af,an, (30)

=1

wobei ¢ iiber alle Teilchen lauft. Allgemeine Einteilchen-Operatoren haben damit die Form

T = Zt(ri) = (mlt|n)af,an, (31)

m,n

7

7rN>



wobei der Operator ¢ = t(r;) zum Beispiel in der Ortsdarstellung von der Ortskoordinate
eines Teilchens abhéngt und (m|t|n) das Matrixelement im Einteilchen-Hilbertraum H;
ist. Iteration von Gl. (30) ergibt

S a1l = i) 1] =

i#] i#j
= Z\m (k|;In); (], — (k|n) Zym
= ainakaflal — afn [ak, aLLF ia akal = aT Talak,

wobei F fiir Bosonen bzw. Fermionen zutrifft. Man beachte dafl die Reihenfolge der Ver-
nichter a; und ay gegeniiber der Reihenfolge von (k| und (1] vertauscht ist. Wahrend dies
fiir Bosonen wegen der Vertauschbarkeit von Vernichtern unerheblich ist, invertiert dies
fiir Fermionen wegen der Anti-Kommutation deren Vernichter das Vorzeichen. Fiir einen
allgemeinen Zweiteilchen-Operator folgt daraus nun

1
= SO = 530 ST im0l 1) (1, =
z;éj i#j mnk]1

1
= 3 > (m,n[fPk, Dal,almax, (32)

m,n k1

wobel das Matrixelement
(m, 0| fP[k, 1) = / &, / By G (0 )0 (r2) O (e, v (0 () . (33)

Hierbei héngt zum Beispiel in der Ortsdarstellung f = f(r;,r;) symmetrisch von den
Ortskoordinaten zweier Teilchen ab und der Faktor 3 in Gl (32) stellt sicher dafl je-
de Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen nur einmal auftritt. So hat zum Beispiel der
Vielteilchen-Hamilton-Operator die allgemeine Gestalt

1
H= Z (n|tjm) + (n|V|m)) al ay, + 3 2{1(m, n|[VA Kk Dal alaa,  (34)
wobei t und V' die Einteilchen-Operatoren fiir kinetische Energie bzw. potentielle Energie
und V@ die Zweiteilchen-Wechselwirkungsenergie sind.
1.1.3 Feldoperatoren

Wir betrachten nun eine Basistransformation

v) =2 (nlv)n). (35)

Fiir die Erzeuger a}, der Zustéinde |v) gilt daher

ap =Y _(nlv)af,, (36)

n



und durch hermitesche Konjugation

ay = Z(I/]n)an. (37)

n

Fiir die Ortseigenfunktionen |r) ist

(r[n) = tn(r) (38)

und die resultierenden Vernichter und Erzeuger
YE) =Y Yalt)an, Vi) =) ¢ (39)

werden als Feldoperatoren bezeichnet. ¢(r) und 1 (r) vernichten bzw. erzeugen also jeweils
ein Teilchen am Ort r. Aufgrund der (Anti-)Kommutatoren Gl. (19) und der Vollstandig-
keit der Einteilchen-Ortseigenfunktionen folgen sofort die Relationen

[W(r), ()], = & —r) (40)
[(r),¥(x'], = [W(r),a*(r’)]i =0.

Wenn die Teilchen keine erhaltenen Quantenzahlen tragen, z.B. wenn sie elektrisch neutral
sind, sind die Felder selbst-adjungiert, d.h. ¥T(r) = 9 (r).

Den Hamilton-Operator Gl. (34) fiir Teilchen der Masse m kann man nun wie folgt durch
die Feldoperatoren ausdriicken:

2m

o= [ (960 V) + Vi v (a1
iy [ [ et e)d eV )i,

wobei die Integrale von den Matrixelementen herrithren und im Ausdruck fiir die kineti-
schen Energie partiell integriert wurde.

Die Matrixelemente des Einteilchen-Dichteoperators n(r) sind gegeben durch (m|n(r)n) =
W (r)1n(r) womit die Vorschrift Gl. (31) fiir den entsprechenden Vielteilchen-Dichteoperator

n(r) =Y Un()dn(r)alan = o (x)(r). (42)
Der Operator fiir die Gesamtteilchenzahl ist damit auch gegeben durch

N = / et (r)y(r) . (43)

Meist gelangt man von der Einteilchen-Quantenmechanik also zur korrekten Vielteilchen-
Beschreibung von Fermionen und Bosonen einfach, indem man fiir die Einteilchen-Wellenfunktion
die Feldoperatoren substituiert, wobei man allerdings auf die Reihenfolge der Operato-

ren achten muss. Diese Beschreibung ist deshalb auch als zweite Quantisierung bekannt.
Beispielsweise ergibt sich der Stromdichte-Operator zu

. h
j(r) = i

(W) Ve (r) = [Vl (r)] ¢(r)] . (44)



1.1.4 Feldgleichungen

Mit Hilfe der Kommutationsrelationen Gl. (40) iiberzeugt man sich nun leicht daf die
Feldoperatoren in der Heisenberg-Darstellung

w(r,t) _ eth/h¢(r70)e—th/h, (45)
die Bewegungsgleichungen
n o0 = [~ a v v o) + [ gy e oo ()
7 T r.t) = T r r, ry'(r, r,r)(r, r,

erfiillen. Dabei kann man die allgemein giiltige Relation

verwenden, indem man das obere Vorzeichen fiir Fermionen und das untere fiir Bosonen
einsetzt.

1.1.5 Impulsdarstellung

Die orthonormierten Impuls-Eigenfunktionen fiir Teilchen in einer rechteckigen Box mit
Seitenldngen L,, L,, L, lauten

eik~r

Ui (r) = Viz (48)

mit dem Volumen V' = L L, L. und den quantisierten Wellenzahlen

Ng Ny N
k=27 2% ¥ =2 4
(77) @

welche fiir ng, ny, n, € Z periodische Randbedingungen erfiillen:

/ dPr by (2)he () = e - (50)
Wir werden die Impulszustdnde mit den Wellenzahlen k charakterisieren wobei der Impuls
p = hk. Mit der Wahl von natiirlichen Einheiten, h = ¢y = 1, wird dazwischen oft nicht

mehr unterschieden. Substituiert man nun die Impuls-Eigenfunktionen fiir die Basis |n)
in Gl. 39), so erhilt man zum Beispiel fiir die Feldoperatoren

1 ik-r 1 —ikr
P(r) = eV Zek ax, Ui(r)= Vi Ze k alT(, (51)
K K

wobei ay und aL nun die Vernichter bzw. Erzeuger der Impulszusténde k sind.
Durch Auswerten der in Gl. (33) und (34) auftretenden Matrixelements erhdlt man daraus
fiir den Hamilton-Operator leicht

(hik)? 1 1
= O e S Vot o S Vgl o, 62)
k k1

2m
k,lq

10



wobei die Fouriertransformierten
Vo= / d*r V(r)e T (53)

und unter der Annahme daf§ V(ry,r3) = V(r; — ry) nur von der Differenz der Ortskoor-
dinaten abhéngen,

2) — [ B2 —iqr
Vq():/d r V& (r)etar, (54)

Damit iibertrégt Vq(z) in einer Zwei-Teilchen Reaktion den Impuls q von einem Teilchen auf
das andere. Die Erzeuger aL und Vernichter ay erfiillen die Standard-(Anti) Kommutations-
relationen Gl. (19).

Die Fouriertransformierte des Dichteoperator Gl. (42) 1&8t sich nun mit Hilfe von Gl. (50)

schreiben als
Ng = / d*r n(r Z Ay Aktq - (55)

1.1.6 Spinfreiheitsgrade

Im allgemeinen tragen die Feldoperatoren auch Spinfreiheitsgrade, die wir mit o bezeich-
nen werden, so daf§ ¥, ein Skalar, ein Spinor oder ein Vektor sein kann. Die (Anti-
YKommutationsrelationen verallgemeinern sich damit zu

o0 L )] = S =10 (56)
o) o]y = [vhr).alr)] =0,
und
[@nmaL/UIL = nnoo’ (57)
T [aLa,aL,o,L —0.

Fiir Spin-unabhéngige Wechselwirkungen lautet der Hamilton-Operator Gl. (34) dann

1
H=Y" ((na|t]ma)+(na|V|ma>)aIwamg+§ ; (m,n|V® |k Val, al, a0, ,
n,m,c m,n,K,;1,01,02
(58)
oder in Ortsdarstellung

- ¥ [ [ Vi >]-w0<r>+v<r>w2<r>wa<r>] (59)

T3 Z/d3r1/d3r2¢ r1) i, (r2) VO (11, 12) 10, (12) 0, (r1) -

01,02

11



Die Bewegungsgleichungen in Ortsdarstellung lauten

2
ih%wg(r, t) = |:—h—A + V( ):| Qﬂg(r, t) + Z] / d3r/wl/ (r/’ t)V(Q)(I‘, r/)wa, (r/’ t)¢a(r, t) ,

(60)
oder in Impulsdarstellung
" hk)? 1
thax, = (2—)akcr Z Vi wawo(t) + v Z Vq(z)aqug, (t)aror (t)axrqo(t) . (61)

l,q,0'

Schliellich lauten die Operatoren fiir Teilchenzahldichte und Spindichte
r) =Y Ylr)v,(r), S(r Zw* r)0 5ot (r) | (62)

wobei o die Pauli-Matrizen sind.

Man kann den Feldoperator-Formalismus auch fiir ein heuristisches Argument fiir das
Spin-Statistik-Theorem verwenden: Sei R eine Drehung um 180° in der vier-dimensionalen
Raum-Zeit um eine der raumlichen Achsen, wobei die Vierer-Koordinaten z = (t,r) in
T = (—t,r) und der Spinor ¢ in R tibergehen. In der Quantenmechanik charakterisiert
die Energie E den Phasenfaktor e'”. Da die Energie immer positiv sein sollte muss sich
bei Zeitumkehr-invarianten Prozessen das Vorzeichen der imagindren Einheit ¢ bei Zeit-
umkehr umkehren. Die Zeitumkehr-Transformation entspricht daher einem anti-unitdren
Operator T'. Da R eine Zeitumkehrung beinhaltet, fithrt daher auch R den Feldoperator 1
in Komponenten von ¢ iiber, Ry = U, mit U einem unitéiren Operator. Man betrachte
nun den Vakuum-Erwartungswert

(O](Ry) (2)1(2)[0) , (63)

in welchem etwaige Lorentz-Indizes kontrahiert sind so dafl es sich um einen Skalar han-
delt. Ferner ist aufgrund des oben gesagten Gl. (63) bei x = 0 positiv definit, da dann
z =z und U = 1. Wenn der Vakuum-Zustand |0) Lorentz-invariant ist, sollte Gl. (63)
unter einer weiteren Drehung R invariant sein. Andererseits geht Gl. (63) unter R iiber in

(O1(R*¢)(2) (Re) (x)]0) = £(0[¢(2) (Re) (x)[0) (64)

wobei im zweiten Schritt + auf ganz- bzw. halbzahligen Spin zutrifft da wir von der
Quantenmechanik des Spins wissen dafl ein Spinor ¢ unter einer vollen 360° Drehung in
+1) iibergeht, R? = pml. Durch geeignete Wahl des Koordinaten-Ursprungs kann man
t—t+t, —t—t—1t,r— r substituieren und erhilt daraus fiir ¢ — 0 nun sofort

(O[(R) (2, x)e(t,x)[0) = £(0[b(¢, ') (Ra) (¢, 1)]0) (65)

was Kommutation bzw. Anti-Kommutation der gleichzeitigen Feldoperatoren entspricht.

12



1.2 Fermigase
1.2.1 Freie Fermionen

Bei verschwindender Temperatur, 7' = 0, sind im Grundzustand von N freien Fermionen
alle Zustande bis zum sogenannten Femi-Impuls kr besetzt,

[woy= I TIakol0). (66)

k| k|<kp o
mit den Besetzungszahlen
Nyo = O(kp — |K|) . (67)
Damit ist Pi VES
_ _ _ _ VFRFp
N=YNo= Y} 2_2V/W@(kp—\k])_ -
Ko K, [k|<kp

wobei wir benutzt haben dafi das Volumen eines Impuls-Eigenzustands im Impulsraum
gleich (2m)%/V ist so daB Y., = V [d’k/(27)* und der Faktor 2 von den zwei Spin-

zustédnden eines Spin-1/2 Fermions herrithrt. Daraus folgt

N
k3 = 3%27 = 31°n. (68)

Mit Hilfe von Gl. (51) sieht man leicht dal n auch der orts-unabhéngige Erwartungswert
des Teilchenzahldichte-Operators Gl. (62) ist.
Die einfachste Anregung des Grundzustands [ig) ist ein Teilchen-Loch-Paar,

|k1017 k202>P = aTkQO’QCLklUl |¢0> . (69)
Man kann Vernichter und Erzeuger eines Lochs mit Impuls k und Spin o definieren als

bka = CLLG ) bLg = Gko (70)
welche denselben Anti-Kommutationsrelationen wie die a, und aLU geniigen.
Die Einteilchen-Korrelationsfunktion G,(r1,rs) ist proportional zur Wahrscheinlichkeit-
samplitude dafiir daf3 die Vernichtung eines Teilchens bei ry und die Erzeugung bei ry
wieder den Ausgangszustand [¢)) ergibt,

Go(r1, 1) = (W] (r1)s(r2)[) . (71)

In einem Zustand der Form |¢) = [{N,})~ héngt dies aufgrund der Translations- und
Rotations-Invarianz nur von r = |r; — ry| ab und es gilt aufgrund von Gl (51)

1 .
Gy(r) —19) = v > erktTIN (72)
k

Im Grundzustand, |¢)) = |1), wird daraus

0 d3k 7’L’k-(1‘ —r ) 1 kF .
Gy(ry —re) = / W@ T (kp — k) = 27r27’/0 dkk sin kr
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wobei Kugelkoordinaten fiir die Integration verwendet wurden. Ausfithren des letzten
Integrals und Herausziehen des dimensionsbehafteten Parameters ergibt

3n sinkkpr — kprcoskpr
Go(r) = — : 73
o) = G (73)
Es gilt G%(0) = n/2 weshalb die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafl Vernichtung eines Teil-
chens bei ' und die Erzeugung bei r wieder den Grundzustand ergibt durch (2/n)G%(r)
gegeben ist. Ferner fillt G2(r) fiir r — oo oszillierend wie 1/r? ab.
Wir definieren die positiv definite Paarverteilungsfunktion als

2

n

Gorma(F1,T2) = ( ) (1L, (E), (22 on (2) s (11) 1) (74)

Man kann dies als Erwartungswert des Dichteoperators n,,(rs) im Ein-Lochzustand

[r101) = Vg, (r1)[00)

interpretieren. Da dies nur dann positiv ist wenn sich am Ort r; mit Sicherheit ein Teilchen
befindet, ist dies auch gleich der Wahrscheinlichkeit, zwei Teilchen mit Spin ¢; und o9 an
den Orten r; bzw. ry zu finden. Einsetzen von Gl. (51) ergibt

4 —i(k—k')-r1 ,—i(q—q’)-r
90102(r17r2> = mzze (k) ‘e (a=d) 2<w‘a1101a1102aq’02ak/01’w>'

kX’ q,q

In einem Zustand der Form [¢)) = [{N,})~ tragen fiir 01 # oy nur Terme mit k = kK’
und q = ¢’ bei, was aufgrund der Anti-Kommutation der Erzeuger und Vernichter auf
> kq Moy Ngo, /V? = (n/2)? fiihrt. Fiir 01 = 09 = o tragen Terme mit k = k', q = ¢
oder k = ¢/, q = K bei,

(W]al,, alo,0qotive [V) = Saedaq (Y]al,al,aqotie V) + dkq g (Ylal, al axeaqs V) =
= (5kk’5qq’_5kq’5qk’><¢|aLaakoaLaaqo|¢> (75)

Man beachte dafl dieser Ausdruck fiir k = q verschwindet, da in diesem Falle zwei Vernich-
ter zum gleichen Zustand auftreten. Man kann diese beiden Félle gleicher und ungleicher
Spins nun auch zu

(W]al,, al,aqro,tie [1) = Ok Oaqr — Goyos Ok O ) NicNg (76)

zusammenfassen. Damit hangt g,,,,(r1,r2) wieder nur vom Abstand r; — ro ab und mit
Gl. (72) folgt

4 —i(k—q)-(r]—r ZGUI‘—I' 2
oroa (51~ 12) = o 3 (1= By 0] N Ny = 1= 6 {M}

n
k.q
(77)
Im Grundzustand, |1) = |1y), ergibt Einsetzen von Gl. (73) schlieflich
9
ggm (ri—ry)=1-— 50102W (sin kpr — kpr cos kpr)? . (78)

Es ist g0, (0) = 0, konsistent mit dem Paulischen AusschlieBungsprinzip. Ferner ist lim, o go. . (1) =
1, da die Teilchen bei groflen Absténden unkorreliert sind.
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1.2.2 Wechselwirkende Fermionen

Fiir das Coulomb-Potential V®(r) = Vi (r) = €2/r zwischen zwei Elektronen ist Va?) =
4re? /q*, weshalb Gln. (52), (58) in

(hk)? e? 4

H= Z om aTkgakU + W Z q_gafﬂ»qal a’;rfqgg(IlUQakUl (79)
ko k,1,q,01,02,4>0

iibergeht. Dabei divergiert zunédchst der Beitrag von q = 0. Regularisierung des Coulomb-

potentials zu einem Potential endlicher Reichweite, Ve, (r) = (e?/r)e " ergibt fiir den

q = 0 Beitrag

e* dm e? 4m
2V ,LL Z akcna-lrogaloéakﬂ'l = WF Z [aLolakgl <a-lr(72a102 - 5k160102>:| =

k,l,01,02 Koo
o dm e? 4
ey 2VF Z [Nka'l (N10'2 - 5k150—102)] = WE( 2 _ N) )
k71701,0—2

Dabei verschwindet der zweite Term im thermodynamischen Limes, N — oo, und man
sieht leicht daf sich in einem homogenen, elektrisch neutralen Gas von Elektronen und
Ionen der erste Term gegen analog regularisierte Terme der Wechselwirkung zwischen
Elektronen und Ionen und zwischen den Ionen untereinander kompensiert.

Bei Vernachléssigung der Coulomb-Wechselwirkung besteht der Hamiltonian Gl. (79) nur
aus kinetischer Energie mit dem Eigenwert der inneren Energie Uy im Grundzustand |t),

h2 oV v 3h2k2 3
= P*kk*O(kp — |k ko = EN=Z¢pr N =
Go m (27)? / Ohr = KD = 50 10024 = o 5°F
213 (9r\¥? 2221
- 2} N~ ZEN.
2a 35(4) 2a 1?2 (80)

Hier ist e = k%/(2m) die Fermi-Energie, a = h*/(m.e*) der Bohrsche Radius mit der
Elektronenmasse m., ro der Radius eines sphérischen Volumens, in dem sich im Mittel
ein Elektron befindet, (47/3)rgn = 1 und r, = ro/a.

In erster Ordnung Stoérungstheorie lautet der Korrekturterm aufgrund der Coulomb-
Wechselwirkung

e 471' t T
Ur= W Z _2<w0|ak+qmal—qo2al‘72akgl ’w0> ’
k,1,q,01,02,4>0

Der einzige nicht-verschwindende Beitrag kommt von Termen mit 0; = 09 = ¢ und
1=k+ q, so daf3

e? 47
Ui =~ 2 p Nkmeg:—— > —@ (kr — [k +al)O(kr — k) =
kqu(f’q>0 k ,d, q>0
Pk
- v/(%)3 e (k)O(kp — k), (81)
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mit der Energiekorrektur pro Teilchen mit Impuls &,

er(k) = —47?62/ (d3l Olkr 1) _ _2¢hkr (ﬁ> . (82)

2)3 |1 —k|? T kg
wobei L ) .
- +x
F(x)= = 1
(@) 2 + dx . 1—=x
Nach Ausfithrung des verbleibenden Integrals erhalten wir
3%k ez 3 (or\'"? ¢ 0.916
U, = N = — [ — N~ —— N 83
R 2ar527r<4) 2a 7y (83)
Kombination von Gl. (80) und (83) ergibt fiir die innere Energie U = U, + Uy,
U e (221 0916
- - ) 4
N 2a ( 72 Ts N ) (84)

Dies stellt eine Storungsentwicklung nach kleinen r¢ dar, da fiir kleine Elektronenabstédnde
die Wechselwirkungsenergie im Vergleich zur kinetischen Energie klein wird. Fiir ry > 1
iiberwiegt die potentielle Energie und man erwartet die Bildung eines Wigner-Kristalls.
Der Druck ist damit

oUu oU ors et r, (4. 42 0916
p = — _— = — = 2 + cte . (85)
oV )y ors ) v \OV T 243V 72
Der Druck verschwindet bei r4 ~ 4.83, wo die innere Energle demnach ein Minimum hat;
allerdings gilt diese Entwicklung nur fiir r, < 1.

Bisher sind wir im Grundzustand in Gl. (66) von freien Impuls-Eigenzustéinden ausgegan-
gen. Nun verallgemeinern wir diesen Zustand zu

= [] dah.l0), (86)

(m,o)eZ

wobei die zu den Zustdnden (m, o) gehorigen Wellenfunktion mit 1y, (r) bezeichnet wer-
den und eine orthonormale Basis bilden sollen. Dabei enthélt die in Gl. (86) auftretende
Menge Z N Zusténde. Die zu Gl. (76) analoge Relation lautet nun

<w0’@1n01@1102an’02am’01 Wo) = (5mm/5nn/ - 501025mn’6nm’)@((m7 01)7 (Il, 02) € Z) ) (87)

wobei der letzte Faktor sicherstellt dafl dies nur dann nicht verschwindet wenn die beiden
Zusténde (moy), (noy) in Z liegen. Mit Hilfe dieser Relationen findet man nun fiir den
Erwartungswert des Hamiltonians Gl. (58) fiir im allgemeinen Spin-abhéingige Potentiale

V,(r) und Wechselwirkung VU(IQ(),2 (r) sofort

W) = 5 3 [ Vi@t Y [ @ bl 69

(mo)eZ (mo)eZ

+ % Z /d3r1/d3r2 0102 _r2) [|¢ma1<r1>| |¢n02(r2)|2_

(mo1),(no2)eZ

02V, (01 Vi (12) e, (02 U (1) |
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Wir wenden nun das Ritzsche Variationsprinzip an, um einen Funktionensatz tpm,(r)
zu finden, der den Erwartungswert der Energie Gl. (88) minimiert. Die Ergebnisse der
Storungstheorie erster Ordnung von Gl. (84) entspricht dabei gerade dem freien Varia-
tionszustand Gl. (66). Um die Normierung zu gewéhrleisten, fithren wir die Lagrange-
Multiplikatoren €y, ein und setzen die Funktionalableitungen

J

S (r1) [wmw - m;g Emo (/ &P [hme (r)]* — 1)] —0,

unter Benutzung von

6¢na1 ( )

0o, (T2)
und erhalten die Hartree-Fock Gleichungen

= (S né(,l@é(rl — I'Q) (89)

[_%A + Va’(r):| Q/ng(r) + Z /d3r/ V00/<r . r/) ’wno” (r/>|2 ¢m0(r) _ (90)

- Z [ Vol ¥ 0 0 1) = i)

(no)ez

Die Lagrange-Multiplikatoren e, konnen damit als Einteilchen-Energien interpretiert
werden. Gegeniiber den Hartree-Gleichungen tritt hier zusétzlich der Austauschterm

/ B Voo (1 = 1) [t () Yo (1) = D / B Voo (1 = )1 (1) Yoo (2 ) oo () =

(no)ez

— Y Ve lr = 0 s (e 1) (o)

(no)eZ,n#m

auf.

Die Hartree-Fock Gleichungen werden oft auf Atome oder Ionen der Ladung Z mit N
Elektronen angewandt, wofiir

V) =25, v =S (92)

0102 r

Spin-unabhéngig sind.

1.3 Bosegase
1.3.1 Freie Bosonen

Wir setzen hier Bosonen mit Spin Null voraus, so dafl hier keine Spinquantenzahl o
auftritt. Wir betrachten zunéchst die freien Zustédnde der Gl. (29) fiir Bosonen

) = 1{(Na) = i H )™ [0} (93)
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Wie fiir Fermionen erhédlt man aus Gl. (51)

<|=

(ol (D)) = 7 3 e elafalbo) = 5 S Ne= ;= (99

k! k
Die Einteilchen-Korrelationsfunktion ist wie in Gl. (72) fiir Fermionen definiert,

1 )
G(I‘l B I'2> _ V Z e—zk-(r1—r2)]\]ko. (95)
k

Ahnlich wie in G1. (74) fiir Fermionen definieren wir auch die Paarverteilungsfunktion als

1\ 2
otrr=x2) = () (! ()0 ()l (eolen) = (96
- % Z Z e~ (kTKDm gmilamd)m (ol o agran o)
k.k/ q,q’

Fiir den darin auftretenden Erwartungswert erhalten wir nun iiber den analogen Ausdruck
Gl. (76) hinaus auch Beitrige fiir k = q,

<¢0|alagaq’ak’|¢0> = (1 - dxq) <5kk’5qq’ <¢0|alagaqak|@/’0> + 5kq’5qk’<¢0|G1T<a:r;akaq|¢0>> +

+0kq Ok Oqq’ <w0 ’CLLaLakak |1/10> =
= (1 — dxq) (OkiOqq’ + OkqOqr’) NiNg + kg0 dgq Ni(Nk — 1) . (97)

Einsetzen in Gl. (96) ergibt

s m) = o [0 ) [1 4 e Nkzvq+zzvk<zvk—1>] -
k

L k,q

Z e—ik-(rl —r3) Ny

k

2
—2) NI NE-D M| =
k k k

k.q
2

1
k

—1 ~(r1—r2)N
—E € k
N -

. l@] _%Ek:]\fk(]\fk%—l). (98)

Gegeniiber Gl. (77) zeigt dieser Ausdruck zwei Unterschiede: Das Vorzeichen des Terms
proportional zu G(r; —ry)? ist nun positiv, was auf die Vertauschungs-Relationen zuriick-
zufithren ist, und es tritt ein zusétzlicher dritter Term auf, da Zustédnde mehrfach besetzt
sein konnen.
Wir werten nun Gl. (98) fiir zwei Besetzungszahl-Verteilungen aus. Wenn nur eine Im-
pulsmode besetzt ist,

Nx = Nikk, » (99)
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folgt

G(I‘l — I'Q) = ne_iko'(rl_m) s g(I‘l — I'Q) =1—-—. (100)
Dies ist ortsunabhéngig und kann als Produkt der Wahrscheinlichkeit interpretiert werden,
zunéchst ein Teilchen mit Wahrscheinlichkeit Eins und darauf ein zweites Teilchen mit
Wahrscheinlichkeit 1 — 1/N zu detektieren. Nun betrachten wir eine Gauss-Verteilung,

or \° 2 /A2
Nk:n<\/;A> o~ (k—ko)?/A% (101)

mit >, Ny = N. Man sieht zunéchst sofort da8 der dritte Term in Gl. (98) im thermo-
dynamischen Limes, N — oo, wie 1/N gegen Null geht. Ferner ist

3
Glrr—ry) = [ K ey = b2 rmm ik tara)

gty —1y) = 14 2272 (102)
Bei kleinen Absténden, r < A1, ist damit die Wahrscheinlichkeit, zwei Bosonen zu finden,
erhoht und ist fiir » = 0 doppelt so grofl wie fiir r — oo.

Wir betrachten noch den durch eine komplexe Funktion ¢(ry, ro) charakterisierten Zweiteilchen-
Zustand

2) = [ [ Praote el el ). (103)
Die zwei moglichen Kontraktionen in
(O (rh) g (ry)e! (1) (r2)[0) = 3(r1 — 11)d(rz — 15) + 6(r1 — r5)3(r2 — 1)

ergeben fiir die Normierung

<2‘2> = /d3r1 /d3r2¢*(r1, I'Q) [¢(I‘1, I'2> + ¢(I’2, I'1>] =1. (104)
Faktorisiert die Zweiteilchen-Funktion,

¢(r1,12) = ¢1(r1)Pa(r2), (105)

mit normierten Einteilchen-Funktionen, [ d®r|¢;(r)|? = 1, so lautet die normierte Zweiteilchen-
Funktion daher
$1(r1)pa(rs)

¢(r17 r2) = )
[1+ [(g1]0) 2]
wobei das Skalarprodukt der Einteilchen-Wellenfunktionen (¢1]¢s) = [ d’r¢j(r)gs(r).

Den Erwartungswert des Dichteoperators im Zweitteilchen-Zustand erhélt man dann
durch Summation iiber alle moglichen Kontraktionen,

(106)

(2n(r)[2) =
_ [ @Pridradr dPrlg] (r1) d5 (r2) ¢ (1) 6a (1) (014 (r2) ¢ (r1) ¥ () (1)1 (r )1 (5 0)
1+ [(1]2)?

_ 161(0) + [Sa(r)* + [(h1]¢2) 85 (r) 61 () + c.c]
1+ [(¢1]¢2)]? ’
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wobei +c.c. Addition des komplex konjugierten Terms bedeutet, Man beachte den Inter-
ferenzterm, der fiir orthogonale Einteilchen-Zustaénde, (¢;|p2) = 0, verschwindet, so daf
in diesem Fall

(2[n(r)[2) = [o1(r)* + [d2(r)]*.
Das Integral von Gl. (107) iiber den Raum ist

/d3r<2]n(r)|2> =2,
wie es fiir einen Zweiteilchen-Zustand sein muf.

1.3.2 Wechselwirkende Bosonen

Die Bose-Statistik zusammen mit der Wechselwirkung zwischen Bosonen in verschiedenen
Einteilchen-Zustdnden konnen zu interessanten Effekten in Quanten-Fliissigkeiten und -
Gasen fithren. So kann man in der wichtigsten Bose-Fliissigkeit mit Spin 0, “He, die
Wechselwirkung zwischen den *He-Atomen durch ein Lennard-Jones-Potential,

12 6
V(r) ~ 3.523 {(@) - <@> ] meV (108)
r r
mit der Skala ro ~ 2.556 A. Wir betrachten im folgenden schwach wechselwirkende Bose-
gase.

Aus der Thermodynamik des idealen (nicht-wechselwirkenden) Bosegases weiss man dafl
sich die Gesamtanzahl N = Ny 4+ N~ der Bosonen aufteilt in Ny Bosonen im Grundzu-
stand und .o Bosonen in angeregten Zusténden, wobei in Abhéngigkeit von der Tem-
peratur T,

N>o

1 fallsT > T,
N

%) falls T < T,

< 3/2

N, 0 fallsT > T,
— = 7\ 3/2 , (109)
N 1 (?) falls T < T,
wobei die kritische Temperatur durch
2/3 2
n 2mh
kgT. = , 110
= |am) m o

gegeben ist. Fiir T' < T, kommt es damit zu einer Bose-Finstein-Kondensation.

Wir wollen nun die Frage untersuchen wie sich dieses Resultat &ndert, wenn die Bosonen
schwach miteinander wechselwirken. Dazu gehen wir von dem allgemeinen Hamiltonian
Gl. (52) ohne stationéres Potential aus (A = 1 im folgenden),

k? 1
_ T T T
H = Zk: %akak + W l;quakJrqalqalak. (111)
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Wir werden spéter sehen daf} sich die meisten Bosonen im Grundzustand befinden, N-g =
N — Ny < Ny, so daB fiir die Dichten ng = Ny/V und n> 0 = N> 0/V der Teilchen
im Grundzustand bzw. in angeregten Zustinden no < ng gilt. Da in Gl. (111) Terme

mit einer ungeraden Anzahl von ag und ag wegen Impulserhaltung ausgeschlossen sind,

besteht Gl. (111) bis auf Faktoren der Form Vi /V aus Termen der Grolenordnungen
Ng, NoN=o und N2. Vernachlissigung der kleinsten Terme der Ordnung N2, entspricht
Vernachlassigung der Wechselwirkungen angeregter Teilchen untereinander und fiihrt fiir
spiegelsymmetrisches Potential, V_j = Vi, auf

k? Vo
H ~ Zk: %aiak + zvagaoaoao + = Z (Vo +V_ )aoaoaltak +

1
—i——v g "V (akaT_kaoao + aoagaka_k> , (112)

wobei der Strich an der Summe den Fall k = 0 ausschliet. Wegen Ny > 1 ist Ny ~ Ny—1,
so dafl wir wegen Gl. (26) und Gl. (27)

ag ~ aj ~ N3/2 (113)
substituieren kénnen. Damit wird aus Gl (112)

k2 Vi N 1
H ~ Z/%alak + 2‘(;]\72 VO Z/ {(Vo + Vo) afax + QVk (CLLCLT—k + aka—k)} ;
K K

Ausdriicken von dem noch unbekannten Ny durch NV,

N=No+ ) 'afa, (114)
k

ergibt schlieBlich in linearer Ordnung in N [der Term N(Vy/V) Y, "alay kiirzt sich in
dieser Ordnung],

k2 N?
O T TR RS ST URE S S ACLITVINEITE
k

Die Bogoliubov-Niherung besteht darin, Terme der Ordnung n?, zu vernachlissigen, wo-
durch Gl. (115) also quadratisch wird. Wir diagonalisieren nun Gl. (115), indem wir neue
Erzeuger alT( und Vernichter ay fiir Quasiteilchen einfiihren,

ax = uk@k‘i‘vkaik
aL = ukal—l—vk&,k, (116)

mit reellen Koeffizienten uy und vy. Man sieht leicht dafl beide Paare von Erzeugern und
Vernichtern genau dann die kanonischen Vertauschungsrelationen Gl. (19) erfiillen, wenn

up —vi =1 (117)
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gilt. Dann nennt man Gl. (116) eine Bogoliubov- Transformation. Nach lingerer Rechnung
findet man mit Hilfe einer solchen Transformation fiir Gl. (115)

N? 1 k2
He —Vy— =Y (— +nVi — wk) +) o= U+ ) 'wafor,  (118)
k k

2V 2 - 2m
wobei 12 -
2 2 K\ nk?
= || = Vi | = || — 119
Wk [(2 +n k) (n k) [(2m> -+ m ( )
und 2
, Wikt + nVx 5  —wito- +nV
_ — m 12
Uy 2wk Uy Qe ) (120)
sowie N2 . 2
Uy=—V,+ ! —— —nV . 121
0= o o+ B ; (wk om n k) ( )

Der Hamiltonian Gl. (118) besteht aus einer Grundzustands-Energie und einer Summe
von freien Oszillatoren der Energie wy. Der Grundzustand |¢y) des Systems entspricht
daher dem Quasi-Teilchen-Vakuum

o) =0 Vk. (122)

Die Grundzustands-Energie U, besteht aus den ersten beiden Termen in Gl. (118). Der
erste Term entspricht der Wechselwirkungs-Energie, wenn sich alle Bosonen im Konden-
sat befinden wiirden, wéhrend der zweite Term wegen Gl. (119) negativ ist. Man sicht
die Konvergenzeigenschaften der Wellenzahl-Summe im zweiten Terms indem man den
zweiten Ausdruck fiir wy in Gl (119) fiir grofie k& entwickelt,
k? m

Wk = 2—+nd— E(nd) MR (123)

woraus man abliest daB die Summe konvergiert solange Vi schneller als £~/ abfllt.

Im Grundzustand |1),) ist die Anzahl N.q von Bosonen in angeregten Zustdnden nach
Gl. (116) damit

N=o = (o Z aax [Yo) = (Yo Z vieawal [o) = > v (124)
k

Fiir ein Kontakt-Potential, V (r) = A\d3(r), ist Vi = A =const und Gl. (120) ergibt

2(nmM)? 1
k2 2 2 dnmA\1/2
k2 + dnm + (k2 4 2nm)) (14 2582)

0=

Geht man dann in Gl. (124) zum Impuls-Integral iiber, ldsst sich das Integral leicht
ausfithren und man erhélt

Ny (nmA)3/?

>0 =77 =" 32 (125)
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Es handelt sich dabei um ein nicht-perturbatives Resultat, da sich die Abhéngigkeit (n\)>/2
nicht durch eine Potenzreihe in dem kleinen Parameter n\ ausdriicken lasst. Allerdings
divergiert fiir das eigentlich unphysikalische Kontaktpotential Vjc = A\ die Grundzustands-
Energie fiir grofe k, wie man nach Einsetzen der Entwicklung Gl. (123) in den zweiten
Term in Gl. (118) sieht, was einen Term o< Y, 'k~2 ergibt. Das liegt daran, daf in zweiter
Ordnung der Bornschen Naherung die Streuldnge divergiert: Wir erinnern an das asym-
ptotische Verhalten der stationdren Wellenfunktion

ikr
lim y(r) = €%+ f(k.kr/r) (126)
r—r00
und die Definition der Streuamplitude
/ m 3. —ik/r
fk k') = . d°’re V(r)k(r) . (127)

In erster Ordnung Bornscher Ndherung hat man damit

A
KK) = Vg = — 22 128
Einsetzen dieses Ausdrucks in Gl. (126), was wiederum in Gl. (127) eingesetzt wird, ergibt

in zweiter Ordnung

2 ikr
f(kX) = _mA + (m_A) /d?’r e‘ik/'ré?’(r)i + O\

% 2 T

Das hier auftretende Integral kann man mit Hilfe der Parsevalschen Identitét berechnen,

[ e - Z Gi(a)ula

wobei
i(q) E/dgrﬁbz‘(r)e_iq'r

die diskreten Fourier-Transformierten sind. Anwendung auf ¢, (r) = eX*63(r) und ¢y (r) =
e /1 ergibt schlielich fiir die Streuldnge

a=— lim f(k k)=

12
k.k’'—0 27r ( 9)

1% q2

q

2
mA [1_ mA 1 o0

wobei der Term fiir q = 0 in der Summe ausgeschlossen werden kann, da er im Konti-
nuumslimit nichts beitragt. Da Streulinge und Streuamplitude physikalische Gréflen und
damit endlich sind, kann man Gl. (129) als Definition der nicht messbaren, unendlichen
Potentialstirke A\ verwenden, welche die divergierende Summe renormiert. Die formale
Umkehrung von Gl. (129) lautet

B 2ra

) _ 2ma dma , 1
m

1+7 ?—FO(GZ)

q

(130)
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Wir ersetzen nun

2 4 1 2
Vo=A— =21+ 28832 4 0(a?)] . Ve=A— —2, (131)
m V " q? m
womit die Grundzustands-Energie aus Gl. (121)
ma N? Voo o k? 1/2
Up=——F+— dk— |K* (1+4C/K*)"" — k* — 2C + 2C? /k?
T m Vv * 272 J, dm [ (1+4C/k) + /

wird, mit der Konstanten C' = 2man. Ausfiithren des Integrals gibt schliefSlich

wa N*? 64
_ 1 3,)1/2| 1392
m vV { T Bane @ ] (132)

Fiir kleine & erhélt man aus Gl. (119) eine lineare Dispersionsrelation,

Uo

Vo L2
wk =ck+---, mitc, = <u> , (133)
m

wobei ¢, die Schallgeschwindigkeit darstellt. Diese Niederenergie-Anregungen sind als Pho-
nonen bekannt. Aus der Wellengleichung fiir Schall folgt auch dafl

dp 1/2 1
o= (5) ~ G

wobei im Grundzustand, bei Temperatur 7' = 0, der Druck durch p = —(9U,/0V') gegeben
ist, und Kk = —(0V/0p)/V die Kompressibilitit und p = mn die Massendichte sind.
Wir betrachten noch den Dichte-Operator

1 .
n(r) = v Z ey,
K

wobei in diesem Fall nach Gl. (55), (113), (116) und GI. (120)

No
2mwy

1/2
ne ~ VNo(al + ax) = k ( ) (ax+al ) = Cilan + ol ). (134)

Damit folgt
n(r) = p(r)+p'(r), mit j(r) = Cre™ . (135)
k

Analog zu kohérenten Zusténden des harmonischen Oszillators gilt dann fiir den kohdren-
ten Zustand von Quasiteilchen-Anregungen

5 = IRy p(r)I) = B Tee ), (136)

und somit schwingt der Erwartungswert des Dichte-Operators wie eine Dichtewelle,
Cx
(Biln(r)]6i) = 27 (B cos(ke - — 6, (137)
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wobei wir By = |Bi|e?* geschrieben haben.

Wir wollen noch kurz diskutieren, welche Eigenschaften die Dispersionsrelation Gl. (119)
der Quasiteilchen haben muss, um Suprafluiditit zu ermoglichen, bei der eine Fliifligkeit
reibungsfrei an einer Grenzflche entlangzustromen. Dazu stellen wir die Frage, unter wel-
chen Umsténden es im Ruhesystem der Grenzflache fiir die Fliiligkeit energetisch moglich
ist, durch Anregung eines Quasiteilchens Energie abzugeben. Die Energie £ im Ruhesy-
stem der Grenzfliche und die Energie Fy im Ruhesystem der Fliiligkeit im Grundzustand
bei T" = 0 stehen durch eine Lorentztransformation in Beziehung, die in zweiter Ordnung
in der Geschwindigkeit v der Fliifligkeit relativ zur Grenzflache

M
E:E0+p0-v+7v2
lautet, wobei pg und M der Impuls bzw. die Masse der Fliiligkeit im Ruhesystem der
FliiBigkeit im Grundzustand sind. Im Grundzustand ist pg = 0, Ey = Ej, wihrend nach
Anregung eines Phonons mit Impuls Ak im Bezugssystem der Fliifligkeit py = Ak und
Ey = B9 + hwy ist. Die Energiednderung ist daher

AE =h(w+k-v), (138)
was nur dann negativ sein kann, wenn

v| > mkin%. (139)

Fiir kleinere Relativgeschwindigkeiten ist kein Energie-Ubertrag moglich und die FliiBig-
keit befindet sich im superfluiden Zustand.

1.4 Streuung und Korrelationsfunktionen

Wir betrachten die Streuung eines nicht-relativistischen Teilchens an einem Korper, der
durch den Hamilton-Operator H, mit Eigenzustédnde |n) und Energie-Eigenwerte FE,,
Hy|n) = E,|n), beschrieben wird. Die Wechselwirkung zwischen Substanz und Teilchen
werde durch einen Operator W ({x;},r) charakterisiert, wobei x; = r;f; fiir die Ortsvek-
toren r; und eventuell andere Freiheitsgrade f; der Teilchen in der Substanz steht und
ro Ortsvektor und Spin-Freiheitsgrad des gestreuten Teilchens bezeichnen. Der Gesamt-

Hamiltonian ist damit )

H = Hy + 2p—m +Wx),ro),

wobei p der Impuls des gestreuten Teilchens ist. Ahnlich wie fiir die Einteilchen-Operatoren
in Gl (52) ergibt sich daraus in zweiter Quantisierung

2

p 0102
H = Hy+ om + Z GlgmaklakaQ_kl({Xi}) , (140)
kioi,kao2
wobei .
WS (b)) = g7 [ e 0 (). (141)
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Eine Streuung iiberfithre nun einen Anfangszustand \ky01,n1) in einen Endzustand |kyoo, ng).
Fermi’s goldene Regel ergibt fiir die Ubergangsrate vom Anfangszustand in den Endzu-
stand

2w
F(klal, ny — kQO'Q, TLQ) = H |<k20’2, n2|W|k101, n1>|2 6(En1 — En2 + hw) . (142)
Hier ist
h2
ho = o o (ki —k3)
(kooa, no|Wikyo,na) = (no| W% ({xi})[m) - (143)

Wir konnen spin-unabhéngige, kurzreichweitige Wechselwirkungen durch eine Kontakt-
Wechselwirkung der Form

2w h? N

W({xi},r) =

CLZ'5<I'1' — I') (144)
i=1
approximieren, wobei a; die Streulinge von Teilchen i ist, wie aus Gl (128) fiir A =

(27h?)a;/m und der Definition der Streuléinge a = limy w0 f(k, k') folgt. Mit der Defi-
nition Gl. (141) erhélt man daraus

oImh?

"> au{male™ ). (145)

=1

(na|Wie, 1, ({xi}) 1) =

mit k = k; — ko dem Impulsiibertrag auf das System bei der Streuung. Wir nehmen
weiterhin an, daf§ die Streuldngen unabhéngig von der Lage sind mit

) .o . -
(aa;) = {a_ furz.#j. =a’ + 0y <a2—52>,

a = %iﬂai, ?:%;a?, (146)
womit
|(kyog, na|[Wkior, ny)|* = (147)
2 N
(B2 | X ke sl + (- )Zr >|2].
ij=1

Wir nehmen nun an, dafl nur die Impulse und nicht die Spins des Teilchens vor und nach
der Streuung gemessen werden. Dabei seien p(n;) die Wahrscheinlichkeit, daf§ sich das
System vor der Streuung im Zustand |n;) befindet und p(o;) die Wahrscheinlichkeit daf
der Spin des Teilchens vor der Streuung o, ist. Dann ist

k1 — k2 Z Zp n1 (71 k101,n1 — k202,n2) (148)

ni,ne 0102

26



Der doppelt differentielle, unpolarisierte Wirkungsquerschnitt ist dann gegeben durch

d*c [(ki — ko) d*Nous

Hier ist N die Anzahl der Streuzentren, j der Betrag des Flusses

1 hky

Vom’

des durch die im Volumen V auf Eins normierte Wellenfunktion vy, (k;,r) = e17/V1/2

beschriebenen einfallenden Teilchens, € = (hky)?/(2m) die Energie des gestreuten Teil-
chens und

= 2 [, (s, 1) Vi, 1)) =

dzNout Vv d3k2 V mk’g

e <2) = (27)3dQde  (27)° A2
die Anzahl der Streuzustéinde pro Raumwinkelelement df) und Energie-Interval de, wobei

d*ky = k2dQUdky und de = h%kydky/m benutzt wurden. Einsetzen von Gl. (142), (147),
(148) und der beiden letzten Gleichungen in Gl. (149) ergibt schliefilich

d*o
de€ (k17 k2) = Acthcoh(ka w) + AincSinC(ka OJ) ) (150)
mit den Faktoren . i
Aco = a2 Ainc = <_2 - _2> =2 151
h a k'17 a a kl ( i) )
und den kohdrenten bzw. inkohdrenten dynamischen Strukturfunktionen
1 . .
Seon(k,w) = N 21 Z p(ny)(n1]e™™ i |ng) (ng|e™ ™|y 0 (E,, — En, + hw) ,
,)J=1ni,n2
1 & 2
Se(k,w) = + >N p(m) [(nale™ ™ no)|” 6(En, — En, + hw). (152)

i=1 ni,n2

Die kohérente Strukturfunktion beschreibt die Korrelationen der verschiedenen Streuzen-
tren untereinander und beriicksichtigt Interferenzeffekte, wiahrend die inkoharente Struk-
turfunktion die Autokorrelation einzelner Streuzentren beschreibt.

Mit Hilfe der Darstellung 6(w) = fj;o dt e*'dt/(27) der Dirac’schen Delta-Funktion kann
man umformen,

. too Jp 4
<n1|€—zk~rj|n2>5(Em _ En2 + hw) — / ﬁez(Enl *En2+hw)t/h<n1’672k-l‘j |7”L2> —
s

—00

+o00 e
_ / ieiwt <n1‘eiHot/hefik-I'je*’iHot/h|n2> — / ieiwt<n1’€7ik'rj(t)|n2> ,
_ 27h 21h

o0 —00

womit wegen der Vollstandigkeitsrelation ) |na)(ni| = 1,

Ot 1 —iker; (£) ikers (t=0)
Seon(k,w) = 5t N Z (e kTt gikerilt=0))
ij=1

— 00
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wobei der Erwartungswert als
= 3 #00) 01O} = T60)

mit der Dichtematrix

p=2 pn)n)n|. (153)

definiert ist. Zum Beispiel hat man fiir einen zeit-unabhédngigen Hamilton-Operator H
im thermischen Gleichgewicht bei Temperatur T' die kanonische Verteilung bei gegebener
Teilchenzahl N

1
p=—ec P 7 = Tr(ePH) = Ze‘ﬁEm(N) (154)

Z

m

mit § =1/T und E,,(N) den Energie-Eigenwerten bei Teilchenzahl N, oder bei Tempe-
ratur 7" und chemischem Potential p die groflkanonische Verteilung

1
— o B(Ho—pN) B(Ho—pN) E :E ’ ~BlEm(N)—pN]
p e omrY) L Z = Tr(e” P ~ e K (155)

falls die Teilchenzahl N wegen Austausch mit dem Wirmebad fluktuiert.
Der Dichte-Operator ist

n(r,t) = Z Sfr—r;()], (156)

und hat die Fouriertransformierte Gl. (55)

N
n(t) = /d3re_ik'rn(r, t) = Z emikrit) (157)
i=1
womit man schlieBSlich schreiben kann
teogr 1
Senlkow) = [ e S mn(0). (158)

Wir betrachten nun die allgemeine Korrelationsfunktion von Operatoren A(t) und B(t)
in der Heisenberg-Darstellung,

C(t,t') = (A(t)B(t")) = Tr <peiH°<t—t’>/hAe—"Ho(t—t’)/ﬁB) =C(t—t,0) (159)

wobei die zyklische Invarianz der Spur und [Hy, p] = 0 verwendet wurden. Die Korrelati-
onsfunktionen sind also invariant unter einer Zeitverschiebung. Wir definieren nun

Gap(t) = (A()B(0)), (160)
Gig(t) = (BO)A®)), (161)

mit der Fourier-Transformierten
Gip(w) = / dte™'G55(t) . (162)
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Mit Hilfe von A(t) = etfot/hAe=Hot/h ynd der Vollstandigkeitsrelation fiir die Eigen-
zustdnde |n) von Hy zum Eigenwert E,, erhdlt man daraus die Spektraldarstellungen

2 E,—FE,
Giplw) = 23 eI EN (o] Alm) (] Bl (Tw), (163)
2 E —F
Gial) = 2837 e BN 0| Blm) (m| Al (%w), (164)
Diese haben die Eigenschaften
Sa(—w) = GEaw), (165)
Gpw) = Goiplw)eP0wraNs). (166)

Die erste Relation folgt durch Invertierung des Vorzeichens des Arguments der Delta-
Funktion und fiir die zweite Relation vertauscht man in der Darstellung von G3gz(w)
in GL. (163) n mit m und verwendet die Delta-Funktion um F,, im Exponenten durch
E,, auszudriicken, wobei angenommen wird daf§ der Operator B die Teilchenzahl um
ANg = N,, — N,, andert. Daraus folgt auch

Gap(-—w) = Gpa(w)e Plernaia)
was nach Gl. (158) durch Anwendung fiir A = ny, B = n_y auf
Seon(k, —w) = e S 1 (—k, w) (167)
fithrt. Fiir Paritédts-invariante Systeme folgt auch
Seon(k, —w) = e S (k, w) (168)

Da die Strukturfunktion Se.(k,w) proportional zur Ubergangswahrscheinlichkeit W), _,
von einem Zustand |n) in einen Zustand |m) unter Anderung von Energie und Impuls
des Systems um (k,w) ist und fiir die Besetzungswahrscheinlichkeiten p, und p,, dieser
Zustinde p,, = e #"p, gilt, folgt aus Gl. (168) sofort

Wn—>mpn = Wm—mpm s

was bedeutet dafl sich die Besetzungswahrscheinlichkeiten nicht d&ndern, was als detail-
liertes Gleichgewicht bekannt ist.

1.5 Dynamische Suszeptibilitéit

Ein System werde durch einen ungestorten, zeitunabhéngigen Hamiltonian Hy beschrieben
und befinde sich in einem Zustand, der durch eine Dichtematrix py beschrieben wird, die
nur von Hy abhéngt und damit auch mit Hy kommutiert, [py, Ho] = 0. Beispiele sind die
Dichtematrizen der kanonischen und grofikanonischen Verteilungen Gl. (154) bzw. (155).
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Wir interessieren uns nun fiir den zeitabhéngigen Erwartungswert (A)(¢) eines nicht ex-
plizit zeitabhéngigen Operators A in der Gegenwart einer im allgemeinen zeitabhéngigen
Storung V' (t) welche zur Zeit t = to eingeschaltet werde, d.h. fiir einen Hamiltonian

H(t)=Hy+ V(t) = Hy — Bf(t), (169)

wobei B ein zeitunabhéngiger Operator und f(t) eine reelle Funktion mit f(¢) = 0 fur
t < to sei. Zunéchst gilt allgemein fiir beliebigen Hamiltonian H (t)

(A)(t) = Tr [p(t) A] = Tr [poAn (1)] | (170)
wobei die Zeitabhéngigkeit entweder auf die Dichtematrix
p(t) = U(t, to)poU’ (¢, to) (171)
oder auf den Operator A in der Heisenberg Darstellung abgewéilzt werden kann,
A (t) = UT(t, to) Ato)U (¢, to) (172)

mit dem zu H gehorigen unitidren Entwicklungsoperator U (¢, ty) = T exp [—(z /h) Li dt'H(t )] :

Man beachte da8 U und UT in Gl. (171) und (172) vertauscht sind. In Abwesenheit der
Storung ist (A)(t) zeitunabhéngig,

(A)(t) = (A)o = Tr [poA] ,

da [U(t, to), po] = 0.
Der Zeitentwicklungsoperator in Wechselwirkungsdarstellung U;(¢, ) ist definiert durch

Up(t, to) = ot (¢ 1) . (173)
und steht damit in dem Zusammenhang
[ (0)1 = Uit to) [ (t0)) (174)
mit dem Zustand |¢(t)); in Wechselwirkungsdarstellung. Aus
ih W) = Vi(0) 90 (175
mit der Storung in Wechselwirkungsdarstellung
Vi(t) = etot=to/hy (g)e=tHolt=to)/h (176)

folgt damit die Differentialgleichung fiir die Evolution von Uj(t, t)

ih%UI(t,to) = Vi(t)Ur(t, o) , (177)
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welche zu

Up(t.ts) = T exp {—% /t:dt’V[(t’)] _ (178)

- t 1 t t/
- ]1—3/ dt’VI(t’)——/ dt’/ VitV () + -
h w2, "),

to

iteriert werden kann, mit dem Zeitordnungs-Operator T. Aus Gl. (170), (172), (173)
und (178) folgt nun in erster Ordung in der kleinen Stérung B,

t

(A0 = (Ao~ [ & (A VO = Aot 5 [t (AL B, 6), (179

to to

wobei der Index 0 bedeutet daf§ der Erwartungswert mit der ungestorten Dichtematrix pg
berechnet wird. Dies schreibt man gewohnlich als Integral

—+o00

(A (1) — (A)y = / d'xap(t — ) f (1) (180)

—0o0

der dynamischen kausalen Suszeptibilitit oder linearen Response-Funktion

Xaslt =€) = 260t = ) {[41(0), By (¢)]) . (181

wobei die Theta-Funktion Kausalitiit sicherstellt. Damit ist auch die Fourier-Transformierte
fir z € C
+o0 ]
Xap(z) = / dte** xap(t) (182)
analytisch in der oberen Halbebene. Mit ihrer Hilfe kann man die Antwort auf eine langsam
eingeschaltete periodische Storung, € — 0+,

V(t)=— (Bfe ™" + Bl f*e™") e (183)
schreiben als . .
(A)(t) = (A)o = xap(w) fe™™ + xap(—w) fe™". (184)
Der Cauchysche Integralsatz besagt
1 xas(?)
=— ¢ d ==——= 185
n(e) = g 2 (185

wobei C' eine beliebige geschlossene im Gegen-Uhrzeigersinn zu durchlaufende Kurve im
Analytizitiatsgebiet ist. Beispielsweise kann man C' aus der Integration entlang der reellen
Achse von —R bis +R und einem Halbkreis in der oberen Halbebene mit Zentrum im
Ursprung und Radius R zusammensetzen. Wichst x ap(t) fiir groe ¢ hochstens wie eine
Potenz von t an, so tragt der Halbkreis fiir R — oo nichts bei und man erhéalt

wan(z) = — / o dm’XAB—(x/), (186)

= " 7
2mi J_ o -z
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Fiir z = x reell folgt daraus

: : : T da’ xap(2)
xan(e) = Iip xasldio) = I | omiv—w—ie

—+oc0o dl’/ 1 . , /
_ / o {p . +imd(x —x)} xap(7'), (187)

—00

wobei fiir eine reelle Funktion mit einer Singularitéit bei x = x¢ der Hauptwert fiir a <
xo < b als

b To—€ b
P / dx f(z) = lim dx f(z) +/ dxf(z) (188)
a =0+ a xTo+€
definiert ist, falls der Grenzwert existiert. Aus Gl. (187) folgt
1 —+o00 /
Xap(@) = — P/ da’ XfB—(m) (189)
T ) s ¥ —x

Daraus folgen die Dispersionsrelationen, oder Kramers-Kronig-Relationen

1 oo I !
Rexap(w) = —P/ dw'w,
T Jow W —w
1 —+o0 /
Imyap(w) = ——P/ dw’w. (190)
T ) w —w
Die dissipative Antwort ist definiert als
1
Xan(t) = 57 (A(0), BO)), - (191)

Mit Hilfe des Residuensatzes erhélt man leicht die Fourier-Darstellung der Stufenfunktion

T duw ot 1

t) = — i .
@() Lo 271 w + 1€

e—0t J_

(192)

o0

Damit folgt aus Gl. (181) wegen xap(t) = 2010(¢)x}z(t) fir Gl. (182) fiir z = w reell

) 1 +o00 " w/ 1 +o00 " OJ/ )
xap(w) = 51_1}& - dWIw’XfB—aE—)z’e = P/ dw'’ 2‘4/3—_(03 +ixapw).  (193)

Dies schreibt man kurz als

Xap(w) = XapWw) + ixap(w) (194)
mit + " ( /)
1 = Xapw

Man zeigt leicht dal wenn AT = B, x';5(w) und x/j5(w) reel sind, womit Gl. (195) einer
Zerlegung in Real- und Imaginérteil entspricht und mit GI. (190) identisch ist.
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1.6 Das Fluktuations-Dissipations-Theorem

Aus den Definitionen Gl. (191) und Gl. (160) folgt nun sofort das Fluktuations-Dissipations-
Theorem

IS < 1
- 6G36(w) — Gsw)] = o

wobei die letzte Identitét aus Gl. (165) folgt. Die Funktion G745 beschreibt per Definition
die zeitliche Korrelation von Fluktuationen von A und B. Andererseits induziert eine
Storung der Form

Xap(w) = Ap(w) [1 = enPlwmmdNal] o (196)

H' =0(t) (ATFe ™" + AF*e™") |

mit F' einer komplexen Zahl, geméfl Fermi’s goldener Regel iibergéinge von einem Zustand
n in einen Zustand m mit der Rate

Caom = 2 (0B — B — 1) (m| AT FI)? + (B — B -+ )| AF[n) 2]

Mit Hilfe von Gl. (163) wird damit die absorbierte Leistung

_ﬁ(En ,U»Nn)

P = Z En — En)rn—wn = _|F|2 [GAAT( ) leT (w)} = QWXZXAT (w)|F|27

(197)
wobei wir im letzten Schritt Gl. (196) verwendet haben.
Im klassischen Grenzfall fhw < 1, welcher dem Hochtemperatur-Limes entspricht, folgt
aus Gl. (196) fiir ANg =0,

Bw
Xap(w) = GAB( ) (198)
Im klassischen Grenzfall ist ferner auch GiB(w) = 0 fir fhlw| 2 1, so dafl aus der
Integraldarstellung Gl. (193) folgt
+o00 dw’ - , -
xap(0) = 5. GapW) = BGp(t = 0). (199)

Die statische Suzeptibilitét ist damit ungefihr gleich der gleichzeitigen Korrelationsfunk-
tion von A und B dividiert durch kgT.

Als Beispiel betrachten wir einen harmonischen Kristall mit Gitterpunkten n. Der Orts-
vektor des zugehorigen Atoms sei r, = a, + u,, wobei a, die Gleichgewichtslagen sind
und die Auslenkungen uy, () als Summe von harmonischen Schwingungen, den Phonenen,
dargestellt werden kénnen,

(1) = 517 3 € Q1) (200)
kA

Hier ist N die Anzahl der Gitterpunkte und die Phonon-Operatoren sind gegeben durch

(0 = (5 )1/2 o (t) + al,(0)] (201)

2mwk A
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wobei der Index i die raumlichen Komponenten darstellt, m die Masse der Atome ist, und
k und A Wellenzahl und Polarisation der Eigenschwingung sind, welche durch den Po-
larisationsvektor €y, dem Vernichter ayx, und der zugehorigen Schwingungsfrequenz wy
charakterisiert sind. Man kann dann zeigen dafl Phonon-Korrelationsfunktion D;;(q,w)
und dissipative Antwort x;:(q,w) gegeben sind durch

g

+o0 )
Dylaw) = 365 o @ =Y e [ e tul  (0u,0) = (202)
A e n —o0
7k €l ej
= ) B nan)d(w — wa) + 1ga0(w + wan)
\ ar
1
1" _ " _ B L —Bhwy __
Vilaw) = X o, ) = D@1 =) = (203)

T3 gy
2m T Wa

W — War) — O(w + wyn)]

wobei der Gitterpunkt n’ aufgrund der Translationsinvarianz beliebig ist und

1

die bosonischen Besetzungszahlen der Phonen-Moden im thermischen Gleichgewicht bei
Temperatur 7" sind. Die Phonon-Korrelationsfunktion D;;(q,w) beschreibt nach Gl. (150)
Streuung am Kristall und ist daher auch positiv definit. Sie besteht aus einer Summe
von Delta-Funktionen im Energie-Ubertrag, welche den diversen Phonon-Energien ent-
sprechen und fiir realistische gedampfte Schwingungen eine endliche Breite haben.

2 Relativistische Wellengleichungen

2.1 Die Klein-Gordon-Gleichung

Fiir die Minkowskische Vierermetrik der speziellen Relativitdtstheorie verwenden wir im
folgenden die Konvention

N = diag(l,—1,—1,-1), (205)
womit der kontravariante Vierer-Impuls
E E
= ("0, 0% p°) = (—,px,py,pz> = (—,p) (206)
Co Co
mit der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ¢y gegeben ist. Der kovariante Vierer-Impuls ist
, E E
Pu = Nwp” = (Po, P1, P2, 13) = (—,—px,—py,—pz> = (—,—p) (207)
Co Co
und das Skalarprodukt
E2
PP =put = — —p =mq. (208)
0
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Substitution des Korrespondenzprinzips

E— ih%, p — —ihV (209)

in die quadratische Dispersionsrelation Gl. (208) ergibt die Klein-Gordon-Gleichung

h282¢_( h2 2v2 2 4 210
o = (= +m?cp) 1. (210)

Mit der relativistisch kovarianten Notation
' = (2% 1) = (cot,7") = (cot,x), 0, = 0
Oxt
lasst sich das Korrespondenzprinzip Gl. (209) kompakt schreiben als
pu = tho,, p'=1iho" =1im""0,, (211)
und die Klein-Gordon-Gleichung (210) wird
— 1 = (mco)?] ¢ = [R20,0" + (meo)?] ¥ = [0+ (meo)?] 6 =0, (21

mit dem d’Alembertian oder Wellenoperator 0 = 9,0" = ¢;?0?/9t* — V2. Dies ist eine
partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung und hat ebene Wellen der Form

b(rt) = ¢FPOA B = (22 + mPed) (213)

als Losung, welche damit auch beliebig negative Energien enthalten konnen. Durch Sub-
traktion der komplex konjugierten Gleichung erhélt man aus G. (212) sofort

Op (V0" = 0"p™) = 0y (Y70 — VOW™) = V (P"V = pVp*) = 0,

was sich in die Form einer Kontinuitditsgleichung

0
§p+V-j:O (214)
bringen lédsst mit
ih . o h .
P = g (WO~ 00) = o T [6007]
b = 3 (V*Vip = Vyr) = —Im [V, (215)

wobei der Koeffizient so gewahlt wurde, dafl die Stromdichte j dem nicht-relativistischen
Fall entspricht. Die Dichte p ist nicht positiv definit und muss daher als Ladungsdichte
interpretiert werden. Die Klein-Gordon Gleichung beschreibt Teilchen mit Spin Null.
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2.2 Die Dirac-Gleichung

Wir suchen nun eine relativistische Wellengleichung erster Ordnung der Form

0
ha—w = (—ihcoa® Oy + Bmcy) v = HY, (216)
wobei ¥ = (¢, - - ,¢N)T ein Spinor mit N Komponenten ist, die Dirac-Matrizen o und

8 N x N Matrizen sind und £ iiber die rdumlichen Indizes 1,2,3 lauft. Wir fordern dafl
die Komponenten von ¢ die Klein-Gordon Gleichung erfiillen, ein erhaltener Viererstrom
mit positiver Dichte als nullter Komponente existiert und da Gl. (216) Lorentz-kovariant
ist. Diese Bedingungen legen die Matrizen o und 3 weitgehend fest. Zunichst folgt aus
zweifacher Anwendung von H

824

_2 —
h@tQ

3 3
1 i j i 4 . i
hQC(Q) Z é(a o’ +a’a’)0;0;9 — zhmc ; a'B+ ﬁa o) + 52m263w.

ij=1

Vergleich mit Gl. (210) ergibt

a'od + ol = 2691,
a'f+Ba’t = 0, (217)
(@) =4 = 1.

Multiplikation der Dirac-Gleichung (216) mit dem adjungierten Spinor ¢t = (7§, - -+, ¥%)
und Subtraktion der resultierenden komplex konjugierten Gleichung fiithrt auf

zmco (

0 . .
@(W@D) = —co [(@")(a) 'y + T a'dip] + DBl — sy

Dies hat die Form einer Kontinuitatsgleichung
(’9 +V.j=0 (218)
mit Dichte p und Stromdichte j

N
po= Y= Ui,
a=1

i* = aytdfy, (219)
falls die Matrizen o und 3 hermitesch sind,
(@) =o', p=5. (220)
Mit A A
3" = (3% 7") = (cop, 5") (221)
kann dies kovariant geschrieben werden als
L 105 95
ot = - =0. 222
W o o (222)
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Die Dichte in Gl (219) ist nun positiv definit.
Aus GL. (217) folgt o' = —Ba’S und 8 = —a'Ba’, woraus folgt daf diese Matrizen spurlos
sind,

Tr(a’) = Tr(B) = 0, (223)

womit die Eigenwerte gleich £1 sind, mit gleich vielen positiven und negativen Eigenwer-
ten. Daraus folgt dafl N gerade und N > 4 ist, da die Paulimatrizen mit keiner anderen
Matrix gleichzeitig anti-kommutieren. Die Standard-Darstellung der Dirac-Matrizen ist

= 0) e=(0 h) (224

mit o* den iiblichen Pauli-Matrizen.
Wir definieren nun die Gamma-Matrizen

W=, +=pa. (225)
Aus den Eigenschaften von o und 3 folgt

(O = 1" ()=
YA A = 2L (226)

Die entsprechenden kovarianten Komponenten sind v,, = 7,,7”. Multiplikation der Dirac-
Gleichung (216) mit hS fithrt auf die kovariante Form

(=il 8y, + meo) ¥ = (—ihd + mey) ¥ = (—p+ mco) 1 =0, (227)
wobei fiir die Kontraktion eines beliebigen Vektors v* gerne die slash-Notation
¥ =",

verwendet wird. Beispielsweise gilt fiir jeden beliebigen Vierer-Vektor v aufgrund von
Gl (226)

P = () = vl = o

In der Standarddarstellung Gl. (224) lauten die Gamma-Matrizen schliefflich

0 __ 1 0 i 0 O'i

Die Losungen der Dirac-Gleichung fiir ein Teilchen in Ruhe, p = 0, lauten

+ t,r) = e—imcgt/h , + t,r) = e—imcgt/h
T |

,QZ)T_ (t’ r) — e'i‘imcgt/h , ,ng’— (t, r) — e+imc(2)t/ﬁ ’ (229)

O—R OO OO O =
_ o oo OO
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wobei =+ fiir das Vorzeichen der Energie und 1 und | fiir den Spin stehen.

Wie in der klassischen Mechanik und in der nicht-relativistischen Quantenmechanik erhélt
man die Kopplung eines Teilchens mit Ladung e an ein durch ein Vektorpotential A(¢,r)
und ein Skalarpotential ¢(¢,r) beschriebenes elektromagnetisches Feld durch die Substi-
tution

E — E—ep(t,r), p— {p — EA(t, r)} =, (230)
Co

fiir den kanonischen Impuls p bzw. Energie E, wo 7 der kinetische Impuls ist. In kovari-
anter Schreibweise ist dies

pu—+]%L—-§;4M, ih&u—+ih0u——£%AM, (231)

wobei das Viererpotential

At = (0, A).
Damit wird aus der Dirac-Gleichung (227)

{—fy“ (ih@u - %Au) + mco} P = (—zh@ + C%A + mco) P =0. (232)

oder in nicht-relativistischer Schreibweise

zha—¢ = {coa . (p — EA) + Bmct +ep| v =0, (233)
ot Co
2.3 Pauli-Gleichung als nicht-relativistischer Grenzfall der Dirac-
Gleichung

Mit dem Ansatz

— o—tmcjt/h ( ¥ ) 234
! ¢ (234

fithrt die Dirac-Gleichung (233) auf

L0 (o) o TX P 2 0
Zhﬁ()()_co(o"ﬂ%@)—i_e(é(X>_2mCO<X)' (235)

Im nicht-relativistischen Grenzfall sind in der unteren Komponente :hd;x und e¢py gegen
2mckyx vernachliissighar, woraus sich y gemif3

g-T

= 236
X= g (236)
eliminieren lésst. Einsetzen in die obere Komponente von Gl. (235) ergibt
o . :
i L AN ICAK. IS D (237)

ot 2m
Verwenden der Eigenschaft der Pauli-Matrizen o'o? = §;; + i€¥*a", oder

c-ac-b=a-b+io-(axb)
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fiir zwei beliebige Vektoren a und b ergibt
h R
(0'-77)(0'-71'):772+i0'-(7r><7r)—7r—6—0' (VxA)—w—e—a-B,
Co Co

wobei wir GL. (230) und Gl. (209) und B = V x A verwendet haben. Damit wird aus

Gl. (237)
8@ 1 e 2 eh
ot [% (p— aA) - QmCOG.B—i_eqb

was die Pauli-Gleichung fir den Pauli-Spinor ¢ ist. In einem konstanten Magnetfeld B
mit

0, (238)

B xr

5
kann man den Mischterm im quadratischen Term in Gl. (238) wegen p-A = —iAV-A =0
schreiben als —p- A —A-p=-2A-p=—-(Bxr)-p=—(rxp)-B=—L"-B mit dem
Bahn-Drehimpuls L, womit

A =

(239)

L 0p p’ e et
h— = |—— L+2S)-B A 240
ot 2m 2mco( +28) T3 ct o) e, (240)
wobei Bahn-Drehimpuls und Spin durch
1
L=rxp, S:§ha' (241)

gegeben sind. Das magnetische Moment ist damit

oH e e’B e us e’B
- — — (LL+92S)— 2y = — P2 (L4928 2 242
/J’ aB /“l’p + I’l’d 2mco ( + ) 4mcg <TJ_> 60 h ( _'_ ) 4mC% <TL> Y ( )

wobei p, und g, den para- bzw. diamagnetischen Anteil bezeichnen, r; gemaf Gl. (239)
der Anteil von r senkrecht zu B ist, und im zweiten Ausdruck das Bohrsche Magneton

eoh

2mceg

pB = (243)
verwendet wurde, wobei ey die positive Elementarladung ist. Der Proportionalitatskoeffi-
zient e/(2mco) in p, = pg, = e/(2meo)L wird dabei oft als gyromagnetisches Verhiltnis
bezeichnet. Das paramagnetische Moment ist damit

(L+gS)=

2mco mcy

Ky = (L +28), (244)

womit auch abgeleitet wurde dafl der gyromagnetische Faktor, auch Landé-Faktor genannt,
durch
g=2 (245)

gegeben ist. Die Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld kann man daher durch
den Hamiltonian

1
Hepm = Ky B — 5/% B+ e¢ (246)

ausdriicken.
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2.4 Lorentz-Transformationen und Kovarianz der Dirac-Gleichung

Die Gruppe der Poincaré- Transformationen ist gegeben durch
ot = A ¥ + at (247)

und zerfillt in die Translationen ¢* und die Lorentz-Transformationen A#* . Aufgrund der
Invarianz der Metrik Gl. (205) gilt

n = AnAT  oder A)‘un’“’Apy =, (248)
woraus
det A = +1 (249)
folgt. Ferner folgt durch Setzen von A = p =0 in Gl. (248)

3

(AOO)2 - Z(Aoi)Q =1,
i=1
woraus folgt
A% >1 oder A% < -—1. (250)

Es ist demnach zweckmaéssig, die in Tab. 1 definierten Teilmengen der Lorentz-Gruppe zu
betrachten. Der diskrete Paritdts- und Zeitumkehr-Operator sind dabei gegeben durch

1 0 0 O -1 0 0 0
0 -1 0 0 0 100
P = 0 0 -1 0 , T = 0o 010 | PT =—-1. (251)
0 0 0 -1 0 00 1
Name Symbol sgnAY) | det A
eigentlich orthochron /Jl 1 1
uneigentlich orthochron cr=p. £1 1 -1
Zeit-Spiegelungs-artig L =1 £1 -1 -1
Raum-Zeit-Spiegelungs-artig Ci =P.-T- El -1 1

Tabelle 1: Klassifikation von Teilmengen der Lorentz-Gruppe. Hierbei sind P und 7" durch
Gl. (251) gegeben.

Ferner bezeichnet man £T = El UL! als orthochrone Lorentz-Gruppe, L, = Ll U Ei als
eigentliche Lorentz-Gruppe und £y = El U £} als paritits-erhaltende Lorentz-Gruppe.
Die auch als eingeschrinkte Lorentz-Gruppe bezeichnete Gruppe £1 enthélt 6 konti-
nuierliche Parameter, 3 fiir die Lorentz-Boosts entlang der drei rdumlichen Richtungen
und 3 fiir Drehungen um die drei rdumlichen Richtungen. Der Lorentz-Boost entlang der
x—Richtung hat die allgemeine Form

coshn —sinhn

0
—sinhnp  coshn 0
1
0

Ai(n) = 0 0 : (252)

0 0

_ o O O
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mit
; sinhn = L
/1_/827 T] /1_/827

wobei hier und im folgenden A = ¢y = 1 gesetzt wird.
Unter einer Poincaré-Transformation transformiert sich der Dirac-Spinor geméafl

V(@) = S(M)p(x) = S(NP[A™ (2" — a)]. (254)

Dabei ist S(A) so zu bestimmen daf

coshn = tanhn = 3, (253)

(—iy“@L + m) P(2") =0& (—iv*0, +m)Y(x) =0,
mit unverdnderten Gamma-Matrizen, wobei d), = d/dz" und

0 dz" 0

- oz - ox* oz'v

Verwendung dieser identitdt und von ¢(z) = S(A)~'¢/(2') in der Dirac-Gleichung in
ungestrichenen Koordinaten sowie Multiplikation mit S(A) von links ergibt die Dirac-
Gleichung in gestrichenen Koordinaten falls S(A)A”,v*S(A)~", oder

Oy

= A”,9),.

S(A) 'Y S(A) = A 4" (255)

"
Wir betrachten zunéchst infinitesimale eigentliche, orthochrone Lorentz-Transformationen,
A, =0+ AW, AW < 1. (256)

Einsetzen in Gl. (248) ergibt
Aw?, = —Awk, (257)

die Aw”, sind also anti-symmetrisch. Einsetzen des Ansatzes
SN =1+7, SA)'=1-71

in Gl. (255) ergibt
9, 7] = Ak, (258)

Damit ist 7 bis auf ein additives Vielfaches der Einheitsmatrix bestimmt. Fordert man
zusatzlich det S(A) ~ 1+ Tr(7) = 1, also Tr(7) = 0, so ist die eindeutige Losung von
Gl. (258)

1 .

T = gAw’“’(fyu’yl, — YY) = _iAWWUW (259)
mit )
i
S1e/ TRl (260)
Die Verallgemeinerung von Gl. (259) auf endliche Elemente der eigentlichen, orthochronen
Lorentz-Gruppe lautet dann

O =

S(e”) = exp [—iw‘“’awj] , (261)
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wobei die Elemente der anti-symmetrischen Matrix w gleich w”, sind.
Wir betrachten nun noch S(P) fiir die Paritdts-Transformation P. Gl. (255) wird zu

S(A) T S(A) ="y,

wobei iiber v nicht summiert wird. Aus den Eigenschaften Gl. (226) der Gamma-Matrizen
folgt daf .
S(P) = e"¥y? (262)

eine Losung ist, mit ¢ einer beliebigen Phase. Die Paritits-Transformation lautet damit
nach Gl. (254) insgesamt

Yp(r) = Pp(t,r) = 7 P(t, —x) = 7" (Pa). (263)
Aus Gl. (226) folgt die wichtige Eigenschaft
(v*)F = 7%9"4° (264)

fir die Dirac-Darstellung, woraus mit Gl. (261) und (262) fiir orthochrone Lorentz-
Transformationen

ST =~987140 " oder ST4° = ~057 1. (265)
folgt. Wir definieren ferner den adjungierten Spinor
P =9y, (266)
womit ¢’ (z') = ¥ (2) STy und damit wegen Gl. (265)
V(@) = P(x)S7" (267)

Ferner kann mit dieser Definition die Stromdichte Gl. (221) mit Gl. (219) in kovarianter
Form

" = ey (268)

geschrieben werden und transformiert sich aufgrund von Gl. (267) und (255) gemés

3"(2') = coip (@) STHANS (M) (x) = A cotp(z)y" 0 () = Ay (2) (269)

wie ein Vektor.
Wir fithren nun noch die Matrix

v =7 = i’y (270)
ein, die die Eigenschaften
{75,793 =0, und (75)° =1 (271)

und in der Standarddarstellung Gl. (228) die Form

75:(]? ]é) (272)
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hat. Man kann zeigen dal die 16 Matrizen
l
FS =1 7FL/ = fY,u’FZy =0 = 5[%7%]— 7Fﬁ =75 FP =75 (273)

eine vollstdndige Basis linear unabhéingiger Matrizen im Raum der 4 x 4—Matrizen bilden,
und, bis auf I'¥, spurlos sind. Mit diesen Matrizen lassen sich folgende Bilineare bilden,
die sich unter orthochronen Lorentz-Transformationen welche den Zeitsinn nicht &ndern
wie angegeben transformieren:

Skalar V(@) (@) = ¥(x )¢( )
Vektor V(@) (ah) = M)y (),
antisymmetrischer Tensor :  ¢/(2")o" ¢/ (2') = A“ A _p(x)o?(x), (274)
Pscudo-Vektor = /(') (a') = (det A)A {a)syb(a)
Pseudo-Skalar V(250 (1) = (det A)(z)ys1h(x) .

Der Faktor (det A) im Transformationsgesetz fiir Pseudo-Vektoren und Pseudo-Skalare
folgt aus

YTATY = TV = P81 T ™Y Sy = (det A)gpysS™'TH Sy
wegen
V55 = (det A)Svs (275)

was wiederum aus Gln. (261), (262) und (271) folgt.
Wegen (—p + m)(p + m) = p> —m* = 0 zeigt man leicht daB mit u,(m,0) = (x,,0)",
Ur(ma 0) - (07 Xr)Tu und Xt = (17 O)Ta XL = (07 ]-)T

E+m)1/2
F() — ik _ k+m _ (&)
V@) = e F k), k) = 5 ur(m, 0) = (276)
2m(m + E)]Y O -kx;
[2m(m+E)]*/?
O kxr
— [2m(m+E)]'/?
Ur@) = ), n) = —— T (m,0) =
2m(m + E)] (EJr_m)l/Q
2m r

Losungen der freien Dirac-Gleichung (227) zum Vierer-Impuls £ = (E, k) sind und den
Orthonormalitétsrelationen

ur(k)us(k) = 65, U(k)vs(k) =0 (277)
Ur(k)vs(k) = —drs, O(k)us(k) = (278)

genigen.

2.5 Bahn-Drehimpuls und Spin

Die Transformation Gl. (254) war eine passive Transformation desselben Zustands Z in
einem Koordinatensystem z in ein anderes Koordinatensystem #’. Indem man in Gl. (254)

43



x' durch x ersetzt, erhilt man einen neuen Zustand Z’, der in den Koordinaten z genauso
aussieht wie Z in den Koordinaten z’. Dies nennt man aktive Transformation von Z in
Z'. Unter einer infinitesimalen aktiven Transformation ohne Translation, a = 0, wird

=
&
||
n
=
=
g
&
2

(]1 — iAw““aw) (xf — Aw? z") ~

12

{]1 + AW (—iaw, - xyauﬂ W) (279)

Fiir den Spezialfall von Drehungen um einen Winkel A¢* um die k—Achse hat man
Aw' = —IFAPF |
so dafl z.B. AL, = A¢3. Damit und mit Hilfe von

?

s, 7,] - = 0¥ = eihsk = cidh ot 0 (280)
27177]—_0 =€ =¢ 0 O.k

Uij =

wird aus Gl. (279)

~—

P(z) =~ []1 — AP (—ieiijk - xiﬁj)] P(x
= {]1 +iAg" (%E’“ - z’e’“fxiaj)] V() = (14 iAg"T) () (281)
mit dem Gesamtdrehimpuls

o 1 h
JF = —ie"igi0; + 52’“ , J=L+g% (282)
als Summe von Bahn-Drehimpuls L = Ar x p und Spin A% /2. Der Operator fiir den

Gesamtdrehimpuls ist also die Erzeugende fiir Drehungen und eine Drehung um die Winkel
®* wird beschrieben durch

W(a) = (). (283)
Ferner transformiert sich ein beliebiger Operator A unter Drehungen geméf3
A = ¢ femidt Tt (284)
oder infinitesimal o
A= A+ iA¢'[T A]. (285)
Vergleich mit ¢’ = ¢ gibt
[T, 0] =0 (286)

fiir einen Skalar . Vergleich mit v" = v — €/* A¢*v7 gibt
[J%, 0] = iheTky* (287)
fiir einen Vektor v*. Das gilt insbesondere fiir v/ = J7.
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2.6 Weitere Symmetrien

Im folgenden bezeichnen wir mit K, die Operation, welche alle Operatoren und Spinoren
die rechts von K stehen komplex konjugiert. Die Dirac Gleichung (232) fiir ein Teilchen
mit Ladung e in Anwesenheit eines elektromagnetischen Potentials A lautet (¢o = 1)

(—ihd +ed+m) ¢ =0. (288)

Wir suchen nun einen Spinor ¥¢, welcher der analogen Gleichung fiir ein Teilchen mit der
Ladung —e geniigt,

(—ihd — eAd+m) e =0. (289)
Wegen A* = A lautet die komplex konjugierte Gl. (288)
[(ih0, + eA,) (V)" +m)Y* =0. (290)

Fiir eine invertierbare Matrix C folgt daraus
O (i1, + eA,) (1) +m) ¢~ Cv = 0, (201)

was mit B
Ve = Cy* = Cy%%" (292)
auf die Form GI. (289) fiihrt falls

gilt. Nun gilt in der Standard-Darstellung (7#)* = 4* fiir g = 0,1,3 und (7?)* = —+?,
weshalb

C=iy=C", (294)
wobei der Faktor ¢ Konvention ist. Damit wird aus Gl. (292)
VYo(r) =iy = iy?y T (2) (295)

und die gesamte Operation der Ladungskonjugation
C=iv’Ky. (296)

Wir betrachten nun noch die Zeitumkehrtransformation: Wir suchen einen Spinor ¢
welcher der zeit-invertierten Dirac-Gleichung

iﬁ% = [a - (—icoV — eAr(t, 1)) + Bmc] + epr(t,1)] ¢r (297)

geniigt, wobei die zeit-invertierten Potentiale
AT(ta I') = _A(_ta I') ) ¢T(t’ I') - ¢T(_t7 I') (298)

sind weil das Vektorpotential proportional zu Stromdichten ist welche bei Zeitumkehr das
Vorzeichen dndern, wiahrend das elektrische Potential unverdndert bleibt. Dazu machen
wir den Ansatz

Yr(z) = Yr(t,r) =TV (—t,r) = TKoy(~t,r), (299)
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mit einer zu bestimmenden Matrix 7. Aus der Dirac-Gleichung (233) folgt durch Substi-
tution ¢ — —t, komplexe Konjugation und Multiplikation mit 7" von links

L OYr(t,r)

por )

o
Dies fiithrt auf die gewiinschte Gleichung (297) falls

=T [a" - (icgV — eAq(—t,1)) + 'mc] + edr(—t,v)] T 'r(t,r).  (300)

Ta'T' ' = —a, THT'=5. (301)

Da in der Standard-Darstellung o, o® und S reell und o imaginér ist, wird Gl. (301)
durch
T = —ia'a® = iy'y? (302)

gelost, wobei der Faktor —i Konvention ist. Damit lautet die Zeit-Umkehrtransformation
Gl. (299) insgesamt

Ur(tr) = iy' (=t r) = iy 0T (<t x) = = 0" (<t r) . (303)
Aus der ersten Identitét folgt auch
&T(tv I') = _“/JT(_ta I.),YS,yl,YO .

Daraus folgt mit Hilfe von (v*)7 = 427%9#9%42  was wiederum aus Gln. (264), (293)
und (294) folgt,

j;(t I') = &T(tv r)fy“@/JT(t I‘) = @Z_)(_tw r)%ﬂz}(_tv I‘) ) (304)

womit die rdumlichen Komponenten das Vorzeichen dndern wéhrend die Ladungsdichte
invariant ist.
Aus Gln. (295), (263) und (303) mit ¢ = 0 folgt nun fiir die sogenannte C' PT'— Transformation

Yepr(z) = —iys(—x). (305)

2.7 Dirac-Gleichung im elektromagnetischen Feld: Exakte Losun-
gen und Strahlungskorrekturen

Man kann zeigen dafl die Energie-Eigenwerte eines Elektrons im Coulomb-Potential

VA 2
V()= -2 (306)
r
lauten Lo
y
Z
E,;=md |1+ - o . (307)

. ‘ 2
0=+ D) + [+ 2 - (zoy]
wobei o = €2/(hcy) die Feinstruktur-Konstante, j = I + 3 die Quantenzahl des Gesamt-
drehimpules und

1
n:nr—i—j—l—i (308)
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die Hauptquantenzahl mit n, der radialen Quantenzahl sind. Eine Reihenentwicklung von
Gl. (308) bis zur Ordnung (Z«)* fithrt auf

Zo)? Zao)t 1 3
En,j:mcg 1_<a) _<a) ( 1 4y

) +0 ((Za)ﬁ)} : (309)

2n? 2n3

was mit den storungstheoretischen Ergebnissen iibereinstimmt.
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