6.1 Schaltvorgidnge mit Spulen und Kondensatoren

6 Schaltkreise

6.1 Schaltvorgange mit Spulen und
Kondensatoren

6.1.1 Einschalten einer Spule

Wir betrachten einen Stromkreis mit Spannungsquelle Uy = const.,
Widerstand R und Spule mit Induktivitit L. R beinhaltet hier i
auch den Ohm’schen Widerstand der Spule und den Innenwider- UO R
stand der Stromquelle. Schaltet man den Stromkreis zur Zeit ¢t = 0
ein, so beobachtet man, dass sich der Strom nur langsam aufbaut,
bis er schlieklich einen konstanten Wert I = Uy/R erreicht. Der
Grund hierfiir ist die Selbstinduktivitdt der Spule, in der nach L
der Lenz’schen Regel eine Gegenspannung aufgebaut wird, die der
Spannung U, entgegenwirkt.

Fiir die Maschenregel » U = > Ug wird die induzierte Span- 51
nung als weitere Spannungquelle betrachtet,

6.1 Schaltung zum
Einschalten einer Spule.

Up + Uina = Ug = RI

mit Us,g = —L 0;1 folgt

L Us
Uy— L oI =RI = — Ol +1=—
0 t R + R
also eine Differentialgleichung erster Ordnung. Da die Grofe L/R
die Dimension einer Zeit tragt und U/ R die Dimension eines Stroms,
werden die Abkiirzungen

L Uy
S I, =— 6.1
T=5 I (6.1)
eingefiihrt. Damit folgt fiir die Differentialgleichung”

7 Eine Differentialgleichung der Form
T 8,5[ +I1=1 o)

kann man nach Variablen separieren

dI dI dt
& (I—T -
Gt C A S ey A

und integrieren (nach Umbenennung der Variablen)

I'— 1 to T Iy — I T

/’“) dr’ tdt II(t)—IOO t—to
N n _
Ip
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6.1 Schaltvorgédnge mit Spulen und Kondensatoren

Abb. 6.2 Strom beim Ein-
schalten einer Spule.
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Abb. 6.3 Schaltung zum
Einschalten eines Kondensa-
tors.
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Abb. 6.4 Ladung beim

Einschalten eines Kondensa-
tors.
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Offenbar ist 7 die charakterische Zeit und I, der charakteristische
Strom des Einschaltvorgangs. Insbesondere erwartet man fiir lan-
ge Zeiten t = oo nach dem Einschaltvorgang, dass der Stromkreis
stabil wird, d.h. 9,1 = 0. Aus der Differentialgleichung folgt unmit-
telbar, dass

It =00) = I

Die Losung der Differentialgleichung ist allgemein

I(t> - Ioo ottt

Zum Zeitpunkt to = 0 soll auch der Strom Null sein, [y = 0. Damit
folgt

I(t) = I (1—e7)

(6.4)

Offenbar baut sich der Strom durch die Selbstinduktion der Spule
nur langsam auf mit einer Zeitkonstante 7 = L/R.

6.1.2 Einschalten eines Kondensators

Fiir die gleiche Schaltung nur mit einem Kondensator der Kapazitét
C' anstelle der Spule gilt nach der Maschenregel mit Us = Q/C

_ Q Q
Uo=RI+5=ROQ+

Hier ist @ die Ladung im Kondensator. Mit

r=RC| [Qu=0,C (6.5)
folgt
T 0 Q+Q=Qux) (6.6)

Diese Differentialgleichung hat dieselbe Form und Lésung wie Glei-
chung 6.2 mit der Ersetzung I(t) — Q(t). Wird der Kondensator
ab to = 0 aufgeladen, so ist Q(t = 0) = 0 und daher

Qt) =Qw (L—e7"7) (6.7)

Der Strom hingegen ist

) =00 = e

Der Kondensator muss zunéchst aufgeladen werden. Danach ist der
Strom Null. Der Kondensator ist undurchléssig fiir Gleichstrom.

6.1.3 Ausschalten einer Spule

Eine Spule wird lange Zeit nach Einschalten wieder iiber einen
weiteren Widerstand kurzgeschlossen. Zur Zeit t << 0 wurde der
Schalter geschlossen. Zur Zeit ¢t = 0 gilt dann I(t = 0) = Uy/Ry.



6.2 Energiedichte des Magnetfelds

Wird der Schalter zur Zeit ¢t = 0 gedffnet, so ist die Spule iiber die
beiden Widerstinde kurzgeschlossen. Nach der Maschenregel folgt

Mit
B L
"R +R;
folgt
T I+1=0

Diese Differentialgleichung hat dieselbe Form und Loésung wie Glei-
chung 6.2 mit der Ersetzung I, = 0, so dass

t—1g

It)=1I e = (6.8)
Mit 1(0) = I,(0) = Uy/ Ry, folgt
Ho:%gwf (6.9)

Insbesondere ist die Spannung ganz kurze Zeit ¢ 2 0 nach dem
Kurzschliefsen

Fir Ry >> Rj treten daher sehr hohe Spannungs-Spitzen bei R;
auf. Daher muss beim Ausschalten von Spulen vorsichtig vorgegan-
gen werden, um Schaltungen nicht zu gefédhrden.

6.2 Emnergiedichte des Magnetfelds

Die Energie, die im Stromkreis (Abbildung 6.5) nach Abschalten
der Spannungsquelle verbraucht wird, muss im Magnetfeld der Spu-
le gespeichert gewesen sein. Daraus soll die Energiedichte des Ma-
gnetfelds berechnet werden. In einem kleinen Zeitraum dt wird in
den beiden Widerstédnden die Energie

L
dW = P(t)dt =U I dt = (R, + Rp) I*dt = = I*dt
T
deponiert. Integration ergibt mit Gleichung 6.9
<L 1
W:/dW:/ SRe Tt = LI
0o T 2
Der Strom I, hatte zum Zeitpunkt ¢ = 0 das Magnetfeld B =

o pr 1 I erzeugt. Zusammen mit der Induktivitat L nach Gleichung
5.10 ergibt sich

1
W= BHV (6.10)

Die Energiedichte ist damit also

w1
w=—=-BH= 1
14 2 2”0”7"

B? (6.11)

i
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C

Abb. 6.5 Schaltung zum
Ausschalten einer Spule.

Ity

Abb. 6.6 Strom beim Aus-
schalten einer Spule.
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6.3 Energie im Wechelstromkreis
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Fiir eine Kombination aus elektrischem und magnetischem Feld
folgt also als Energiedichte

1 1
w=5ED+ BH (6.12)

Ein Magnetfeld der Stirke B = 1T hat also in einem Volumen von
V = 1m? den Energieinhalt von W = 4 - 10°Joule.

6.3 Energie im Wechelstromkreis

Wie beschrieben kann man Wechselspannungen durch Drehen einer
Spule in einem Magnetfeld recht einfach erzeugen. Im Folgenden
soll die Reaktion eines Stromkreises auf eine dufere Wechselspan-
nung betrachtet werden. Einschaltvorgénge, die ja nach kurzer Zeit
abklingen, werden hierbei vernachléssigt. Beispiele fiir Anwendun-
gen sind elektrische Geréte im Haushalt, Musik-Wiedergabe oder
elektronische Signalverarbeitung.
Im Allgemeinen wird eine Wechselspannung der Form

U(t) = Uy cos(wt + or) (6.13)

mit Frequenz v, Kreisfrequen w und Periodendauer T',

1
T=-=— w=2mv (6.14)

in einem Schaltkreis mit Widersténden, Kondensatoren und Spulen
zu einem Strom

I(t) = Iy cos(wt + ¢r) (6.15)

fithren. Die im Stromkreis verbrauchte Leistung (siehe auch Glei-
chung 3.10) zu jedem Zeitpunkt ist

Da Spannung und Strom periodisch sind, reicht es, eine Perioden-
dauer
27

T
w

zu betrachten. Die mittlere Leistung iiber eine Periode ist

P

1 T
— I 1
T/OUdt (6.16)

Einsetzen von U(t) und I(¢) ergibt aufgrund der Additionstheore-



6.4 Komplexe Widerstande

me® unter dem Integral die Terme

T T
1
/ cos®(wt+p )dt = 3 / cos(wt+y) sin(wt+py)dt =0
0 0

Dies gilt unabhéngig von der Anfangsphase oy bei Integration tiber
eine volle Periode. Insgesamt ergibt sich fiir die tatséchliche “Wirk-

leistung” ; u(t)
P = 3 Up Iy cos(ou — 1) (6.17) t
Die Phasendifferenz zwischen U und [ ist also entscheidend fiir die
Wirkleistung.
e vu—;r=0 Abb. 6.7 Strom und Span-
Strom und Spannung sind in Phase, die Wirkleistung ist P = ~ nung in Phase.
oo,
u(t)
i X /[
Hierfiir ist P = 0, es wird keine Wirkleistung verbraucht. 't
Héufig werden anstelle der Spitzenwerte Uy und [, die Effektivwerte k \7/
1 1
Uer = E Uo, leyy = E’ Iy Abb. 6.8 Strom und Span-
nung um 7/2 phasenverscho-
verwendet, so dass ben.
p = Ueff [eff COS(QDU — (,01> (618)

Zum Beispiel ist fiir die standardisierte Spannung U,y = 220V die
Spitzenspannung Uy = 311V.

6.4 Komplexe Widerstande

Fiir Schaltkreise mit mehreren Kondensatoren und Spulen wird die
Berechnung der Differentialgleichungen und deren Losung sehr auf-
wendig und die resultierenden Widerstéande sind frequenzabhéngig,
R = R(w). Man fiihrt daher - zur Vereinfachung der Rechnungen -
komplexe Widerstande ein.

Wir betrachten eine kosinusférmige Spannung und wéhlen den
Zeitpunkt ¢ = 0 so, dass die Phase Null ist. Der daraus resultierende
Gesamtstrom kann gegeniiber der Spannung um einen Winkel ¢
verschoben sein. Anstelle der Darstellung mit reellen Funktionen

U = U, coswt I = Iy cos(wt + ¢) (6.19)

8 Fiir A = — v gilt

cos(a + ) cos(a+7)

= cos(a+ f) cos(a+ B+ A)

= cos(a+ ) [cos(a+ B)cos A —sin(a + 3) sin A]
cos?(a+ B) cos A — cos(a + ) sin(a + 3) sin A
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6.4 Komplexe Widerstande

u(t)

Abb. 6.9 Strom und Span-
nung sind beim Ohm’schen
Widerstand in Phase.

B

Abb. 6.10
Phasenverschiebung beim
Kondensator.

Im Kondensator eilt der
Strom wvor.
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fiihren wir eine Darstellung mit komplexen Funktionen ein,
U =Uje™ I = Iye™'t (6.20)

Auch hierbei sind Uy, Iy und ¢ reell. Fiir die komplexe Darstellung
definieren wir den komplexen Widerstand
U U

Z—2_20
I 1, °

—ip

und die Impedanz als |Z|.

6.4.1 Ohm’scher Widerstand

In diesem Fall gilt auch in der komplexen Darstellung einfach das
Ohm’sche Gesetz ‘
U=RI=Ue“!

so dass mit Iy = Up/R

U,
I = EO eiwt
Die Impedanz ist in diesem Fall reell,
U
7 = 7= R (6.21)

6.4.2 Kondensator

Die Ladung ) im Kondensator ist gegeben durch Spannung U und
die Kapazitdt C' = @Q/U. Damit folgt fiir den Strom, der in den
Kondensator fliefst,

1=0,Q=CoU| (6.22)
In der komplexen Darstellung folgt aus
U = Upe™'
der Strom
I =CoU = iwC Uye™t = wC Uye @/ (6.23)
und fiir den komplexen Widerstand Z = U/I
Z = - ! (6.24)
twC

Die Phasenverschiebung um 7/2 ergibt sich, weil erst ein Strom flie-
fsen muss, um im Kondensator die Spannung aufzubauen. Dies gilt
auch fiir die reelle Darstellung®. Nach Gleichung 6.17 wird bei dieser
Phasenverschiebung im Kondensator keine Leistung verbraucht.

9 In der reellen Darstellung folgt fiir U = Uy coswt als Strom
I =C0,U=—-wCUysinwt = wCUj cos(wt + g)
Dies ist aber gerade der Realteil der komplexen Darstellung,

ReU = Uy coswt Rel = wC Uy cos(wt + g)



6.4.3 Spule

Entsprechend dem Induktionsgesetz ist die Spannung in der Spule

gegeben durch

so dass sich fiir den Strom

(6.25)

1 1 , 1 , 1 A
I: - /Udt: - /UO@ZWtdt: __erw')t = —erz(wtfﬂ-/2)

L L wl wl
(6.26)

ergibt. Der komplexe Widerstand Z = U/I ist damit
(6.27)

Die Phasenverschiebung um — /2 zwischen Strom und Spannung
ergibt sich, weil nach der Lenz’schen Regel die induzierte Spannung
dem Strom entgegenwirkt und dieser sich daher erst langsam auf-
bauen kann. Dies gilt auch fiir die reelle Darstellung!®. Nach Glei-
chung 6.17 wird bei dieser Phasenverschiebung in der Spule keine
Leistung verbraucht.

6.4.4 R-L-C Schaltungen

Fiir eine Schaltung mit Ohm’schen Widerstdanden, Kondensatoren
und Spulen ergeben sich Phasenverschiebungen zwischen den Span-
nungen und Stromen dieser Komponenten. In der reellen Darstel-
lung fiithrt dies zu komplizierten Formeln mit Sinus und Kosinus
Termen und deren Amplituden und Phasen. Das Rechnen in der

komplexen Darstellung ist dagegen viel einfacher. Entsprechend
Ohm’scher W. | Kondensator Spule
Formel U=RI I=CoU U=Lol
Z R ﬁ wlL
Phase ¢; — @y 0 +5, Ivor | =%, I spit
Leistung P %UOIO 0 0

Tabelle 6.1 Komplexe Widerstdnde und Phasenverschiebungen bei
Wechselspannungen.

diesen Formeln sperrt der Kondensator bei kleinen Frequenzen w,
die Spule dagegen sperrt bei grofen Frequenzen.

10 In der reellen Darstellung folgt fiir U = Uy coswt als Strom

! _Uo . U
1= T /Udt— L sinwt = oL cos(wt —7/2)

Auch fiir die Spule ist dies gerade wieder der Realteil der komplexen Losung,

U
ReU = Uy coswt Rel = —z cos(wt — 7/2)
w

6.4 Komplexe Widerstande

a

Abb. 6.11
Phasenverschiebung bei
der Spule.

Bei  einer  Induktivitat

kommt der Strom spit.

121 oL
;
Abb. 6.12 Komplexe Wi-
derstdnde als Funktion der
Frequenz.
m@) o

" Re(2)
Abb. 6.13
Zeigerdiagramm: Wider-
stinde in der komplexen
Ebene.
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6.5 Wechselstromschaltungen

4 ergibt sich nach den Kirchhoff’schen Regeln

|j Fiir das Beispiel einer Reihenschaltung von R, C'und L in Abb.6.14
R
Uo

e Knoten: es gibt keine

—_ e Masche:
U=Ur+U:s+Uj

% L Hierbei ist U die von aufsen angelegte Spannung. Durch Ableiten
nach der Zeit folgt aus den Formeln in Tabelle 6.1

: 1
Abb. 6.14 R-C-L Reihen- oU = RO,I + e I+ Lo (6.28)

schaltung.
Dies ist fiir I(¢) eine lineare Differentialrechnung 2. Ordnung mit
reellen Koeflizienzen. Gelost werden soll diese Gleichung fiir

U = Uy coswt
Fiir reelle Uy ist dies der Realteil der komplexen Winkelfunktion,
Re (Ug ei“t) = Uy coswt

Man 16st also die komplexe Gleichung

0,(Uy ) —Rat1+%1+La$1— (R8t+%+L6,?) I

mit einem komplexen Ansatz fiir 7(¢) und betrachtet nachher als
physikalische Losung nur den Realteil'! von I(t). Dies ist nur ein
mathematischer Trick, der funktioniert, weil die Ausdriicke in der
Klammer alle reell sind*2.

6.5 Wechselstromschaltungen

6.5.1 R-C Glied als Hochpass

Zunéchst wird der Gesamtwiderstand und Strom berechnet. Dar-
aus folgt die Ausgangsspannung U, als Spannungsabfall iiber den
Widerstand R. Fiir diese Schaltung findet man

u C U=Ur+Us=Zgl + ZcI = (ZR—l-Zc)]: Zges

R 1 / 1
Zes: . Zes = 2
g R+zw0 1 Zges| R +w202

Der Winkel ¢, zwischen Imaginar- und Realteil von Z ist

\”}»

Abb. 6.15 Hochpass aus HMan kénnte auch den Imaginiirteil von I(t) betrachten. Dieser entspricht der
Widerstand und Kondensator. Losung fiir U = Up sin wt und enthélt bis auf eine Phasenverschiebung keine
neuen Informationen.
2In  der Quantenmechanik dagegen miissen Differentialgleichungen
(Schrodinger-Gleichung, Dirac-Gleichung) mit komplexen Koeffizien-
ten gelost werden. Ihre Losungen, die Wellenfunktionen von Teilchen,
sind dann tatséchlich komplexe Funktionen, die physikalisch interpretiert
werden miissen.
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6.6 R-C-L Serienschwingkreis als Frequenzfilter

fan oy = —1/(wC) _ 1

Zes:Zes vz
R UJCR g |9 |6

Damit ist der Strom

U U() Giwt U()

Zges |des | e'vz ’des |

I =

Die Ausgangsspannung U, wird gemessen als Spannungsabfall tiber
dem Ohm’schen Widerstand R,

Ua = ZRI: ZR U = RU — ch Ue—iLPZ
des des V 1+ w2(C?R?

Die Durchlassfunktion fiir diesen “Spannungsteiler”

\Ual  |Zr| wCR
|U| |des‘ V 1 + WZCZRQ

zeigt, dass der Kondensator fiir kleine Frequenzen sperrt, fiir hohe
Frequenzen w >> 1/(RC aber durchlissig ist, so dass die Eingangs-
spannung fast vollstindig auch am Ausgang anliegt, |U,| < |U]
(Hochpass).

Der Strom ist gegeniiber der Spannung um —p, phasenverscho-
ben. Da an R keine Phasenverschiebung stattfindet, sind U, und [
in Phase und damit ist auch ¢, = ¢; = —pz.

6.5.2 R-C Glied als Tiefpass

Andert man in der obigen Schaltung die Reihenfolge von Konden-
sator und Widerstand, so bleibt der Gesamtwiderstand und Strom
unverandert. Die Ausgangsspannung fallt iiber dem Kondensator
ab,
Zo 1/(iwC)
U,=Zcl = U= :
T Zpes R+ 1/(iwC)

so dass die Durchlassfunktion

Ua| 1
U] V1+wiC?R?

ist. In diesem Fall liegt ein Tiefpass vor, denn der Kondensator
schliesst hohe Frequenzen gegeniiber der Masse kurz.

v

1UI
Abb. 6.16
Ausgangsspannung von

Hoch- und Tiefpass.

Py,

Abb. 6.17 Phase der
Ausgangsspannung von Hoch-
und Tiefpass.

U
| R
C Ua
T
Abb. 6.18 Tiefpass aus

Widerstand und Kondensator.

6.6 R-C-L Serienschwingkreis als Fre-

quenzfilter

Die bereits in Gleichung 6.28 angegebene Differentialgleichung hat
die gleiche Form wie die Bewegungsgleichung eines Pendels mit Rei-
bung und periodischer Anregung (siehe Mechanik-Vorlesung). Ge-
nau wie dort erwartet man also ein Resonanzverhalten.
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6.6 R-C-L Serienschwingkreis als Frequenzfilter

v L

oL
Abb. 6.19 RCL- Reihen-
schwingkreis.
v

L ;,eihe ,,,,,,,,,,,,,
Abb. 6.20
Ausgangsspannung des
Reihenschwingkreises flir
Rcp, = 4R.
Py

S
i —

Abb. 6.21 Ausgangsphase
des Reihenschwingkreises fiir

Rcp, =4R.
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Der Gesamtwiderstand ist in diesem Fall

1 . . 1
ZQGSZZC—FZL—FZR:M—FZWL—FR:R-FI (wL—E)
Aus C und L lassen sich Grofen mit der Dimension einer Frequenz
und eines Widerstands konstruieren, die charakteristisch fiir das
Problem sind:

! Rio =1/ & (6.29)
Wy = —— =4/= .
Damit lésst sich der Imaginérteil von Z,., schreiben als
2 _ .2
WL — — = Ryo &0 (6.30)
w w Wo

2 2
|Zes’: R2 + WL—L = R2+R2 WQ_W%
g wC Le w Wo

Offenbar wird Z,.s minimal bei w = wy, so dass wy die Resonanz-
frequenz ist. Die Ausgangsspannung ist wieder

ZR

U,=Zrl =
f des

U

so dass die Durchlassfunktion

1

2
|Ua| — 1+ R%C UJQ_CU%
|Uyges| R? W Wo

ein Maximum bei der Resonanzfrequenz wy hat. Bei dieser Frequenz
ist das LC-Glied vollstandig durchléssig. Die Breite der Resonanz-
kurve wird so definiert, dass Realteil und Imaginérteil von Zg,
gleich grof sind, also

oder
wi, LC —1=Fw,CR

Subtrahiert man diese beiden Gleichungen voneinander, so findet
man als Breite beziehungsweise relative Breite der Resonanzkurve

Aw—w—w—R—w R Aw R
e R T wo Rpe
Die Phasenverschiebung ergibt sich wegen
Im(Zyes)
t =
an(pz) Re(Zges)
zZu
wil, — L RLC w2 — (.U2
t = tan(—gy) = — wl — _ 0
an(u, ) an(—¢z) R R ww
Auf der Resonanz, bei w = wy, ist
YU, = 07 des = R’ Ua =U



6.7 R-C-L als Parallelschwingkreis

6.7 R-C-L als Parallelschwingkreis

Fiir die Parallelschaltung von C' und L gilt nach der

e Maschenregel:

Uc=Uy
e Knotenregel:
I:IL—l—IC:g—i—l—g—g:Uc%
mit dem rein imagindren Widerstand
i:i+i ;) Z1 Ze _ L/C
7' 7 Zo ZL +Zo  i(wl— =)

Mit den gleichen Definitionen fiir wg und Ryc wie beim Reihen-
schwingkreis (Gleichung 6.30) folgt

W Wo

/ .
Z =—iRre ———

Fiir den Gesamtwiderstand gilt dann

2
W Wo
|deS| = |ZR+ Z,’ - \/RQ + R%C (w2 2)

— wp

Offenbar wird der Betrag von Z,., beliebig grof bei der Resonanz-
frequenz w = wy. Die Spannung féllt also auf der Resonanz komplett
iiber dem LC-Glied ab. Aus der Ausgangsspannung des Spannungs-
teilers folgt als Durchlassfunktion

U _ 1z _ [ B (_ww V'
|UgeS| |deS| R? w? — W(Q)

-1

—0
o1 o
Abb. 6.22 CL- Parallel-
schwingkreis.

U
Uy

w

Abb. 6.23
Ausgangsspannung des
Parallelschwingkreises fiir
R =4Rcr.
L ‘
T
n T s (D
-0
2

Abb. 6.24 Ausgangsphase
des Parallelschwingkreises fiir
R=4Rcyp.
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