4.8 Energie

Arbeit: W ,
(W)= 0= bt

Abb. 4.11
zum Wegintegral.

Abb. 4.12
Kraftkomponente
zum Weg.
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Joule

Fp parallel

4.8 Energie

4.8.1 Arbeit

Ein Zug, der auf Schienen einen Berg hinauffihrt, muss Kraft ent-
lang dieses Weges autbringen, um die Schwerkraft zu iiberwinden.
Die Schwerkraft ist hier ein Kraftfeld F'(7), dessen Richtung nach
unten zeigt. Die Bahnkurve 7(t) ist durch die Schienen vorgegeben.
Macht es einen Unterschied, welchen Weg die Schienen nehmen?
Entscheidend ist offenbar der Steigungswinkel, d.h. der Winkel zwi-
schen F(7(t)) und 7(t) auf jedem kleinen Stiick di des Weges. Wir
definieren die Arbeit entlang dieses Wegstiicks dr daher als

dW = F(7) - dr (4.65)

Die gesamte Arbeit entlang eines bestimmten Weges zwischen zwei
Orten 74 und 7p ist die Summe aller diW Werte entlang dieses
Weges,

B B
W:[ dW:[ Fdr (4.66)
TA TA

Dies ist die Arbeit, die von der Kraft F(7) entlang des Weges von
74 nach 7 verrichtet wird. Dreht man die Richtung des Weges um,
so andert sich fiir die Arbeit einfach nur das Vorzeichen. Zeigt zum
Beispiel der Weg des Zuges nach unten, so ist der Winkel o zwischen
F(7) und 7 kleiner als 90° und wegen

F-di = |F|-|dF|-cosa >0 (4.67)

die Arbeit positiv. Zeigt der Weg dagegen nach oben, so ist die von
der Schwerkraft verrichtete Arbeit negativ.

Das Integral in GI. ist ein sogenanntes Linienintegral und
wird komponentenweise berechnet, indem man den Weg parametri-
siert z.B. als Funktion der Zeit, r(¢), und dann

d7
dii= < gt = v dt 4.68
U (4.68)
benutzt.
B tp
W:f Fai= [ " F-vdt (4.69)
T A ta

Im speziellen Fall eines geraden Weges in einem Kraftfeld mit kon-
stanter Richtung kann man alternativ benutzen, dass

dW = F(7)-d7 = |F|-|d7| - cosa = Fp - ds (4.70)

Hier ist Frp = |F’ |-cos a gerade die Projektion von F auf die Richtung
von dr und « = konstant entlang des ganzen Weges, so dass

chosa-[rB |F| - ds (4.71)
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4.8 Energie

Beispiel freier Fall: Bei einem freien Fall aus der Hohe h auf ge-
radem Weg nach unten, ist F' immer parallel zum Weg dr,

0 0 0
fa=lol  m=lo] ar=]o0 (4.72)
h 0 dz
und
— 0 —
F=] 0 = F-di=-m-g-dz (4.73)
—myg
Damit ist die Arbeit
e 0
W:/ Fdfz—/ mgdz=-mg(0-h) (4.74)
Fa h

oder

(475

Beispiel Fahrt um eine Kurve: Féhrt ein Auto um eine Kurve, so
muss iiber die Réder eine Kraft auf den Wagen wirken. Nehmen wir
an, dass die Kraft zu jedem Zeitpunkt senkrecht zur Geschwindig-
keit gerichtet ist (nach innen), so ist Frr = 0, oder

Fdri = Fds cos90° = 0 (4.76)

Es ist also zu jeder Zeit dW = 0 und damit wird keine Arbeit bei
einer solchen Kurvenfahrt verrichtet.

Beispiel Feder, die sich zusammenzieht: FEine Feder sei um die
Lénge zo ausgelenkt. Die Riickstellkraft F'(x) = —kx verrichtet Ar-
beit an der angehidngten Masse,

0
0 0 Xo
sz F(x)dx:—kf zdo (4.77) >~
xo xo .

1 AN
\”‘, jn,\ I ‘,‘\ J’ﬁ,\ N ],\
AN ANAVAVANAVANA:

oder VUV VVVVVI
1
Abb. 4.13
Beispiel Feder, die langsam auseinander gezogen wird: Wird die  Auslenkung einer Feder um
Feder so langsam auseinander gezogen, dass man die Beschleuni-  die Strecke .

gung der angehdngten Masse vernachléssigen kann, so ist
Fy = ~Freger = +h (4.79)
Die Arbeit, die man verrichtet bis zu einer Auslenkung z, ist daher
szom Fyde = %W (4.80)
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4.9 Potentielle Energie und Potential

o 2 4

Abb. 4.14
Beispiele fiir verschiedene We-

ge im Fall einer konservativen
Kraft.
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Beispiel Konstante Kraft: Gilt F(7) = F = konstant, so kann man
F aus dem Integral herausziehen, so dass

ip -
W= f Fdi=F(ip-7.) (4.81)
Za
Offenbar hangt die Arbeit hier nur vom Abstand von Z4 und Zpg
ab, aber nicht von dem genauen Weg, den ein Korper nimmt. Dies

ist tatséchlich oft viel allgemeiner giiltig, nicht nur bei konstanter
Kraft.

4.8.2 Konservative Kraftfelder

Wir definieren daher ganz allgemein:

Konservative Kraftfelder sind Kraftfelder, bei denen
die Arbeit wegunabhéngig ist und damit nur von
Anfang- und Endpunkt des Weges abhéngt.

Beispiele fiir konservative Kraftfelder:
e F = konstant

o [ = F(r) Zentralkraftfeld. Die Kraft zeigt iiberall auf das
gleiche Zentrum und ihr Betrag héngt nur vom Abstand vom
Zentrum ab. Beispiele sind die Gravitation und die elektrische
Coulomb-Kraft.

Beispiele fiir nicht-konservative Kraftfelder:

e [ = F'(¥) Die Kraft hingt von der Geschwindigkeit ab, z.B.
Reibung

o ['= F(t), zeitabhingige Krifte

Fiir konservative Kéfte gilt insbesondere, dass die Arbeit entlang
eines geschlossenen Weges = 0 ist,

W:jﬁﬁdfzo (4.82)

Dies gilt, da man jeden geschlossenen Weg in zwei Teilwege 74 — 7'
sowie g — 74 aufteilen kann. In der Berechnung des Integrals fiir
W ist dies einfach eine Vertauschung der Grenzen des Integrals, so
dass die Arbeit fiir beide Wege sich in der Summe gerade aufheben.

4.9 Potentielle Energie und Poten-
tial

Das Potential eines Kraftfeldes ist nur fiir konservative Kréfte defi-
niert. In diesem Fall ist die Arbeit unabhéngig vom zuriickgelegten



4.9 Potentielle Energie und Potential

Weg, so dass man sie ausdriicken kann als Funktion nur des End-
punktes und Anfangspunktes einer Bahnkurve,

B
W= / Fdi = Byor(74) — Epor(5) (4.83)
TA
Tatséchlich sind durch diese Formel nur Differenzen von potenti-  Achtung:

ellen Energien definiert. Man kann also zu E,.(74) und E,.(7s)  Reihenfolge beachten!
eine Konstante addieren, ohne dass sich etwas an der Gleichung &n-

dert. Anders formuliert ist der Nullpunkt der potentiellen Energie

frei wéahlbar.

Beispiel Freier Fall: Wie oben gezeigt ist bei freiem Fall aus der
Hohe h die Arbeit, die das Gravitationsfeld an einer Masse m ver-
richtet, W = mgh. Damit ist

Epot(h) — Epot(0) =W = mgh (4.84)
Definiert man den Nullpunkt der potentiellen Energie durch
Wihle:  E,,(0) =0 (4.85)
so ist die potentielle Energie als Funktion der Hohe

Epq(h) = mgh (4.86)

Beispiel Feder: Wegen I’ = —kx ist die potentielle Energie relativ
zur Ruhelage

0
Epot () = Epot(0) = - f kxdx = %ka (4.87)

Mit der Konvention, dass die potentielle Energie bei x = 0 gleich
Null ist, folgt

Ep() = %m? (4.88)

Beispiel Gravitation: Die Gravitationskraft auf eine Masse m durch
eine Masse my ist eine Zentralkraft,

F--gtim2lz (4.89)
T2 Ti2

Néhert sich die Masse aus unendlicher Entfernung bis auf einen
Abstand r der Masse M, so ist der Weg immer parallel zur Richtung
von F. Dann gilt

my mymso

mo
—dr=G
r r

Epr(r =0) = Ep(r) == [ G (4.90)

Definiert man den Nullpunkt der potentiellen Energie jetzt durch
Wihle:  Epp(r=00)=0 (4.91)
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4.9 Potentielle Energie und Potential

Abb. 4.15
Gravitationspotential.
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so folgt

Mm
Ep(r)=-G — (4.92)

Als Gravitationspotential V(1) der Masse M wird hingegen

V()= -G % (4.93)

bezeichnet. Dieses Potential ist also unabhéingig von der Masse m,
auf die die Gravitation von M wirkt.

4.9.1 Berechnung der Kraft aus der
potentiellen Energie

Wir haben bereits gesehen, dass Differenzen der potentiellen Ener-
gien der Arbeit durch ein Kraftfeld entsprechen. Im 1-dimensionalen
Fall ist

B
Epot(FB) - Epot(FA) = - [ Fa; dl’ (494)
TA

Fiir infinitesimal kurze Wege dx ist auch die Differenz der potenti-
ellen Energien infinitesimal klein,

dB,p = —F, dx (4.95)

und daher kann die Kraft aus der potentiellen Energie berechnet
werden durch

dE,o
dx
Im 3-dimensionalen muss dies auch fiir die anderen Komponenten

der Kraft gelten und die potentielle Energie kann von allen Kom-
ponenten von 7 abhéngen, E,.(7), so dass

Fo(z) = - (4.96)

0
oz Epot

F==VEp =~ | £Epu (4.97)

)
oz E pot

Die Kraft zeigt damit in Richtung der stirksten Anderung des Po-
tentials.
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4.9 Potentielle Energie und Potential

Abb. 4.16 Beispiel einer Zentralkraft (links) und Aquipotentialflichen
dazu (rechts).

Beispiel Gravitation Verwendet man

1 ~
V- =v(z2+y2+22) 72 = & (4.98)

ro 72
so erhélt man fiir die Gravitation aus der potentiellen Energie in

G1.[4.92] wieder die Gravitationskraft aus Gl.

4.9.2 Kinetische Energie

Da die tangentiale Komponente Fi der Kraft entlang des Weges dr
die Geschwindigkeit &ndert, gilt

dv
Fr=m = (4.99)
Daher folgt auch
FdF:FTds=m%d3=m$dv:mvdv (4.100)
Damit ist die Arbeit auch
W:[FBFdfz/:Bmvdv:%m(v?g—vi) (4.101)
Ta v

Wir definieren daher die kinetische Energie als

Epin = %va - (4.102)

Die Arbeit, die ein Kraftfeld an einer Masse verrichtet, erzeugt also

zusatzliche kinetische Energie Kinetische Energie Fj;,
1’1’12

[Ekm] =J= kgS2

W= [TB FdF = Egin(75) = Epin(74) (4.103)
TA

4.9.3 Energieerhaltung der klassischen Me-
chanik

Wir haben nun
W = Ein(7B) = Egin(T4)

4.104
W= Epot(FA) - Epot(fB) ( )

und damit auch

E = Ekm(fA) + Epot(FA) = E’km(FB) + Epot(fB) (4105)

In einem konservativen Kraftfeld ist also die Gesamtenergie E aus
kinetischer und potentieller Energie entlang eines Weges erhalten.
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4.10 Drehbewegungen

¢ im Bogenmaf
Winkelgeschwindigkeit w
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Beispiel Feder: Eine Feder wird um die Strecke x 4 ausgelenkt und
mit v4 = 0 losgelassen. Wie grofs ist die kinetische Energie und die
Geschwindigkeit maximal?

Lésung Nach GI. |4.105

1, 1 1 1
“md + ~kad = —md + —ka?
5MWa+ Skay = omup+ Skrp (4.106)
—_— Y Y= Y~
Ekzn A Epot,A Ekin,B Epot B
gilt bei xp =0, dass Epy p =0, so dass
1 2 1 2
Ekin,B = §m’UB = §kl’A (4107)

2 2

2 _
oder vy = w* x7p.

Berechnung der Bahnkurve bei bekannter potentieller Energie:
Fiir eine 1-dimensionale Bewegung gilt

1 1 dz)?
E = §mv2 + Epoi () = 3 (E) + Epot () (4.108)

so dass

T 1 t
/ dr = dt=t—t0 4.109
O \EE-Bu) (4109

Da FE konstant ist, kann man dies integrieren und erhélt so die
Bahnkurve z(t).

4.10 Drehbewegungen

Drehbewegungen spielen eine grofse Rolle bei so unterschiedlichen
Prozessen wie Planetenbewegungen oder in Motoren. In vielen Fal-
len handelt es sich um eine Bewegung im Kreis mit konstantem
Betrag der Geschwindigkeit.

Bewegt man eine Masse an einer Feder im Kreis, so wird die Feder
ausgelenkt, je schneller die Kreisbewegung erfolgt und je grofer die
Masse ist. Es wirkt also offenbar eine Kraft, um die Masse auf der
Kreisbahn zu halten.

Die Bahnkurve einer Kreisbahn mit Radius R um den Ursprung
des Koordinatensystems in der x — y-Ebene ist

Rt = |- (ij Zﬁéﬁi ) mit || = konstant (4.110)

Der Winkel ¢(t) wird relativ zur z-Achse gemessen. Diese ist so
orientiert, dass ¢(t =0) =0 ist. Die Bahngeschwindigkeit ist damit

5(1) = (1) - 7l (;fj;“;‘;%)) (i)



4.10 Drehbewegungen

Wir definieren nun die Winkelgeschwindigkeit & als einen Vektor,
der senkrecht auf der Ebene der Kreishewegung steht (parallel zur
Drehachse) und dessen Betrag gerade die Rate ist, mit der sich der
Winkel ¢ zeitlich dndert,

w(t) = (1) (4.112)

Die Richtung kann nach der Rechten-Hand-Regel aus dem Drehsinn
der Bewegung bestimmt werden. Damit ist (siehe GI. |4.111))

(4.113)

Ist der Ursprung des Koordinatensystems im Zentrum der Kreisbe-
wegung, so sind 7 und @ senkrecht zueinander, so dass einfach

v=w - |7 (4.114)

Die entsprechende Beschleunigung ist

a0 - (i)t (570) )

oder
a=wlr|é, - w2 (4.116)

Der erste Term ist parallel zu ¥ und erhoht die Winkelgeschwindig-
keit. Der zweite Term zeigt immer von der Bahnkurve zum Zentrum
der Bahn. Der Betrag dieses Teils der Beschleunigung ist

a=w?- | (4.117)
Um also einen Koérper auf einer Kreisbahn zu halten, ist eine nach
innen gerichtete Kraft Zentripetalkraft einer
Kreisbahn
F=m-w? | (4.118)

notwendig, die Zentripetalkraft genannt wird. Auch die kinetische
Energie der Masse auf der Kreisbahn, die Rotationsenergie, hingt
von der Winkelgeschwindigkeit ab,

1 1
Erot = =mi* = =mw?? (4.119)
2 2
Mit dem Tragheitsmoment [ lésst sich dies schreiben als Tréagheitsmoment [
Rotationsenergie E,.;
1
Erot = 5 Iw? mit I=m7r? (4.120)

Auch hier ist |7| der Abstand zur Drehachse.
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4.11 Drehimpuls und Drehmoment

Dﬂrehimpuls L
(L] = ke

(0,0,0)

Abb. 4.17
Stokparameter d

Trégheitsmoment [
[1] = kgm?

Abb. 4.18
Kreisbewegung mit Radius 7
und Geschwindigkeit .

Drehmoment M
— 2
[M] = kg

Abb. 4.19
Drehmomente bei einer Waa-

ge.
42

4.11 Drehimpuls und Drehmoment

Wir definieren allgemein den Drehimpuls eines Massenpunktes re-
lativ zum Ursprung des Koordinatensystems,

Li=7Fxp=mixd (4.121)

Hier ist 7 wie immer der Abstand des Massenpunkts vom Koordi-
natenursprung. Der Drehimpuls L héngt damit - anders als Impuls
oder Energie - von der Wahl des Koordinatenursprungs a We-
gen des Kreuzprodukts steht L senkrecht auf der Ebene, die von
7 und p aufgespannt wird. Fiir eine geradlinig gleichférmige Be-
wegung ist der Drehimpuls gerade das Produkt von Impuls p und
Stofsparameter d, wobei der Stofparameter der minimale Abstand
der Bahnkurve vom Ursprung ist.

Beispiel Kreisbewegung: Wahlt man den Ursprung des Koordi-
natensystems in der Mitte der Kreisbahn, so ist

L=fxpl=mrv=mrivw (4.123)
Man bezeichnet nun allgemein als Trédgheitsmoment
I =mr? (4.124)
so dass

L =1 (4.125)

Drehmoment: Die zeitliche Anderung des Drehimpulses muss mit
Kriften zusammenhéngen. Es ist (bei m = konstant)

-

L=mix0+mixv=mix?+mixu (4.126)

Wir definieren daher das Drehmoment, beziiglich des Koordina-

tenursprungs als
(e

dl -
ey 4.128
( )

Eine #uferes Drehmoment erzeugt daher eine Anderung des Dreh-
impulses.

so dass

Beispiel Waage: Bei einer Waage mit zwei Gewichten mq, my wie
in Abb. sind die beiden dazugehorigen Drehmomente

5Beziiglich eines anderen Punktes #, wire

L=(F-7) xp (4.122)



4.11 Drehimpuls und Drehmoment

M1=F1XF1 = M1=CL1'F1

) . (4.129)
MQZfQXFQ = Mgzag'Fg

Ist die Waage fiir einen Moment im Gleichgewicht und bleibt sie
so, dann gilt das Hebelgesetz

E=0=2Mi=M1+M2 (4.130)

oder

’al-mlzag-mg‘ (4131)

Allgemein definieren wir daher das Gleichgewicht eines Systems als

Gleichgewicht: Y F=0 und > M =0 (4.132)

Abb. 4.20 Links: Beispiel fiir ein Kraftegleichgewicht, aber kein Dreh-
momentgleichgewicht. Rechts: Drehscheibe mit Gewichten und Drehmo-
menten.

Drehimpulserhaltung: Es gibt verschiedene Situationen, in denen
der Drehimpuls eines Systems erhalten ist.

e Ohne dufsere Drehmomente folgt sofort, dass der Drehimpuls
erhalten ist,

M=0-= E = [ =konstant (4.133)

e Bei einer Zentralkraft wie der Gravitation kann man den Ur-
sprung des Koordinatensystems in das Zentrum legen. Dann
gilt

F(F)=F(r)-ég (4.134)
Dann ist aber offenbar das Drehmoment beziiglich des Zen-
trums durch die Zentralkraft gerade Null,

M=ixF=F- -Fxég=0 (4.135)

Damit ist also, obwohl eine Zentralkraft wirkt, der Drehim-
puls beziiglich des Zentrums erhalten,

L = konstant beziiglich Zentrum einer Zentralkraft
(4.136)
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