4.7 Probleme mit variablen Massen

Die Anderung des Gesamtimpulses zwischen ¢ und ¢ + dt ist 4

dp = p(t +dt) - () = mdv - dm- (&' - %) + dm - dv

4.57
~mdv — dm- Vg ( )

Im letzten Schritt haben wir das Produkt dm - dv vernachléassigt,

da es fiir kleine dt viel kleiner wird als die anderen Terme. Ohne

aufere Krafte gilt Impulserhaltung, so dass dp = 0 ist. Eine dufere

Kraft wie die Gravitation der Erde éandert aber den Gesamtimpuls,

. dp do  dm

F=—=m -— - — .0 4.58
a - ar T ar e (4.58)

Bei senkrechtem Flug (z2-Richtung nach oben) ist F, = -mg (zu-
mindest nahe der Erdoberfliche) und daher

dv dm
g = 4.59
m-g=m i & e ( )

Die Rakete wird also in +z Richtung beschleunigt (dv/dt > 0), wenn
die Schubkraft

> mg (4.60)

v |‘d_m
Ul ar

ist. Die Bewegungsgleichung kann man 16sen, indem man die Va-

riablen separiert,

—gdt =dv - dm Vg (4.61)
m

Bei konstanter Geschwindigkeit des Gases vg kann diese Gleichung
integriert werden,

t v(t) m(t) 1
—[ gdtzf dv—f vg —dm
to vo mo m

m(t) (4.62)
—g(t - to) = U(t) — Uy — Vg In e
oder
v(t) =vy — g(t—to) + vg-In m(t) (4.63)

Mo
Da hier vg < 0 (entgegen ©) und mg > m(t > to) schreibt man besser

v(t) =0 — gt —to) + |vg] 1% (4.64)

Aufgabe 4.4: Berechnen Sie die Beschleunigung der
Rakete durch Ableiten nach der Zeit. Zeigen Sie, dass
Sie wieder die Bewegungsgleichung 4.59 erhalten.

4 Alternativ kann man sich Gl. 4.57 auch in einem Inertialsystem iiberlegen,
in dem die Rakete genau zum Zeitpunkt ¢ in Ruhe ist und damit keine
Geschwindigkeit und keinen Impuls hat. Nach kurzer Zeit dt hat die Rakete
eine Gasmenge von dmg mit Geschwindigkeit ¢ ausgestofen und hat selber
eine Geschwindigkeit do erhalten. Die Anderung des Gesamtimpulses ist

dp=m-dv + dmg Vg =m-dvo - dm-9g (4.56)

Natiirlich hat sich die Masse der Rakete in dem kleinen Zeitraum dt selber
um die dm = —dmg geéndert. Relativ zur Gesamtmasse der Rakete ist der
Effekt aber vernachléssigbar, wenn der Zeitraum dt infinitesimal klein ist.

Bewegungsgleichung
Rakete

der
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4.8 Energie

Arbeit: W ,
(W)= 0= bt

Abb. 4.11
zum Wegintegral.

Abb. 4.12
Kraftkomponente
zum Weg.
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Joule

Fp parallel

4.8 Energie

4.8.1 Arbeit

Ein Zug, der auf Schienen einen Berg hinauffihrt, muss Kraft ent-
lang dieses Weges autbringen, um die Schwerkraft zu iiberwinden.
Die Schwerkraft ist hier ein Kraftfeld F'(7), dessen Richtung nach
unten zeigt. Die Bahnkurve 7(t) ist durch die Schienen vorgegeben.
Macht es einen Unterschied, welchen Weg die Schienen nehmen?
Entscheidend ist offenbar der Steigungswinkel, d.h. der Winkel zwi-
schen F(7(t)) und 7(t) auf jedem kleinen Stiick di des Weges. Wir
definieren die Arbeit entlang dieses Wegstiicks dr daher als

dW = F(7) - dr (4.65)

Die gesamte Arbeit entlang eines bestimmten Weges zwischen zwei
Orten 74 und 7p ist die Summe aller diW Werte entlang dieses
Weges,

B B
W:[ dW:[ Fdr (4.66)
TA TA

Dies ist die Arbeit, die von der Kraft F(7) entlang des Weges von
74 nach 7 verrichtet wird. Dreht man die Richtung des Weges um,
so andert sich fiir die Arbeit einfach nur das Vorzeichen. Zeigt zum
Beispiel der Weg des Zuges nach unten, so ist der Winkel o zwischen
F(7) und 7 kleiner als 90° und wegen

F-di = |F|-|dF|-cosa >0 (4.67)

die Arbeit positiv. Zeigt der Weg dagegen nach oben, so ist die von
der Schwerkraft verrichtete Arbeit negativ.

Das Integral in Gl. 4.66 ist ein sogenanntes Linienintegral und
wird komponentenweise berechnet, indem man den Weg parametri-
siert z.B. als Funktion der Zeit, r(¢), und dann

d7
dii= < gt = v dt 4.68
U (4.68)
benutzt.
B tp
W:f Fai= [ " F-vdt (4.69)
T A ta

Im speziellen Fall eines geraden Weges in einem Kraftfeld mit kon-
stanter Richtung kann man alternativ benutzen, dass

dW = F(7)-d7 = |F|-|d7| - cosa = Fp - ds (4.70)

Hier ist Frp = |F’ |-cos a gerade die Projektion von F auf die Richtung
von dr und « = konstant entlang des ganzen Weges, so dass

chosa-[rB |F| - ds (4.71)
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Beispiel freier Fall: Bei einem freien Fall aus der Hohe h auf ge-
radem Weg nach unten, ist F' immer parallel zum Weg dr,

0 0 0
74=|0 =10 dr=10 (4.72)
h 0 dz
und
— 0 -
F=| 0 = F-dir=-m-g-dz (4.73)
—mg
Damit ist die Arbeit
. 0
sz Fdfz—f mgdz=-mg(0-nh) (4.74)
Fa h

oder

475

Beispiel Fahrt um eine Kurve: Fihrt ein Auto um eine Kurve, so
muss iiber die Réder eine Kraft auf den Wagen wirken. Nehmen wir
an, dass die Kraft zu jedem Zeitpunkt senkrecht zur Geschwindig-
keit gerichtet ist (nach innen), so ist Frr =0, oder

Fdi = Fds cos90° =0 (4.76)

Es ist also zu jeder Zeit dW = 0 und damit wird keine Arbeit bei
einer solchen Kurvenfahrt verrichtet.

Beispiel Feder, die sich zusammenzieht: Eine Feder sei um die
Lénge xy ausgelenkt. Die Riickstellkraft F'(z) = —kx verrichtet Ar-
beit an der angehédngten Masse,

0 0
W:/ F(x)d:c:—k/ zde (4.77)
xo xo

oder

W= % ka? (4.78)

Beispiel Feder, die langsam auseinander gezogen wird: Wird die
Feder so langsam auseinander gezogen, dass man die Beschleuni-
gung der angehangten Masse vernachlassigen kann, so ist

Fy=~Freder = +kx (479)

Die Arbeit, die man verrichtet bis zu einer Auslenkung z, ist daher

T 1
sz Fade =5 ka? (4.80)
0
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4.9 Potentielle Energie und Potential

o 2 4

Abb. 4.13
Beispiele fiir verschiedene We-

ge im Fall einer konservativen
Kraft.

36

Beispiel Konstante Kraft: Gilt F(7) = F = konstant, so kann man
F aus dem Integral herausziehen, so dass

ip -
W= f Fdi=F(ip-7.) (4.81)
Za
Offenbar hangt die Arbeit hier nur vom Abstand von Z4 und Zpg
ab, aber nicht von dem genauen Weg, den ein Korper nimmt. Dies

ist tatséchlich oft viel allgemeiner giiltig, nicht nur bei konstanter
Kraft.

4.8.2 Konservative Kraftfelder

Wir definieren daher ganz allgemein:

Konservative Kraftfelder sind Kraftfelder, bei denen
die Arbeit wegunabhéngig ist und damit nur von
Anfang- und Endpunkt des Weges abhéngt.

Beispiele fiir konservative Kraftfelder:
e F = konstant

o [ = F(r) Zentralkraftfeld. Die Kraft zeigt iiberall auf das
gleiche Zentrum und ihr Betrag héngt nur vom Abstand vom
Zentrum ab. Beispiele sind die Gravitation und die elektrische
Coulomb-Kraft.

Beispiele fiir nicht-konservative Kréftfelder:

e [ = F'(¥) Die Kraft hingt von der Geschwindigkeit ab, z.B.
Reibung

o ['= F(t), zeitabhingige Krifte

Fiir konservative Kéfte gilt insbesondere, dass die Arbeit entlang
eines geschlossenen Weges = 0 ist,

W:jﬁﬁdfzo (4.82)

Dies gilt, da man jeden geschlossenen Weg in zwei Teilwege 74 — 7'
sowie g — 74 aufteilen kann. In der Berechnung des Integrals fiir
W ist dies einfach eine Vertauschung der Grenzen des Integrals, so
dass die Arbeit fiir beide Wege sich in der Summe gerade aufheben.

4.9 Potentielle Energie und Poten-
tial

Das Potential eines Kraftfeldes ist nur fiir konservative Kréfte defi-
niert. In diesem Fall ist die Arbeit unabhéngig vom zuriickgelegten



