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1 Einleitung

Das Wigner-Eckart-Theorem ist in vielen Bereichen der Physik von Bedeutung und
besitzt zahlreiche Anwendungen, da es mithilfe der Gruppen- und Darstellungstheo-
rie das Berechnen von Matrixelementen von sogenannten Tensoroperatoren erheblich
vereinfacht. In diesem Vortrag soll das Wigner-Eckart-Theorem fiir beliebige end-
liche Gruppen und kompakte Lie-Gruppen bewiesen werden. Dies erfordert einige
Vorbereitungen, denen der erste Teil gewidmet ist. Im zweiten Teil werden dann Ten-
soroperatoren definiert und das Theorem bewiesen. Der letzte Teil befasst sich mit
einer interessanten Anwendung des Wigner-Eckart-Theorems fiir Auswahlregeln bei
Ubergiingen in Atomen.

2 Vorbereitungen

Da die Clebsch-Gordan-Zerlegung und damit Tensorproduktrdume fiir den Beweis
des Wigner-Eckart-Theorems von zentraler Bedeutung sind, beschiftigt sich dieser
Abschnitt mit Tensorprodukten von Vektorrdumen, Tensorproduktdarstellungen und
schliellich der Clebsch-Gordan-Zerlegung von Tensorproduktdarstellungen.

Die folgende Definition mag zunéchst recht abstrakt und konstruiert erscheinen, doch
tatséichlich lassen sich viele physikalische Systeme durch das Konzept des Tensor-
produktes von Vektorrdumen beschreiben. Beispielsweise konnen die gekoppelten Zu-
stdnde von Drehimpulsen als Elemente des Tensorproduktraumes der entkoppelten
Zustandsridume aufgefasst werden.

Definition 2.1. Seien Vi und Vo K-Vektorrdume der Dimension dy und ds, wobei
auch di = oo und do = oo erlaubt sei. Seien dariber hinaus ¥; (i = 1,...,d1)
und ¢; (j =1,...,d2) Basen von Vi bzw. Va. Dann sei das direkte Produkt oder
Tensorprodukt Vi @ Vy der beiden Rdume definiert als das lineare Erzeugnis der
Basisvektoren 1; @ ¢;:

di  d2

V1®V21={Zzaij¢i®¢j|aij€K}~ (1)

i=1 j=1

Das direkte Produkt zweier Elemente 1 = Ef;l biv; € Vi und ¢ = Zjdil cjo; € Vo

sei definiert durch
d1 d2

¢®¢izzzbicj¢i®¢j : (2)
i=1 j=1
Durch diese Forderungen wird Vi @ Vy zu einem Vektorraum. Sind Vi und Vo endlich-
dimensional, so gilt insbesondere dim(V; ® V) = d1ds.

Bemerkung 2.2. In der Algebra definiert man Tensorprodukte von Rdumen nor-
malerweise mittels einer sog. universellen Eigenschaft. Der Formalismus hierfiir kann
aber an dieser Stelle nicht entwickelt werden; er liefert aber identische Eigenschaften.

Bemerkung 2.3. Handelt es sich bei den Vektorrdumen in Def. um Matri-
zenrdume mit quadratischen Matrizen, d.h. Vi = M (nxn, K) und Vo = M(mxm, K),
so lassen sich die Basisvektoren E‘ @ B/ (i = 1,...,n2), (j = 1,...,m?) wieder als
mn x mn Matrizen schreiben, wobei die Eintridge durch

a

(E'QE), = (E @FE )y = ELE] (3)
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definiert seinen, mit p = n(j — 1) + s und ¢ = n(k — 1) +t. Mit den Basisvektoren E?
sind die Elementarmatrizen gemeint, die nur einen von Null verschiedenen Eintrag 1
besitzen. Die angegebene Indizierung durch p und ¢ ist eine Konvention und entspricht
einer Nummerierung nach der Grofle der zweistelligen Zahlen ab (fiir Zeilen) bzw. kl
(fiir Spalten). Fiir allgemeine Matrizen A € V; und B € V5 ergibt sich nun nach (2):

(A ®B)apkt = AarBu - (4)
Fiir n = m = 2 erhélt man beispielsweise:

(A®B)i111 (A®B)i12

(A®B)i21 ( )11,22

A®B— (A®B)i211 (A®B)igiz (A®B)i2o1 (A®B)ig oo (5)
(A®B)a111 (A®B)aiz (A®B)aior (A®B)ar oo
(A®B)a211 (A®B)azi12 (A®B)aar (A ®B)ag o

Lemma 2.4. In Situation von Bemerkung[2-3 gilt:

(i) Fir A,A’ € Vi und B,B' € V, gilt (A ® B)(A’ @ B') = (AA') @ (BB).

(i) Gilt K = C und sind A € V; und B € Va unitir, dann ist auch A @ B unitdir.
Beweis. Zu (i): Der (ab, kl)-te Eintrag der linken Seite ist:

Z Z(A @ B)ab,uo (A" @ B )y 11 = Z Z AauBy A By s
v=1

u=1v=1 u=1v=

der (ab, kl)-te Eintrag der rechten Seite ist:
n m
(AA"),(BB'), Z > AwuAl,, By B,
u=1v=1
Es gilt offentsichtlich Gleichheit.
Zu (ii): Dies folgt aus (i):
(A®B)(AT@B') = (AAT) @ (BBY) =1, @ 1y, = 1y51, -
Somit ist (A ® B)T = AT ® BT und (A ® B) ist unitér. O

Satz 2.5. Seien DP und D? zwei unitdre Darstellungen einer Gruppe G der Dimen-
sion d, bzw. dy auf den K-Vektorrdumen VP bzw. V1. Dann definiert

{ G — GLVPRV?)>2GLy 4 (K)
D: p&a
g D(g)
mit

D(g) := D”(g) ® D*(g) (6)
eine unitdre dydg-dimensionale Darstellung von G auf VP @ V9. Dies wird die sog.

Kronecker- bzw. Tensorproduktdarstellung D = DP @ D? von G genannt.

Beweis. Fiir g1 und g2 aus G folgt nach (@, Lemma (z) und der Tatsache, dass
DP und D? Darstellungen von G sind:

D(g91)D(g2) = (D"(g91) ® D%(g1))(D"(g2) ® D%(g2))
= (D”(g1)D"(g2)) ® (D(91)D(g2))
= DP(g192) ® D¥(g1g2)
= D(g192)
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Dariiber hinaus ist jedes D(g) nach Lemma [2.4)(i;) unitér. Somit ist D also eine
dpd,-dimensionale unitidre Darstellung von G. O

Bemerkung 2.6. Im Allegemeinen ist die Tensorproduktdarstellung D = DP ® D14
aus Satz [2.5] reduzibel, selbst wenn beide Darstellungen D? und DY irreduzibel sind.

Im folgenden werden vier Sétze aus der Darstellungstheorie benétigt, die jedoch nur
zietiert und deren Beweise hier nicht angegeben werden kénnen; diese lassen sich aber
in jedem Buch iiber Darstellungstheorie nachlesen (siehe auch Vortrag von Benjamin
Lang).

Satz 2.7. Sei G eine endliche Gruppe oder eine kompakte Lie-Gruppe. Dann ist jede
Darstellung von G dquivalent zu einer unitdren Darstellung.

Satz 2.8. Jede reduzible unitire Darstellung einer beliebigen Gruppe G ist vollstindig
reduzibel. Insbesondere ist (mit dem vorherigen Satz) jede reduzible Darstellung einer
endlichen Gruppe H oder kompakten Lie-Gruppe vollstindig reduzibel.

Satz 2.9. Sei G eine endliche Gruppe. Dann ist die Anzahl der indquivalenten irre-
duziblen Darstellungen gleich der Anzahl der Konjugationsklassen von G.

Satz 2.10. Sei G eine kompakte Lie-Gruppe. Dann ist die Anzahl der indquivalenten
wrreduziblen Darstellungen unendlich aber abzdhlbar.

Satz 2.11. Seien D und D' zwei dquivalente Darstellungen einer Gruppe G mit
zugeordneten Matrizen D und D', die durch die Ahnlichkeitstransformation

D'(g) =S~ 'D(g)S

fiir alle g € G miteinander verbunden sind. Falls S und D(g) unitire Matrizen sind
fiir alle g € G, dann ist auch D'(g) unitir und D' eine unitire Darstellung. Sind D
und D' beide unitire Darstellungen, d.h. sind D(g) und D'(g) fir alle g € G unitdr,
so ist auch S unitdr.

Sei im folgenden G eine endliche Gruppe oder eine kompakte Lie-Gruppe. Dann ist
nach Satz[2.7]jede Darstellung dquivalent zu einer unitéren Darstellung und nach Satz
28| ist jede Darstellung entweder irreduzibel oder vollstéindig reduzibel. Seien ferner
DP und DY dp- bzw. dg-dimensionale Darstellungen von G auf den Vektorrdumen
VP und V9. Dann ist also die Tensorproduktdarstellung D = DP @ DY auf VP @ V4
entweder irreduzibel oder vollstindig reduzibel. Seien {D"} die nach Satz und
hochstens abzéhlbar vielen irreduziblen Darstellungen von G, die nun als unitar
angenommen werden konnen. Nach Definition der vollstdndigen Reduzibilitét existiert
also eine Ahnlichkeitstransformation, die durch eine invertierbare dpdy x dpdy Matrix
C beschrieben werden kann, sodass man, angewandt auf D? ® D9, eine dquivalente
Darstellung von G als direkte Summe der unitdren irreduziblen Darstellungen D"
erhilt, die jeweils ng -fach in der direkten Summe vorkommen. In Formeln erhélt
man also:

C'(D* @ DY)C = ny,D" . (7)

Es sei erwdhnt, dass @ fiir jedes g € G gilt. Die rechte Seite von wird Clebsch-
Gordan-Reihe fiir DP®D? und die Eintréige der Matrix C die zugehorigen Clebsch-
Gordan-Koeffizienten genannt. Die Clebsch-Gordan-Reihe bzw. die Clebsch-Gordan-
Koeffizienten beschreiben also allgemein die Zerlegung einer reduziblen Darstellung
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von G in die irreduziblen Darstellungen von G. Anschaulich kann also nach jede
beschreibende Matrix D?(g) ® D?(g) der Darstellung D? @ D? mithilfe von C in eine
Matrix in Blockdiagonalform gebracht werden, wobei die Blocke durch Untermatrizen
D" (g) gebildet werden, die jeweils n;, -fach vorkommen:

Dl

D2
C1(D? @ DY)C = (8)

Falls ny, # 0, gibt es ny linear unabhéngige Familien von Basisvektoren ©;"% (a0 =
L...,ny,), (I =1,...,d.) fiir die Unterrdiume U" C VP ® V9, in welchen die D"
operieren. Da sich V? @ V7 als direkte Summe der U" darstellen lisst (vgl. (7)),
ist B = {©,“} eine Basis von V? ® V9. Diese ldsst sich natiirlich auch durch die
kanonische Basis Bx = {z/Jf ®wg} ausdriicken (vgl. Definition . Da nun aber
C nach gerade diese Transformation bewerkstelligt, werden die entsprechenden
Koeffizienten gerade durch die Clebsch-Gordan-Koeffizienten gegeben, d.h. man erhélt

den Zusammenhang

dp dg

op =35 (1 1

j=1k=1

r

: O‘)w;?wz, (9)

wobei (j,k) mit j =1,...,d, und k = 1,...,d, die Zeilen und (r,o,1) die Spalten
von C nummerieren, wobei r nur auftritt, falls ny, # 0 ist.
Natiirlich l&sst sich auch die inverse Gleichung formulieren:

g dy
D q __ T, b q T,
sen=33 5 (5 |7 1)e (10
fir j = 1,...,d, und k = 1,...,dy, wobei r iiber alle irreduziblen Darstellungen

D" lauft, die in der Zerlegung von DP @ DY vorkommen, d.h. fiir die ny, # 0 ist.
Die Koeffizienten bilden wieder eine d,d, x dpd, Matrix deren Zeilen nun aber durch
(r,a,1) und deren Spalten durch (4, k) indiziert werden. Es ist anschaulich klar, dass
dies gerade die Matix C~! sein muss.

Fiir unitare Darstellungen DP und D? ist auch DP ® DY eine unitédre Darstellung
(siehe Satz und da die D" als unitér angenommen werden kénnen (s.o.) ist nach
Satz auch die Transformationsmatrix C unitér, d.h. es gilt fiir die Eintriige:

r,oalp a\_(p a|lr o)
(z jk>_(jkl ) (11)

Im folgenden soll nun noch eine Identitét fiir die Clebsch-Gordan-Koeffizienten abge-
leitet werden, welche spéter im Beweis des Wigner-Eckard-Theorems benotigt wird.
Hierfiir sind allerdings einige Schritte notwendig. Zu Beginn steht eine Bemerkung.
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Bemerkung 2.12 (Notation). Sei G eine Gruppe und D : G — GL(V) = GL(n, K)
eine d-dimensionale Darstellung von G in einen K-Vektorraum V (d < o), wobei
mit D(g) die darstellende Matrix von D(g) bezeichnet sei und mit D(g),; ihre Ein-
trage. Seien ferner 11,2, ..., eine Basis von V. Um im folgenden Verwirrungen
durch Notationen zu vermeiden, seien die linearen operatoren D(g) auf V' durch ®(g)
bezeichnet. Fiir diese gilt also nach Definition:

d
(g)on =Y D(Qknthr, n=1,....d, (12)

k=1
d.h. ,das Bild des n-ten Basisvektors unter ®(g) ist die n-te Spalte von D(g)“. Da D
eine Darstellung ist, gilt insbesondere

P(g192) = ©(91)®(g2) V1,92 € G . (13)

In dieser Formulierung mit Operatoren spricht man eigentlich nicht von einer Dar-
stellung, sondern von einem G-Modul. Die Begriffe Modul und Darstellung werden
aber aus naheliegenden Griinden oft synonym verwendet.

Fiir die Produktdarstellung DP ® D? auf VP ® V9 definiert man die in Bemerkung
2.12] eingefiihrten zugehorigen Operatoren durch
O(g)(v] @) = (PP (9)¥]) @ (2U(9)¢) (14)

wobei ®P(g) und ®9(g) die linearen Operatoren der Darstellungen DP und D9 auf V?
bzw. V7 seien. Mit erhdlt man:

dP d‘l
O(9) (W @yl = DP(g)igl | @ | Y DU(g)esthf
k=1 t=1
dp dg
 D(0)y D" (a)e (0] 9 00) (15)
k=1 t=

Nach (4) entspricht nun DP(q)x; D%(g )ts aber gerade dem (kt,js)-ten Eintrag der
Matrix der Produktdarstellung Dp ® D%, d.h. man erhilt fiir ®(g) einen zu
analogen Ausdurck

dP q

O(g) (P @9?) = ) @ D(g))ie,js (W © 9 - (16)

k=1 t:l

U

Definition 2.13. Sei D eine Darstellung einer endlichen Gruppe oder kompakten
Lie-Gruppe G auf einem d-dimensionalen Vektorraum V und seien ®(g) die nach
Bemerkung[2.19 zugehdrigen Operatoren. Sei D™ eine unitdre irreduzible Darstellung
der Dimension d,., die in der Zerlegung von D wvorkommt. Dann seien die Projekti-
onsoperatoren auf V definiert durch

geqG

im Falle einer endlichen Gruppe der Ordnung |G| und

P = d, / dg D" (g)5sn®(g) (18)

im Fualle einer kompakten Lie-Gruppe.
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Bemerkung 2.14. Da Lie-Gruppen die Struktur einer C*°-Mannigfaltigkeit tragen,
existieren lokale Kartendarstellungen der Gruppe, und so kénnen die Gruppenelemen-
te g (zumindest lokal) durch Parameter ¥, ..., y, parametriesiert werden. Man kann
zeigen, dass fiir jede stetige Funktion f : G — C das Integral

by bo by
/Gf(g)dg = /al dy1/az dyz-n/an dyn f(9(y1,925 -5 Yn))o (Y1, 92, Yn) (19)

existiert und endlich ist, wobei die Normalisierungsfunktion o (y1, y2, - - . , Yn) 0 gewihlt

ist, dass
bl b2 bn
/dg::/ dyl/ dy2~-/ dyn o(y1,y2,---,yn) = 1. (20)
G ay as an

Das Integral in Definition ist also durch und definiert.

Satz 2.15 (Orthogonalititsrelation). Seien DP und D? zwei unitire irreduzible Dar-
stellungen der Dimension d, bzw. d, einer endlichen Gruppe oder einer kompakten
Lie-Gruppe G, die indquivalent fiir p # q sind und gleich fiir p = q. Dann gilt

N G
Z Dp(g)jqu(g)st = |d7|6pq5js(skt (21)
geG P

im Falle einer endlichen Gruppe G der Ordnung |G| und

" G
/ DP(g);, D (g)st dg = |CT|5pq5js5kt (22)
G p

im Fualle der Lie-Gruppe.

Beweis. Der Beweis dieses Satzes aus der Darstellungstheorie soll hier nicht durch-
gefithrt werden. Er kann jedoch in jedem Buch {iber Darstellungsthoerie nachgelesen
werden. Ein Beweis wurde auch im Vortrag von Benjamin Lang gegeben. [

Im folgenden Lemma wird klar, warum die in Definition [2:13] definierten Operatoren
, Projektionsoperatoren® heifien.

Lemma 2.16. Die Projektionsoperatoren P aus Definition besitzen die Ei-
genschaften:

(i) Ist ¢;z (i =1,...,d,) eine Basis einer weiteren unitdren irreduziblen Darstellung
DY von G, die in der Zerlegung von D vorkommt, dann gilt

Prin®§ = Srqbntpn (23)
wobei Yl (m=1,...,d,) eine Basis der Darstellung D" se.

(it) Fir ein Element ¢ =3, Z?;l aé» é von V, wobei | die irreduziblen Darstellun-

gen von G bezeichnet, die in der Zerlegung von D vorkommen, gilt:

Pra = apiy, . (24)
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Beweis. Zu (i):

rod "( q
geG
112) r
- Z Z D mn )kj 1/%
gEGk 1
dq
2.15
( - { Zérq(;mkénj'lpg
k=1
= OrgOnjty,
Zu (i1):
d;
T L)l _
Pind D a5ty = ZZ% )
1 oj=1 1 =1
d;
(@) r
= DD Ondnjayiy
1 =1
= a,y,
Der Fall, dass G eine kompakte Lie-Gruppe ist, wird analog bewiesen. O

Im obigen Produktraum V? ® V7 ist der Projektionsoperator nach Definition

gegeben durch
geG

mit ®(g) aus (16). Anwenden von P7, auf (10) ergibt nach Lemma [2.16](i):

n’

neteu =3 (]

a=1

P q ro
! k)@u . (26)

Durch Einsetzten von (@ erhilt man:

T
dp q ’I'qu

e =355 (7

s=1t=1 a=1

Durch direktes Anwenden erhilt man andererseits:

ay vy = |G|Z 9 W} @ vf)
g€eG
dq
- |G|ZDT ul ZD )92 | @ | D DUg)uvf
geG t=1

Z Z 3" DP(g)y DU (@)D" (9)iu(Wh @ 0F) . (28)

|G|a 1t=1geqG
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Gleichsetzen von und ergibt wegen der definitionsgemifien linearen Un-
abhéngigkeit der (¥? ® t{) nun schlieBlich die fiir den Beweis des Wigner-Eckart-
Theorems benétigte Identitét:

r, T,
u l

Fiir eine kompakte Lie-Gruppe erhédlt man analog das Resultat:

r, « T,
U l

3 Tensoroperatoren und Wigner-Eckart-Theorem

r

ni’q pq
Z(s t

a=1

v - mzm D (@) (29)

s

nP’I pq
Z(s t

a=1

? Zz ) - dT/GDp(g)Squ(g)tkDr(g)Zl dg . (30)

Sei nun wie im letzten Abschnitt GG eine endliche Gruppe oder eine kompakte Lie-
Gruppe. Seien ferner DP und D" d,- bzw. d,-dimensionale irreduzible Darstellungen
von G auf den Vektorrdumen VP und V". Der Raum der linearen Abbildungen von
VP nach V", bezeichnet durch L(V?, V") = Hom(VP, V"), ist ein Vektorraum der
Dimension d,d,.. Fiir jedes g € G definiere einen Operator ®'(g) auf L(V?, V") durch

oo [ LVEVT) - L(vr, VT
<I>(g)~{ 0 = D(9)Q = D" (g)QPP(g) !

Hierbei sind ®"(g) und ®?(g) die nach Bemerkung zu den irreduziblen Darstel-
lungen DP und D" auf VP und V" gehoérenden linearen Operatoren.

(31)

Satz 3.1. Die in definierten Operatoren bilden eine dyd,-dimensionale Darstel-
lung der Gruppe G. (Eigentlich spricht man in der Formulierung mit Operatoren von
einem sog. Modul der Gruppe G).

Beweis. Sei g1,92 € G und Q € L(VP, V") beliegig. Dann folgt unter Verwendung
von ((13)):
' (g1)®' (g2)Q = D"(92)P"(92)QPP(G) ' BP(G) !
= 0"(9192)QP"(g192) "

= 2'(q192)Q .
Somit gilt also ®'(g1)®'(g2) = ®'(g192). Die Dimensionalitit folgt aus der Tatsache,
dass L(VP, V") die Dimension dpd, besitzt. O

Sei D’(g) die nach Bemerkung ®’(g) zugeordnete Matrix und die Darstellung sei
mit D’ bezeichnet. Da G eine endliche Gruppe bzw. eine kompakte Lie-Gruppe ist,
ist D’ nach Satz entweder irreduzibel oder vollstindig reduzibel. Im Allgemeinen
wird fiir D’ letzteres gelten. Sei also D? eine irreduzible Darstellung von G, die in der
Clebsch-Gordan-Zerlegung von D’ auftritt und QY, .. .,qu eine Basis des entspre-
chenden dg-dimensionalen Unterraums von L(VP, V™). Dann gilt fiir alle g € G nach

[): )
O (9)QLD"(g) = ¥ (9)QL =Y DU )nQ. m=1,....ds. (32

Dies liefert nun die Vorlage fiir folgende Definition.

10
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Definition 3.2 (Tensoroperatoren). Sei G eine endliche Gruppe oder eine kompakte
Lie-Gruppe. Seien DP und D" d,- bzw. d.-dimensionale irreduzible Darstellungen
von G auf den Vektorrdumen VP und V" und sei DY eine weitere dg-dimensionale
irreduzible Darstellung von G. Seien ferner Q,. .., ng € L(VP, V") eine Familie von
linearen Operatoren, fir die gilt:

" (9)QLOP (g ZD‘I )@Y, n=1,...,d,, (33)

fir allen =1,...,dq und g € G. Dann wird die Menge {QL} irreduzibler Tensor-
operator der irreduzzblen Darstellung DY von G genannt.

Theorem 3.3 (verallgemeinertes Wigner-Eckart-Theorem). Sei G eine endliche Grup-
pe oder eine kompakte Lie-Gruppe. Seien DP, DY und D" unitdre irreduzible Darstel-

lungen von G auf den unitdren Vektorrdumen VP, V' bzw. einem beliebigen Vek-

torraum V9 der Dimension d,, dg bzw. d, und seien 1/15’ (G =1,....d,) und ¢}

(1 =1,...,dq) orthonormale Basen von VP bzw. V" beziglich des jeweiligen Skalar-

produktes (, ) auf VP bzw. V". Sei ferner Q} (k=1,...,d,) ein irreduzibler Tensor-

operator von D9. Dann gilt:

'l/}lv Z(

firallej =1,....d,, k=1,....dg und l = 1,...,d,, wobei (r|Q4|p)o eine Menge
von ny,, sog. reduzierten Matrizelementen bilden, die jeweils unabhdngig sind von
Jyk und .

« ) QD) (34)

Beweis. Da die Operatoren ®"(g) (g € G) unitér sind, folgt:

(U1, QYY) (@"(9)¥1, " (9) QYY)
(@7 (9)¢7, @ (9)QLP"(9) ' P (9)¥})

‘ H
[\>)
3

D" ()i (0, {27 (9)Q1DP(9) ' 197 (9)¥h)

a 5
<l

-
j<9

q

E
B

dy
> 9D (9)1a (1, QF4T)

Il
-
o
Il

s 1u

Summation {iber alle Gruppenelemente g ergibt:

GI(Y7 =D > D> D9uDU9uD (9)u(¥r, QL) . (35)

Wie in Satz[2.5|gezeigt, kann aus den Darstellungen DP und DY stets eine Produktdar-
stellung DP ®D‘1 von G konstruiert werden. Mithilfe dieser Produktdarstellung konnte
aber in gerade ein Zusammenhang zwischen den Clebsch-Gordan-Koeffizienten
dieser Produktdarstellung und den Matrixelementen der Darstellungen DP, D? und
D" abgeleitet werden. Identifiziert man nun also die Matrixelemente auf der rechten
Seite von mit den Clebsch-Gordan-Koeffizienten der Produktdarstellung DP @ D1

11



4 ANWENDUNG

geméif , so ergibt sich mit , da DP und DY unitér sind:

dp dq dr rq *
1 p qlr, « p oqlr, «
T q,P I 9 9 T q,.,p
Wi, Qi) = ZZ<j el ) (S o (L, QFvE) -
s=1t=1u=1a=1
(36)
Fiir eine Lie-Gruppe erhélt man analog das gleiche Resultat unter Verwendung von
(30)). Definiert man nun noch die reduzierten Matrixelemente durch

dp q dT
1 P q
q —
e 90 9 B

T s=1t=1u=1

r, «
u

) wiaten (37)

so hingen diese offensichtlich nicht von j, k und [ ab, und die Aussage ist bewiesen. [

Bemerkung 3.4. In der fiir viele Anwendungen gebriuchlichen Bra-Ket-Notation
lautet das Wigner-Eckart-Theorem:

r
raq

WrIQEIWY) = {a,r,1(g, p)kj)(r|Q"|p) - (38)

a=1

Die Bedeutung des Wigner-Eckhart-Theorems liegt in der Tatsache, dass die Vielzahl
an Matrixelementen auf der linken Seite (d,d,d, Elemente) nur durch n, reduzier-
te Matrixelemente auf der rechten Seite bestimmt wird. Die j, k, [-Abhéngigkeit der
(¥f, QiyY) wird nur durch die Clebsch-Gordan-Koeffizienten gegeben (die im Allge-
meinen in Tabellen nachgeschlagen werden konnen), d.h. die j, k, I-Abhéngigkeit ist
schon durch den formalen gruppentheoretischen Rahmen des betrachteten physika-
lischen Systems vorgegeben. Die Eigenschaften des Operators und der Zustédnde des
Systems gehen nur in die reduzierten Matrixelemente ein. In vielen wichtigen physika-
lischen Anwendungen (z.B. dreidimensionale Rotationssymmetrie) kommt jede irredu-
zible Darstellung nur einmal in der Zerlegung der Tensorproduktdarstellung vor, d.h.
(W], Zwé’ ) héngt sogar nur von einem reduzierten Matrixelement ab. Dariiber hin-
aus fithrt das Wigner-Eckart-Theorem durch die Clebsch-Gordan-Koeffizienten auf
natiirliche Weise zu Auswahlregeln fiir Operatoren (siehe z.B. auch néchster Ab-
schnitt). Aufgrund dieser Vereinfachungen ist das Wigner-Eckart-Theorem von grofier
Bedeutung in vielen Bereichen der Physik und besitzt eine Vielzahl von Anwendungen.

4 Anwendung

Wie bereits im letzten Abschnitt erwéhnt, fithrt das Wigner-Eckart-Theorem durch
die Clebsch-Gordan-Coeffizienten auf natiirliche Weise zu Auswahlregeln. Ein nahe-
liegendes Beispiel in diesem Zusammenhang sind die Auswahlregeln fiir elektroma-
gnetische Ubergéinge in Atomen.

Bei einem elektromagnetischen Ubergang innerhalb eines Atoms werde ein Photon mit
Drehimpuls (s, A) emittiert, im Atom findet dann ein Ubergang vom Zustand |7, m)
in den Zustand |j’, m') statt, wobei s, j, 7/ den Betrag des Gesamtdrehimpulses angibt
und A\, m,m’ die Komponente entlang einer beliebigen Quantisierugsachse, d.h. A =
—s,—s+1,...,8—1, s (entsprechend fiir m, m’). Beispielhaft sei im folgenden der Fall
s = j = j/ = 1 betrachtet. Die a priori mdglichen Ubergénge und die entsprechenden
Energieniveaus sind in Abb. [1] dargestellt.
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4 ANWENDUNG

Abbildung 1: Prinzipiell mégliche Ubergéinge ohne Symmetriebetrachtung (aus [2]).

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten der einzelnen Uberginge sind proportional zu den
Betragsquadraten der entsprechenden Matrixelemente (j'm'|H3|jm), wobei H3 der
sog. Multipol-Ubergangsoperator ist (es lisst sich zeigen, dass dieser durch

1t = [ 3(a) - A (39)

gegeben ist, wobei A*! die Multipolentwicklung des Vektorpotentials und J den Ope-
rator des elektromagnetischen Stroms des Systems darstellt; & und h bezeichnen Wel-
lenvektor und Helizitéit des Photons). Man kann zeigen, dass H f)'f invariant unter
Drehungen der kompakten Lie-Gruppe SO(3) ist, d.h. H f)’f ist ein Tensoroperator
bzgl. der Einsdarstellung von SO(3). Somit sind die Voraussetzungen fiir die Anwen-
dung des Wigner-Eckart-Theorems erfiillt. Da fiir SO(3) jede irreduzible Darstellung
nur einmal in der Zerlegung einer Produktdarstellung vorkommt (dazu vielleicht mehr
in einem nachfolgenden Vortrag des Seminars), existiert nur ein reduziertes Matrixele-
ment fo, das alle neun Uberginge bestimmt, und das Wigner-Eckart-Theorem ergibt
mit :

(G [ HE jm) = (' (s, )X m) o - (40)
Die Clebsch-Gordan-Koeflizienten sind nur von Null verschieden, falls die Summe der

magnetischen Quantenzahlen der ungekoppelten Zustidnde gleich der magnetischen
Quantenzahl des gekoppelten Zusatandes ist, d.h.:

m' ' =m+X\ oder A=m-—m’. (41)
Im vorliegenden Fall miissen nun also die Koeffizienten
(1,m'(1,1)m —m/,m) (42)

ermittelt werden, die jedoch in Tabellen nachgeschlagen werden kénnen. Aus Tabelle
wird nun ersichtlich, dass tatséichlich nur sieben der urspriinglich neun Ubergiinge
eine nicht verschwindende Ubergangswahrscheinlichkeit besitzen (sieche Abb. . Mit
Hilfe der Clebsch-Gordan-Koeffizienten kénnen nun auch die relativen Intensitéiten
der Uberginge bestimmt werden (siche Abb. .

Tatséchlich ist der Multipol-Ubergangsoperator auch invariant unter Paritéitstrans-
formationen, d.h. er ist invariant unter der Gruppe O(3), die, wie sich zeigen lisst,

13



4 ANWENDUNG

Abbildung 2: Erlaubte Ubergiinge und relative Intensitéiten (aus [2]).

das direkte Produkt der Gruppe SO(3) und der Gruppe P mit den beiden Elemen-
ten id und —id ist, O(3) = SO(3) ® P. Die Anwendung des Wigner-Eckart-Theorems
auf diesen Fall erfordert jedoch noch wesentlich mehr Kenntnisse tiber die Gruppen
SO(3), O(3) und der Paritdtsgruppe (dazu vielleicht mehr in einem nachfolgenden
Vortrag des Seminars). Es zeigt sich jedoch, dass einige weitere Uberginge verboten
werden.

m\m | —1 0 1
1 1 1 0
Vi3

! O 5 5

Tabelle 1: Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten (1, m’(1,1)m —m/,m).
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