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Die von Einstein entwickelte allgemeine Relativitatstheorie (ART) ermdglichte nicht nur eine genauere Beschreibung der
Planetenbahnen, oder etwa die GPS-Navigation, sondern auch die ,Modernisierung®* der Kosmologie, die vorher als rein
spekulative Disziplin galt ( [3], Seite 223). Die Gleichungen der ART bilden eine neue Grundlage fiir die mathematische
Formulierung der kosmischen Mechanik in der Sprache der Differentialgeometrie. Dies macht die Kosmologie und
Astrophysik zu einem Anwendungsbereich der ART.
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1 Einfiihrung

Der vorliegende Artikel ist als Hilfsmittel fiir Teilnehmer
des Seminars ,Symmetrien und Lie-Algebren in der (Teil-
chen)Physik“ gedacht. Da das gewéhlte Thema der Arbeit von
den {iiblichen Themen des Seminars abweicht, habe ich mich
entschlossen eine mehr oder weniger ausfiihrliche Einfiihrung
in die ART zu schreiberl] Die Kenntnise der ART sind so-
mit nicht erforderlich. Im Gegensatz dazu werden Kennt-
nise der speziellen Reldtivitdtstheorie (SRT) vorausgesetzt.
Von besonderer Bedeutung sind die Grundbegriffe: invarian-
tes Intervall, Lorentz-Transformationen, Postulate der SRT,
Minkowski-Raum. Auf diesen Grundlagen werden die Prinzi-
pien der ART aufgebaut.

Nach einer Einfiihrung in die Ideen der ART widmen wir
uns einem der Anwendungsgebiete - Kosmologie. Auch dies
wird eine Art Einfilhrung sein und erfordert keine speziellen
Kenntnisse auf dem Gebiet der Astrophysik.

Den Einfiihrungskapiteln folgt ein mathematisches Ka-
pitel, in dem die fiir die saubere Formulierung der Lie-
Ableitungen notwendigen mathematischen Grundlagen ver-
schafft werden. Wichtig sind die Grundbegriffe der Differen-
tialgeometrie (Mannigfalltigkeiten, Felder, Ableitungen) und
nur wenige Sétze mit Beweisen (Eigenschaften von pull-back
und push-forward, sowie die der Fliifie). Im Mittelpunkt ste-
hen die Lie-Ableitungen, die im Rahmen der Arbeit auf zwei
verschiedenen Weisen formulliert werden und die Killing-
Vektoren, die ihre unmittelbare Anwendung in der Kosmo-
logie finden.

Zum Schlufs wird ein Beispiel der Anwendung von Lie-
Ableitungen und Killing-Vektoren in der Kosmologie disku-
tiert. Dieses fithrt uns im Endeffekt auf die s.g. Bianchi-

IDabei habe ich mich sehr eng an ( ) und ( ) gehalten.

Klassifikation. Bei der Vorbereitung dieses Kapitels wurde
hauptsichlich das sechste Kapitel aus ( [9]) verwendet. Es ist
jedoch zu bemerken, dass dieses Buch extrem fachspezifisch
ist. Von daher habe ich dort auch keine ,,Herleitungen“ finden
konnen. Das ist insbesondere der Grund, warum der Begriff
,,Bianchi-Klassifikation“ im letzten Kapitel nur erwiahnt und
nicht weiterverwendet wird.

1.1 Grundlagen der ART
1.1.1 Beschleunigte Bezugssysteme

Eine vollstandige mathematische Beschreibung jeder Bewe-
gung kann nur im Bezug auf ein Koordinatensytem vorge-
nommen werden. Es macht keinen Sinn zu sagen, dass ein
Korper sich bewegt, ohne zu sagen, relativ zu was er sich be-
wegt.

Es gibt Koordinatensysteme, Inertialsysteme genannt, in
denen freieE| Bewegungen geradlinnig und gleichméfig verlau-
fen. Bewegen sich zwei Koordinatensysteme relativ zueinan-
der geradlinnig und gleichférmig, und ist eines der beiden
Systeme ein Inertialsystem, so ist auch das zweite System in-
ertial’]

Experimente zeigen, dass Naturgesetze, inklusive die Geset-
ze der Elektrodynamik, in je zwei Inertialsystemen die glei-
chen sind. Diese Aussage ist unter dem Namen ,Relativitéts-
prinzip von Galilei“ bekannt. Das Prinzip zusammen mit dem
Postulat der konstanten Lichtgeschwindigkeit ist fiir die For-
mulierung der SRT ausreichend.

Da das Relativitdtsprinzip definitionsgeméfs nur in Inerti-
alsystemen giiltig ist, die experimentell nur schwer zu reali-
sieren sind, ist der Giiltigkeitsbereich der SRT eingeschrénkt.
Die SRT ist eine Verallgemeinerung der klassischen Mechanik,
die in der von Newton formulierten Form ebenso nur in Inerti-
alsystemen gilt. Um einen Ubergang zu Nichtinertialsystemen
zu ermoglichen (etwa um den Ausdriick fiir die Corioliskraft
herzuleiten) macht man Koordinatentransformationen.

Die Gleichungen der SRT lassen sich ebenso durch einfache
Koordinatentransformationen auf nichtinertialsysteme verall-
gemeinern. Man merkt dabei relativ leicht, dass das invariante
Intervall nach der Transformation nicht mehr ausschliefslich
aus den Quadraten der Koordinatendifferentiale besteht, son-
dern auch kompliziertere Produkte enthéiltﬂ

Zur Veranschaulichung der letzten Aussage betrachtet man
das invariante Interval der SRT, formuliert in kartesischen
Koordinaten:

ds? = c2dt? — dx? — dy? — dz?;
ds? = Juvdxtdx”,

mit dat = (edt, dzx, dy, dz),

1 0 0 0
o -1 0 o
9w =10 0 -1 0
0 0 0 -1

Karthesische Koordinaten koénnen (beispielsweise) bijektiv zu
Kugelkoordinaten transformiert werden:

2Im Sinne des zweiten Newton‘schen Axioms
3Diese alles andere als trivialen Aussagen lassen wir ohne Beweis und
verlassen uns auf Experimente

‘(7 s82



(z,y,2) — r(cos(p)sin(0), sin(¢)sin(0), cos(h)).

Das Interval selbst soll dabei von der Koordinatentransfor-
mation nicht abhéngen. Es folgt:

ds? = 2dt? — dr? — r%sin?(0)d¢? — r2d6?;
ds* = g,,, da'"dz',

mit da'* = (cdt, dr,d¢, df) und

1 0 0 0

N 0 0

G = L0 0 —r25in?(0) 0
0 O 0 —r2

Die so genannte Metrik, oder metrischer Tensor g, war ur-
sprunglich konstant. Nach der Transformation ist er zu einem
Koordinatenabhédngigen Tensor geworden.

Im Falle einer allgemeinen Koordinatentransformation, die
auch die Zeitkomponente ¢t = z° betrifft, sind die urspriing-
lichen Koordinaten (2°, 2!, 22, 23) = Z Funktionen der neuen
Koordinaten (#°, 7,72, 73) = #. Allgemeiner schreibt man
fiir jede Komponente =% von &

2@ = 2%(3°, 31,72, 73).

Nach Einsetzen in den ursprunglichen Ausdruck fiir das
Interval erhilt man

ds? = Juvdrtdr” <=

Azt dz” 1ma g
ds? = g, 5% §255di®di’ —
ds® = Gopdi®di®,

- _ oz* dz”
mit 9aB = Guv za 538
Die Form des Intervalls ds? war die formale Grundlage der
SRT, die sowohl das Relativitatsprinzip, als auch das Prinzip
der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit beinhalte In Nichti-
nertialsystemen hat ds? eine andere Form (nicht aber den an-
deren Wert), was dazu fiihrt, dass Gesetze der SRT in solchen

Systemen eine andere, kompliziertere Gestalt haben Werderﬁ

1.1.2 Erinnerung: Metrik in der SRT

Die Groken gy, sind aus der Differentialgeometrie bekannt.
Durch Bilden des Betragsquadrats ds? des Vektors dz#: ds? =
guvdztdx” legen sie die Geometrie, oder die Metrik und somit
die Abstédnde zwischen je zwei beliebig nah beieinanderliegen-
den Punkten in jeder Umgebung des Raums fest. Das aus g,.,,

5Siehe [7], §2
6Betrachtet man den Ubergang zu rotierenden Systemen (Kreisfre-
quenz w), so bekommt man tatsachlich eine Art Zentrifugalkraft. Sei

! = #lcos(wt) — #2sin(wt)
2?2 = #lsin(wt) + F2cos(wt)
3 =33

t=t

Nach Einsetzen von z!, 22 und 22 in die bekannte Form des Intervalls
ds? = 2dt? — d(z')? — d(x?)? — d(23)? bekommt man

ds? = {c? — 20} di? +
+ 2wF2dE'dt — 2witdz2dt — d(3)? — d(3?)? — d(33)2,

2
mit ¢ = —“’7((501)2 + (#2)?) dem s.g. Zentrifugalpotenzial. Da spiter
gezeigt wird, dass die ersten Ableitungen des metrischen Tensors reléti-
vistische Kréfte definieren, ist der Name gerechtfertigt (Siehe |3|, Kapitel
9).

gebildete Objekt wird zweifach kovarianter Tensor genanntﬂ
In der SRT ist dieser per Definition von ds? symmetrisch.
Insgesammt gibt es daher 10 voneinander unabhéngige Kom-
ponenten mit verschiedenen Indizes pv.

Eine spezielle Metrik der Form goo = 1, g11 = g22 = ¢33 =
—1, gix = 0 fiir ¢ # j nennt man Galilei‘scfﬁ oder, wie heute
oft zu sehen isﬂ Lorentz-Metrik. Diese Form der Metrik ist
eine der Grundlagen der SRT, formuliert in einem Inertial-
system. Jede Abweichung von der Form hat entweder
Nichtinertialitdt des Koordinatensystems, oder, wie
wir sehen werden, Gravitationsfelder zur Folge.

1.1.3 Das Aquivalenzpinzip

Das so genannte Aquivalenzprinzip bildet eine Grundlage der
ART und ldsst sich im Rahmen dieser Theorie nicht herleiten,
oder beweisen.

Die Gravitationsfelder haben bekanntlich eine sehr bemer-
kenswerte Eigenschaft: sie wirken auf alle Koérper gleich. Im
Sinne von der T. Filk‘s Definition™list die Gravitationskraft
eine der s.g. universellen Kréften. Solche Kréafte definiert man
anhand ihrer Eigenschaften:

e Sie wirken auf alle Materialien gleichermafien
e Fs gibt keine Abschirmung gegen sidﬂ

Diese Eigenschaften der Gravitation erlauben eine sehr en-
ge Analogie zwischen den Gravitationskréaften und Kraften
in Nichtinertialsystemen herzustellerﬂ Die notwendige (aber
nicht hinreichende) Bedingung dafiir ist die Gleichheit (Pro-
portionalitét) der trigen Masse und der schweren Masse.

Um diese Idee zu verstehen soll eine einfache Rechnung
durchgefiihrt werden. Man betrachtet einen frei fallenden
Korper in einem homogenen Gravitationsfeld g. Sei m4 dessen
schwere und m; seine trige Massen. y(t) sei die momentane
Position (Hohe) des Korpers im Bezug auf ein vorher gewéhl-
tes Koordinatensystem. Gemaf der Definition von m; und my
gilt:

mglj = msﬂ

Es ist moglich in das mit dem Korper mitbewegte nichti-
nertiale Koordinatensystem iiberzugehen, indem die Trans-
formation

g
y=y+§t2 (1)

vorgenommen wird. Man bekommt leicht:

"Die genaue Definition eines Tensors wird in den mathematischen
Grundlagen diskutiert. An dieser Stelle kann man die Bezeichnung “zwei-
fach kovariant” so verstehen, dass man die Wirkung der Metrik g,,, auf
beliebige Vektoren dz* und dz¥ untersucht. Nach Anwenden der Me-
trik auf zwei solche Vektoren entsteht ein Skalar ds? = guvdztdx?. Die
Weérter zwei und Vektoren sorgen dafiir, dass das Objekt g, zweifach
kovariant genannt wird.

5|7, §82

9Siehe die entsprechenden Kapitel zur SRT in [3], [8], [5]

10 2], § 12.2 "Geometrisierung des Raumes", Seite 165

HGilt eine der beiden Aussagen nicht mehr, so nennt man solche Kraf-
te differentiell. Beispiele fiir differentielle Krafte gibt es viele. Das sind
vor allem die bekanntesten Krafte, wie Zug-, Druckkrifte, elektromagne-
tische Kréfte.

12 [7], §81; [3], Kapitel 10

13Diese Bewegungsgleichung schreibt man normalerweise in der Form
4§ = g. Es wird dabei stillschweigend angenommen, dass ms = my ist.



mt:ij = g(ms - mt)o

Bei der Herleitung dieser letzten Relation wurden keine zu-
sétzlichen Kenntnisse iiber die Struktur des fallenden Korpers
benétigt. Es kann daher ein vollkommend beliebiger Korper
sein. Nimmt man ms; = m; an, so folgt sofort

i=0 2)

die Gleichung eines freien Teilchens! Das impliziert, dass
in einem mitfallenden Nichtinertialsystem (dieses wird ja im
Gravitationsfeld g beschleunigt) bewegt sich ein Korper ent-
sprechend dem Trigheitsgesetz geradlinnig und gleichformig.

Erinnert man an die Definition von Inertialsystemen aus
dem Abschnitt , so léasst sich dieses beschleunigte Ko-
ordinatensystem auch mit einem Inertialsystem identifizieren.

Die Aussage “Schwere und trige Massen sind gleich” nennt
man schwaches Aquivalenzprinzip. Es ermdglich die Fortset-
zung des Begriffs “Inertialsystem” auf Félle, in denen homoge-
ne Gravitationsfelder vorhanden sind. Wichtig dabei ist, dass
diese Fortsetzung sich zunéchst auf mechanische Vorgénge be-
zieht.

Die von Einstein vorgeschlagene Formulierung des Prinzips
geht ursprunglich auf Galilei zuriickIEL der vermutet hat, dass
alle Naturgesetze in Inertialsystemen dieselben sind. Das s.g.
starke oder Einstein‘sche Aquivalenzprinzip lautet somit:

“In einem frei fallenden Koordinatensystem laufen alle Vor-
gdnge so ab, als ob kein Gravitationsfeld vorhanden sei.”

Dessen andere Formulierung lautet™}

“In einem frei fallenden Koordinatensystem gelten die Ge-
setze der SRT.“

Hieraus folgt die berithmte Unmdglichkeit zwischen einem
frei fallenden Fahrstuhl und einer sich im gravitationsfreien
Raum (etwa beliebig weit von den Massen des Universums
entfernt) befindenden Fahrstuhlkabine zu unterscheiden. Ge-
nauso folgt die ,,Aquivalenz* von Gravitationsfeldern und Fel-
dern, die in Nichtinertialsystemen erscheinen, indem man et-
wa an einen im gravitationsfreien Raum beschleunigten Fahr-
stuhl und an eine auf dem Erdboden stehende Fahrstuhlkabi-
ne denkt. Will man ein Gravitationsfeld beschreiben, so rei-
chen die Gesetze der SRT aus, die nach einer entsprechenden
Koordinatentransformation bereits die richtigen Gleichungen
der Gravitation liefern.

Die angenommene Homogenitdt des Gravitationsfeldes ist
bei den oberen Uberlegungen extrem wichtig, denn die Glei-
chung nimmt nur bei konstantem ¢ ihre Form an. Hangt
g zusétzlich vom Ort g ab, so bekommt man nach Einsetzen
der Transformation y = ¢ + @tQ

mygy = g(§)(ms —my) — mt%t%
was selbst bei mg = m; nicht mehr die Gleichung eines freien
Teilchens ist.

Aus diesem Grund ist das Aquivalenzprinzip nur lokal, fiir
kleine Umgebungen giiltig, in denen die Ortsabhéngigkeit der
Gravitation vernachléfiigbar ist. Die Aussage: ,Gravitations-
felder sind zu Beschleunigungsfeldern &quivalent ist daher
nur mit Vorsicht zu genieRen, da auch diese Aquivalenz nur

14 12|, §4.3 "Galileo Galilei", Seite 55
15 [3], Kapitel 10

lokal giiltig ist. Die in der Natur vorkommenden Gravitati-
onsfelder sind zwangsléufig inhomogen und kénnen daher nur
lokal durch Koordinatentransformationen eliminiert werden.
Eine globale Eliminierung ist nicht mdglich.

Um das zu veranschaulichen, betrachtet man wieder einen
fallenden Fahrstuhl. Wie bereits hergeleitet wurde, kann man
in diesem Fahrstuhl die Gesetze der klassischen Mechanik (als
Grenfall der SRT) beobachten. Ein freies Teilchen bewegt sich
entsprechend der Gleichung . Der Raum, wo dieses Ver-
halten stattfinden kann ist aber rdumlich (Kabine des Fahr-
stuhls) und zeitlich (bis zur Kollision mit dem Erdboden) be-
grenzt. Durch die Koordinatentransformation kann man
das Gravitationsfeld g nur innerhalb der Kabine eliminieren.
Das tatséchlich vorhandene Gravitationsfeld der Erde kann
dadurch nicht verschwinden™]

1.1.4 Metrik in der ART

In wurde die Zahl der unabhéngigen Komponenten von
9w angesprochen, die sich im Fall der SRT auf 4 reduziert. Es
gibt im Allgemeinen insgesamt 10 voneinander unabhingige
Komponenten der Metrik. Das bedeutet, dass sie im Allge-
meinen nicht durch 4 Koordinatentransformationen von z¢
(etwa der Form ) auf eine beliebige Form gebracht werden
kan

In der SRT ist es tatséchlich moéglich durch Koordinaten-
transformationen von z® die Metrik auf eine vorgegebene Dia-
gonalform zu bringen. Das hat zur Folge, dass Beschleuni-
gungskréfte, die in Nichtinertialsystemen vorkommen und die
sich durch

1 0 0 0
0 -1 0 0
gw# o o0 -1 0
00 0 -1

bemerkbar machen durch die Wahl eines geeigneten Koordi-
natensystems und durch eine einzige Koordinatentransforma-
tion iiberall eliminiert werden kénnen™]

Gravitationskréfte sind zu den oben erwdhnten Kraften
dquivalent, aber nur lokal. Sie konnen nicht durch eine einzi-
ge Transformation der Koordinaten tiberall eliminiert werden,
ansonsten wiirde die Lokalitéat verletzt. Das hat zur Folge,

e dass Gravitationsfelder durch eine geeignete Wahl von
9w beschrieben werden kénnen, und

e dass g, (%) im Allgemeinen mehr als 4 von Null ver-
schiedene ortsabhingige Komponenten haben muss.

Ist es nicht moglich die Metrik durch eine einzige globale
Transformation auf die Lorentzform zu bringen, so handelt
es sich um einen gekriimmten Raum. Die Gravitation wird
daher oft mit einer Kriimmung des Raums identifiziert ( [3],
Kapitel 13).

16Dass in Gravitationsfeldern beschleunigte Koordinatensysteme
durchaus, wie Inertialsysteme wirken konnen, zeigen die Aufnahmen aus
Satellitenlabors. Alle Vorgénge laufen so ab, als gédbe es kein Gravitati-
onsfeld, doch das bedeutet nur das lokale Verschwinden der Gravitation.

1717), §82
also,
1 0 0 0
0 -1 0 0
9w =g 0o -1 o0
0o 0 o0 -1



1.1.5 Bewegungsgleichung eines freien Teilchens.

Aus der theoretischen Physik ist bekannt, dass Bewegungs-
gleichungen als Folgerungen des Variationsprinzips aufgefasst
werden konnen™] Die Bahnkurven stellen Extremalwerte von
Funktionalen dar (Hamiltonprinzip). Das Problem der Auf-
stellung von Bewegungsgleichungen, die im Allgemeinen Vek-
torgleichungen sind, reduziert sich auf ein anderes Problem -
Aufstellung eines geeigneten skalaren Funktionals:

S= [ L(q(t),q(t), t)dt,

mit L(q(t), ¢(t)) der Lanrange-Funktion, ¢ der Zeit und ¢ der
verallgemeinerten Koordinate des zu untersuchenden mecha-
nischen Systems. Das Funktional selbst heift Wirkunﬂ

Ist C eine Kurve, t ein freier Parameter auf C und z* =
2#(t) Koordinaten eines Punktes auf C, so lisst sich deren
Lange bekanntlich aus dem Betrag ds der Einheitstangente
e’ () qurch

dt
dx,, dzr o
S=Jods=Jcv T Gdt =
= [o /9 dt = [, \/guvdaida”
berechnen1]

Man kann zeigen( [7], §8), dass die Wirkung eines relativis-
tischen freien Teilchens in der SRT sich als

S = —chf A /1 — U(Ct2)2dt

schreiben laflt . Den Ausdruck kann man in der 4-Vektor
Schreibweise etwas kiirzer schreiben, ndmlich:

S = —mc/cds(t), (3)

- 2
wobel, ds(t) = v/ c2dt? — di? = cdt\/ 1 — '”E:tz) , oder
ds = \/guwdxtdr” mit der Lorentz-Metrik g, und dem 4-
Vektor z#(t) = (ct, 7#(t)).

Die Wikrung in der SRT ist somit bis auf konstante Fak-
toren die Lange der Weltlinie eines Teilchens im Minkowski-
Raum.

Vorteile dieser Schreibweise sind einleuchtend. Zum 2])E)inem
wird eine skalare Grofe (hier ds(t) = cdty/1 — v(%) auf
Extremwerte untersucht, zum Anderen ist die Lorentzinva-
rianz des Ausdrucks offensichtlich, denn ds ist das invariante
Lorentzskalar. Das Integral selbst ist entlang aller moglichen
Weltlinien des Teilchens zu betrachten, aber die Ergebnisse
héngen auf keine Weise vom gewéhlten Koordinatensystem
ab.

Um auf Extremalwerte zu untersuchen geht man oft
folgendermafen vor( [7], §8). Man wihlt zwei feste Punkte
a,b im Minkowski-Raum und betrachtet

b
S = —mc [ds(t).

9Siehe [6], §2

20Der Beweis der Existenz so eines Funktionals fiir jeses physikalische
System soll hier nicht diskutiert werden

21Hierbei wurde die iibliche ,,Physikernotation” verwendet, bei der dt
im Sinne von infinitesimal kleiner Anderung von ¢ zu verstehen ist.

Dieses Integral hingt nun ausschlieflich davon ab, entlang
welcher Bahnkurve zwischen a und b intergiert wird. Von nun
an ist es moglich die Variation 6.5 zu bilden, indem iiber alle
moglichen Funktionen s(t) variiert wird (der iibersicht halber
wird die ¢ Abhéngigkeit nicht mehr geschrieben).

Es gilt:

b b
6S = —mcd [ds = —mec [ 6+/gupdatda”.

Die Lorentz-Metrik in der SRT ist konstant, was die Be-
guvdxtddz” dx,ddx”

rechnung von §+/g,,dxtdz? = = etwas
g Guv \/gu,,dm/"dw” ds
erleichtert:
b , b
68 = —me [ % = —mec [, ddz",
a a
wobei die Definition der 4-Geschwindigkeit u, = d;s" verwen-

det wurde.
Durch einmalige partielle Integration bekommt man:

b
88 = —meu,62” (% + me [ dx¥du, =

b
=me [ §zv L at,
a

wobei t immer noch der beliebiger Parameter auf der Kurve
C zwischen a und b ist. Die Variation dz” ist an den Rand-
punkten gleich Null zu setzen, da diese Punkte als raumfest
anzunehmen sind.

Aus der Forderung 4.5 = 0 folgt sofort die Bewegungsglei-
chung eines spezielrelativistischen freien Teilchens:

du, = 0. (4)

Die Gleichung entspricht den natiirlichen Vorstellungen von
einer gleichméfigen und geradlinnigen freien Bewegung in ei-
nem Inertialsystem, bei der keine Beschleunigungen auftret-
ten.

Ein wichtiger Punkt wurde bereits angesprochen: dg,,, = 0.
Die Metrik des Minkowski-Raums ist definitionsgeméaft kon-
stant, was bei Anwesenheit von inhomogenen Gravitations-
felder nicht mehr der Fall ist (Siehe (T.1.4)). Von daher kann
man nicht mehr erwarten, dass die aus dem Variationsprinzip
folgende Bewegungsgleichung eines allgemeinrelativistischen
Teilchens die gleiche ist, wie (4)).

Man betrachtet wieder das schon erwéhnte Integral

b
S =—mc [ \/gu(x®)dztdz =

b
= —mc [ ds, wobei
a

die Metrik eine Funktion des 4-Vektors x® ist. Das Variati-
onsproblem kann auch hier direkt durch Bilden der Variation

O/ guvdxrdr” = dds gelost werden ( |7], §87).
Es gilt:

§ds? = 2dsdds = §(g,,datdz”) =
= dm”dw”%%a + 29 dxtodz? .

Daraus folgt der Asdruck fiir dds:



_ dz* dz” Oguv o dz* déz”
0ds = 1/2{ ds ds Oz ox +2g/w ds ds

}ds.
b

Nach einsetzen von dds in 65 =0 = —mcféds und nach

a
einer partiellen Integration im zweiten Term ergibt sich:

b
0=—mec [ { lde dow %qz“; 6% — (g, 2= )(536”} ds
a
Nach einer Umbenennung des Index v im zweiten Term
folgt:

b
_ 1 da* da” Oguv
0= mcf{Q ds ds Oz«

— (gw e )}&vo‘ds

Da die Variation dx® definitionsgeméfs beliebig ist, ist das
Integral genau dann Null, wenn die Relation

_ 1ldz* dz” O9uv dxt
0= 2 ds ds Oz« (g,u,a ds )
vyl . .. . w
giiltig ist. Weiter erhélt man mit u* = dd%:
_ 1, pu l/agu,u _ 8gpo¢ dz” dz* _ a2z
0= sutu Oz Ozv ds ds noe gs2 o
oder
_ 1o, v 099y OGua, v, dut
0= sutu S ulu pa g

Den zweiten Term kann man zusétzlich durch Vertauschung
von v und p auf die Form —%u“u”(‘?;f + 8gw) bringen, die
obere Gleichung ist mit ¢*7 (¢“7gua = 0;) zu multiplizieren.
Es folgt:

Y
o_dLH7 wu”

I ()

mit I, =
Symboler@

Wie lelcht zu sehen ist, beinhaltet die Glelchung ge-
nauso, wie den klassischen Beschleumgungsterm . Der
erhebliche Unterschled zwischen und () ist der Term
der die ersten Ableitungen der Metrik enthéilt. Bringt man
I, utu” auf die andere Seite, so erhélt dieser Ausdruck so-
fort die klassische Bedeutung einer Kraft, denn es gilt:

g7e {% + %g;: - %g‘“’} den s.g. Christoffel-

du”
ds

— _TY 4 MgV
= -I7 uru”.

Da —I'), u*u” eine Kraft ist, und da I'}, die ersten Ab-
leitungen der Metrik enthalten, kommt ihr die Rolle eines
Potenzials zu.

Andererseits kann man die Definition des Differenzials &dn-
dern und schreiben: Du” = du” + I') u*dz”. Dieses "grok-
geschriebene* Differenzial nennt man kovariantes Differenzi-
al ( % nennt man auch kovariante Ableitung, wobei s ein
zunéchst beliebiger Parameter ist). Die Bewegungsgleichung
sieht in dieser Notation anders aus:

Du”

Ds = 0.

221n der Differentialgeometrie haben diese Grofen eine tiefgehende Be-
deutung. An der Stelle lohnt es sich die Vorstellung von I'}},, als einfache
mit den ersten Ableitungen der Metrik verbundene Zahlen ( |7], § 86; [3],
Kapitel 11).

In dieser Form beschreibt die Gleichung die klassische freie
Bewegung. Ein Teilchen, das sich im Gravitationsfeld bewegt,
spiirt keine Kraft, ist somit immer noch ein freies Teilchen.
Die Anwesenheit der Gravitation fiihrt aber dazu, dass die De-
finition des Differenzials (bzw. der Ableitung) gedndert wer-
den muss. Die klassische Bewegungsgleichung % = 0 andert
sich aber nicht.

Ob man die erste Bedeutung der Gravitation als Kraft
oder die zweite Bedeutung als Anderung der Raumzeitstruk-
tur nimmt ist ohne Bedeutung, denn die Bewegungsgleichung
kann sich dadurch nicht &ndern. Was sich auch nicht dndert
ist die Abhéangigkeit der Bewegungsgleichung von der Metrik

Juv, die zundchst unbekannt ist. Genau an diesem Punkt war
die geniale "Nase” Einsteins notig um den Zusammenhang
zwischen der Metrik des Raums und der Materie zu finden.

1.2 Einstein‘sche Feldgleichungen

Die Rahmen der Arbeit erlauben leider nicht eine vollstandi-
ge Diskussion der Einstein‘schen Feldgleichungen zu fiihren,
daher beschranken wir uns auf das Grundlegend@

Die Uberlegungen Einsteins zur Aufstellung seiner Feld-
gleichungen basieren auf den Ideen Machs. Nach dem s.g.
Mach‘schen Prinziﬂ kommt dem Raum keine eigene Bedeu-
tung zu. Im Hinblick auf die Feldgleichungen verstand Ein-
stein darunter, dass die Quellterme (Masse, Energie) die Me-
trik des Raums (und damit auch die Kréfte und lokale Iner-
tialsysteme) bestimmen@ Schreibt man diese Ideen in einer
Formalen Form, so kénnte diese etwa wie folgt aussehen:

Juv = F(Tuu)

mit 7}, dem Energie-Impuls-Tensor und F’ einer unbekannten
Funktion. Da der Energie-Impuls-Tensor definitionsgeméfs di-
vergenzfrei ist, muss auch die Divergenz der linken Seite der
Gleichung Null ergeben (was der Energie-Impuls-Erhaltung
entspricht ( [7], §32)). Eine zusétzliche Forderung ist die Sym-
metrie des Tensors (was der Drehimpulserhaltung entspricht
(171, §32)). Auberdem muss die Gleichung im Grenzfall kleiner
Geschwindigkeiten in die Newton‘schen Bewegungsgleichung
iibergehen ( [3], Kapitel 21).

Man zeig@ dass diese Forderungen die Feldgleichungen
bereits feststellen:

87rG' T/_wa

G =
wobei G, = Ry, — %gw der Einstein-Tensor ist. Hier ist
R, der s.g. Ricci-Tensor, der von den ersten und zweiten
Ableitungen der Metrik festgelegt wird und R ist die Spur
von R, der s.g. Ricci—SkalaIE

Die Feldgleichungen sind hochgradig nichtlinear. Das er-
klart bereits die Tatsache, dass jede Energieform mittels

23F{ir weitere Information siehe z.b. [1]; |7]: §94, 95; sowie [5].

24Der Begriff wurde im Jahre 1918 - also nach Machs Tod von Einstein
gepragt

25Gicherlich war Einstein etwas enttiuscht, als er herausgefunden hat-
te, dass seine Gleichungen die s.g. Gravitationswellen, also, kleine Sto-
rungen der Metrik im ansonsten leeren Raum, vorhersagen.

26Siehe S. Weinberg, Gravitation and Cosmology, Kapitel 6.2.

FEine etwas ausfiihrlichere Herleitung der Einstein‘schen Gleichungen
aus dem Variationsprinzip (die urspriinglich von Hilbert stammt), siche
in ([7], § 95)

277u Ricci-Tensor und Ricci-Skalar siehe z.B. [5], §36



E = mc? mit der schweren Masse verkniipft ist. Das bedeu-
tet, dass das Gravitationsfeld selbst zu seiner eigenen Stér-
ke durch Anderung der schweren Masse beitriigt (Nordtvedt-
Effekt). Im Gegensatz dazu sind z.B. elektromagnetische Fel-
der linear im Sinne der Linearitdt der Maxwell‘schen Glei-
chungen. Der Grund dafiir ist die Konstanz der Ladung.

Die Einstein‘schen Feldgleichungen verkniipfen eine geome-
trische Eigenschaft des Raums-dessen Metrik (linke Seite)-mit
einer physikalischen Eingeschaft des Raums-dessen Energie-
dichte (rechte Seite). Ist die Form der Metrik bekannt, so
lassen sich Bewegungsgleichungen fiir Testmassen schreiben.

Da die Gleichungen nichtlinear und gekoppelt sind, gibt
es im Allgemeinen keine analytische Losung. Das bedeutet,
dass entweder numerische Verfahren eingesetzt werden miis-
sen, oder dass zusétzliche vereinfachende Annahmen {iber den
Energie-Impuls-Tensor oder iiber die Metrik selbst gemacht
werden.

Die Kosmologie als eines der Anwendungsgebiete der ART
zeichnet der oft zum Erfolg fithrende zweite Weg. Der Gegen-
stand dieser Theorie wird im néchsten Kapitel diskutiert.

1.3 Kosmologie

Eine Loésung der Einstein‘schen Feldgleichungen definiert die
ganze Raumzeit und somit den ganzen Kosmos. Aus diesem
Grund sind die mdglichen analytischen Losungen der Feld-
gleichungen von besonderer Interesse.

Die Kosmologie beschéftigt sich mit den globalsten Fra-
gen(Teil 19 in [4].), die ein Mensch {iber den Kosmos stellen
kann. Wie ist unser Universum entstanden? Wie alt ist es?
Wie ist es aufgebaut? Wie ist die Materie verteilt? Was ist
die zeitliche Dynamik des Kosmos (gemeint sind Zeitriume
in der Gréfenordnung von 10° Jahren.)?

Um nur hoffen zu kénnen eine Antwort auf die Fragen zu
bekommen, braucht man Ausgangspunkte, die nur mittels Be-
obachtungen gewonnen werden kénnen. Die moderne Vorstel-
lung iiber unseren Kosmos ist im s.g. kosmologischen, oder
Kopernikanischen Prinzip formullier@

Im Universum sind alle Positionen und Richtungen gleich-
wertig.

Eine weitere experimentelle Tatsache deutet daraufhin,
dass die Materie des Universums im Mittel elektrisch neutral
ist [5], was die Gravitation zu dominierender Kraft macht.
Das fithrt auch dazu, dass die Einstein‘schen Feldgleichungen
von den Maxwell-Gleichungen separiert werden und einzeln
gelost werden konnen.

Von den Modellen des Universums erwartet man eine zu-
mindest qualitative Beschreibung der Rotverschiebung und
des Hubble‘schen Gesetzes. Der erste Effekt wird besonders
gut in den fernen Lichtquellen unseres Universums beobachtet
und lésst sich in der ersten Ndherung auf den Doppler-Effekt
zuriickfithren. Dieser kann aber nur in einem globalen Iner-
tialsystem stattfinden, dessen Existenz fiir unseren Kosmos
a priori nicht offensichtlich ist. Daher ist diese analogie nur
naherungsweise giiltig.

Das Hubble‘sche Gesetz verkniipft die beobachtete Rotver-
schiebung z mit der Entfernung r zu der Quelle:

z=(H/c)r.

28Siehe [3], §49

Die so genannte Hubble-Konstante H wurde zuerst von
Hubble selbst abgeschétzt. Sein Wert lag im Bereich 500 km -
sHe M pc_l(ﬁ und wurde seit den 30-er Jahren mehrmals
verbessert. Der heutige Wert liegt bei 60km - s~ - Mpc™!
( 4], Kapitel 19).

Die gut durch Experimente bestdtigte Annahme der Iso-
tropie und Homogenitéat des Universums ( |4] §19.2), legt die
Form der Metrik des Raums eindeutig fest ( [7], §116; [5], §
60, 61):

Juv = Adt*—

(6)
(7)

. 2 do® 2/ 102 . 2 2
R(t) T + o*(dO” + sin“(0)dy*)
— ko

mit unbekannten Funktionen R(t) (dem s.g. Skalenfaktor),
o(t) € (0,1), k = —1,0,1 und den Winkelkoordinaten 6 und
©. Die genaue Gestallt dieser Funktionen bekommt man erst
nach Einsetzen von g,,,, in die Einstein‘schen Feldgleichungen
und deren Losung.

Diese s.g. Robertson-Walker-Metrik (RWM) wird in [3],
Kapitel 49, 50, sowie in [5] §60-65 ausfiihrlich diskuttiert.
Der Gegenstand dieser Diskussion sind geometrische Gro-
Ben, die durch (RWM) bestimmt werden: Linge, Flichenin-
halt, Volumen und der Einflut auf die oben erwdhnten Ef-
fekte (Das Hubble-Gesetz, sowie die Rotverschiebung werden
durch (RWM) qualitativ beschrieben). Solche Diskussionen
findet man auch in anderen Biichern iiber Kosmologie, denn
die (RWM) stellt aufgrund ihrer Einfachheit, Anschau und
Effizienz ein Standartmodell dar.

Man unterscheidet 3 Félle: k = —1, k = 0 und k£ = 1. Diese
entsprechen hyperbolischen, flachen und sphérischen Univer-
sen. Nach Einsetzen der (RWM) in die Feldgleichungen be-
kommt man in der Regel die s.g. Friedmann-Gleichungen:

_ 387G 3.
K,, = const = 3722 PmatR;

_ _ 8x@ 4.
K, = const = T psir RY;

wobei R der Skalen-Faktor aus der (RWM), pnqt und pgy,- die
Dichten der Materie und Strahlung und A die s.g. kosmolo-
gische Konstante sind. Die physikalische Natur von A bleibt
bisher unerklért ( [3], Kapitel 53). Man vermutet, die Exis-
tenz von exotischen Materiearten, die lokal die Einstein‘schen
Gleichungen unverdndert lassen, sie global aber zu
Rp,u - %guu + Aguu = _SZTGT/UJ

dndern.

Den Friedmann Gleichungen entnimmt man leicht die
Wichtigkeit der Konstante k. Die Losung R(t) kann je nach
Werten von k oszillierend oder unbeschrénkt sein. Nimmt
man fiir R(¢) den Radius des Universums an, so bekommt
man sofort interessante Interpretationen der Ldsungen. Ein
absolut leerer Raum mit pgy = pmer = 0 und A = 0 kann bei
k = —1,0 ewig expandieren und bei £ = —1 zwischen R =0
und R = Ry oszillieren. Bei negativem A bleibt ein solcher
Kosmos immer beschrankt und bei A > 0 gibt es immer nur
unbeschrianke Losungen R(t)( [3], Kapitel 52).

29 Mpc = 108 pc). Ein Parsec pc ist die Entfernung (= 3,25 - 1016 m),
aus der der Radius der Erdbahn um die Sonne (1,5 - 101! m) unter dem
Winkel von einer Bogensekunde erscheint.



Die heutigen Beobachtungen deuten auf £ = 0 und A > 0
hin ( [3], Kapitel 53). In diesem Fall sagt das Friedmann-
Modell eine beschleunigte Expansion des Universums - das,
was heute tatsiichlich stattfindet0]

Man muss etwas vorsichtig sein, wenn die Friedmann-
Gleichungen analysiert werden, denn die Homogenitéit und
Isotropie des Universums als grundlegende Voraussetzungen
fiir deren Aufstellung im Allgemeinen nicht vorliegen.

In ( |2], Seite 182, §13.5.2) lesen wir z.B.

Man kann zurecht fragen, ob wir wirklich eine Homogenitéat und
Isotropie des Raumes beobachten. Der sichtbare Teil des Univer-
sums hat einen Radius von ungefihr 10'° Lichtjahren. Unsere Ga-
laxie andererseits hat einen Radius von 10° Lichtjahren. Die meis-
ten Galaxien sind in Clustern oder Haufen mit einem Durchmesser
von rund 107 Lichtjahren konzentriert. Bis zu dieser Skala beobach-
tet man somit durchaus reichhaltige Strukturen auch in der Form
der Materieverteilung. Es handelt sich also um maximal zwei bis
drei GréfRenordnungen, fiir die das kosmologische Prinzip giiltig
ist.

Das Kosmologischen Prinzip ist offensichtlich eine Né&he-
rung, die bei gewissen Bedingungen hilfreich ist. So liegen die
Homogenitat und Isotropie der Materieverteilung tatsachlich
vor, wenn iiber Distanzen der Gréfenordnung 10® Lichtjahre
gemittelt wird. Das hat zur Folge, dass auch die Robertson-
Walker-Metrik und die daraus folgenden Friedmann-Modelle
nur ndherungsweise giiltig sind.

Das gibt Anlass zu weiterer Suche nach der méglichen Form
der Metrik, indem die Forderungen an g, etwas geschwécht
werden. Erlaubt man etwa die Anisotropie, so entsteht eine
ganze Vielfallt von den s.g. homogenen Metriken, die homo-
gene, aber nicht isotrope Universen beschreiben. Das wird der
Gegenstand des letzten Kapitels der Arbeit sein.

2 Differentialgeometrische Aspekte
£l

Man findet kaum einen Begriff, der fiir Physiker von ver-
gleichsméfiger Bedeutung ist, wie der Begriff eines Punktes.
Schon in der Schule lernt man gewisse mechanische Problem-
me dadurch zu vereinfachen, indem statt ausgedehnter Ob-
jekte Punkte behandelt werden.

Auch in der ART hat sich das Konzept eines Punktes durch-
gesetzt: mit Punkten bezeichnet man Ereignisse. Man kann
und soll an dieser Stelle die Frage stellen: ,Was ist die Menge
aller Ereignisse und welche Eigenschaften muss sie haben um
physikalisch relevant zu sein?.

Es ist leichter sich zunéchst auf den zweiten Teil der Fra-
ge zu konzentrieren. Was erwartet man von so einer Menge?
Natiirlich méchten wir als Physiker Abstédnde messen kon-
nen. Das bedeutet, dass es eine gewisse Verbindung zwischen
benachbarten Punkten der Menge geben muss. Wir méchten
aulerdem stetige Funktionen definieren, was ebenso zu ent-
sprechenden Forderungen an die Ereignismenge fiihrt. Wir
wollen noch, dass die Ereignisse nicht davon abhéingen, wel-

30Die Entfernungsbestimmung in der Astronomie ist ein sehr aufwén-
diges und vor allem mehrstufiges Verfahren. Man spricht in diesem Zu-
sammenhang von der kosmischen Entfernungsleiter. Siehe dazu ( |3],
Kapitel 51).

31Das Kapitel ist als Resultat einer Uberarbeitung von 18], Kapitel 1, 2,
3, 12 entstanden. Ich werde daher den Leser im Weiteren stillschweigend
auf dieses Buch verweisen.

che Koordinaten wir nehmen @ Das fiihrt zu entsprechenden
Transformationsregeln der Ereigniskoordinaten. Auch sollte
die Menge kontinuierlich sein (zumindest bis auf Abstdnde
der Gréfenordnung 1073% m).

Gibt es ein mathematisches Konzept, das unseren Forde-
rungen geniigt? Die Antwort ist positiv und wird uns eine
Weile beschéftigen.

2.1 Differenzierbare Mannigfalltigkeiten

Definition 2.1.1 (Topologie). Sei M eine Menge. Sei P(M)
die Potenzmenge von M. Liegen folgende FEigenschaften vor

e M, c P(M)
o VM € P(M),J; M; € P(M)
e Fiir M,...,M,, € P(M),m e N,", M; € P(M)

dann nennt man P(M) eine Topologie von M und M; sind
offene Teilmengen von M.

Eine Menge M wird topologisch, wenn, anschaulich gespro-
chen, gesagt wird welche Teilmengen von M offen und welche
abgeschlossen im Sinne von den oben genannten Eigenschaf-
ten sind.

Die Topologie spielt eine entscheidende Rolle bei der De-
finition eines Grenzwerts( [§], §1.2) und wird ebenso fiir die
Definition der Stetigkeit notwendig sein. Die Stetigkeit spielt
ihrerseits eine entscheidende Rolle in Physik, da nichts in
der makroskopischen Welt sprunghaft, also, unstetig verlau-
fen kann.

Definition 2.1.2 (Hausdorf-Raum) Ein topologischer Raum
(Raum mit induzierter oder definierter Topologie) M zusam-
men mit P(M) heifit Hausdorf ‘sch, wenn zu je zwei Punkten
P # Q € M immer disjunkte Umgebungen G, H € P(M) mit
P e, Q € H existieren.

Das Konzept des Hausdorf-Raums ist entscheidend fiir
die Eindeutugkeit des Grenzwertes. Wenn es um die Menge
physikalischer Ereignisse geht, so muss sie zwangslaufig ein
Hausdorf-Raum sein.

Definition 2.1.3 (Atlanten und Mannigfaltigkeiten) Sei M
eine topologische Menge, n € N. Fine n-dimensionale Karte
von M st ein Paar (U, ), wobei U € P(M) und ¢ eine
Bijektion von U auf eine offene Umbegung von R™ ist.

Sei k € N {+oo} und I C N. Ein C*-Atlas A von M ist
eine Familie von Karten (U;, @;)ier mit

o M= UieIUi

o Vi, j € ILUNU; # @ gilt: pj 0 90;1 € C*-Diffeomorph
(Bijektiv und in beiden Richtungen C*)

Eine n-dimensionale C* Manigfaltigkeit {M, A} ist ein
Hausdorf-Raum M mit einem C*-Atlas A, bestehend aus Ho-
meomorphismen ; : Uy C oM — V; C OR”ﬁ.

32In 9] findet man ein schénes Beispiel, das die angesprochene Ko-
ordinatenunabhéngigkeit veranschaulicht: On the surface of the Earth
Moscow is Moscow no matter which latitude or longitude we assign to
it

33 An dieser Stelle macht man eine zusétzliche Forderung, dass {M, A}
das zweite Abzahlbarkeitsaxiom erfiillen muss. Dies wird hier der Ein-
fachheit halber aufier Acht gelasssen



Die Definition einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit ba-
siert auf der Definition einer Karte, die stetig eine offene Teil-
menge U C oM einer zunidchst abstrakten Menge M auf eine
offene Umgebung V von R™ abbildet, wo die {iblichen Gesetze
der Analysis gelten. Diese Abbildung muss bijektiv erfolgen,
was die Existenz von ¢! : V C oR™ — U C oM gewihrleis-
tet.

Die auch sehr wichtige Forderung ¢; o<p;1 € C* ermoglicht
einen stetig differenzierbaren Ubergang von einer offenen Teil-
menge U; C oM nach U; C oM.

Da im Weiteren nirgendwo die Endlichkeit von & benétigt
wird und da es in der Physik tiblich ist den notwendigen Dif-
ferenzierbarkeitsgrad anzunehmen, setzen wir k = oo

Mannigfaltigkeiten werden der Einfachheit halber ohne die
entsprechenden Atlanten geschrieben.

2.2 Vektor- und Tensorfelder

Die Definition einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit ermog-
licht den Begrif einer differenzierbaren Funktion auf abstrakte
Mengen fortzusetzen.

2.2.1 Konstruktion der Tangentialvektoren

Seien im Folgenden A ein Atlas und ¢ eine Karte aus A.

Definition 2.2.1 Fir eine C*°-Mannigfaltigkeit M ist
F(M) der lineare Raum aller reelwertigen Funktionen
f:PeM—-RmitVoc A: fop ! :R" — R beliebig oft
differenzierbar ist.

Definition 2.2.2 Man definiert eine C°°-Kurve v auf M als
eine Abbildung von einem offenen Intervall I C oR nach M
so, dass Vo € A: oy : R — R" beliebig oft differenzierbar
15t.

Man befindet sich nun auf dem Weg zur Definition eines
Tangentialvektors. In R™ wird so ein Vektor durch den Grenz-
wert

y(@+6)—v(=)
)

v(z) = limgs—g

definiert. Denkt man etwa an ein mechanisches Problem,
so bezeichnet v(xz) den Geschwindigkeitsvektor, v(z) ist die
Position eines Punktteilchens zur Zeit x.

Im Falle einer beliebigen C'*°-Mannigfaltigkeit M geht man
dhnlich voi?4]

Durch Bilden der Verkniipfung fovy = (foy¢ 1) o (po~)
mit f € F(M) und v(0) = P € M wird eine C'*°-Funktion
auf R erzeugt. Fiir £ € R und 0 < p < n gilt:

d(fOVIZIO(soO“/(t))‘ 3

t

_ O(fop M) d(xoov(t))“ _ d(wov(t))“
= Fpor @) |7 =0 =0

| t=0>

wobei 0, f die (koordinatenabhéngigen) partiellen Ablei-
tungen von fop~! nach (po~y(t))* sind. Die totale Ableitung
von (f op~1) o (¢ o~(t)) lisst sich somit als eine linearkom-
bination von d, f und 42210
folgende Definition.

schreiben. Das motiviert die

34Um Schreibarbeit und Platz zu sparen wird im Folgenden unter -y

und f immer die im Sinne der Definitionen (2.2.2) und (2.2.1) C*° Kurve

und Funktion verstanden.

Definition 2.2.3 (Tangentialvektor) Seien M eine
C>-Mannigfaltigkeit, F(P) die Menge aller C* -Funktionen
auf P € M, f € F(P) und v eine C*-Kurve auf M. Die
Abbildung x, : F(P) — R, definiert durch

wp(f) = 2O 9, f(p((0))),

heifit Tangentialvektor (kontravarianter Vektor).
Die Grofien 0, f bilden am Punkt v(0) = P der Mannigfal-
tigkeit eine Basid), wobei die Zuordnung

z, (foy(t))
f— ;’t

folgende Eigenschaften hat:

1. zp(af + Bg) = azp(f) + Bay(g) fir f,g € F(P)
2. xp(fg) = g(P)xy(f) + f(P)zp(g)

Der Beweis ist trivial, da die entsprechenden Eigenschaften
von Ableitungen bereits bekannt sind.

Definition 2.2.4 Die Menge aller Abbildungen x, am Punk-
te P € M heifst Tangentialraum TM (P).

Satz 2.2.1 Der Tangentialraum T M (P) ist ein Vektorraum,
da fir je zwei Tangentialvektoren xp,y, € TM(P), sowie
a, B €R gilt:

(O‘Ip + ﬂyp)f = O‘xp(f) + ﬁyp(f)

Der Beweis ist ebenso trivial, da Ableitungen linear sind.

2.2.2 Vektorfelder, Lie-Klammer

An jedem Punkt P einer differenzierbaren Mannigfalltigkeit
existieren Tangentialvektoren. Je nach Wahl der Kurve v, die
durch P geht gibt es iiberabzdhlbar viele Tangentialvektoren.
Das motiviert die folgende Definition.

Definition 2.2.5 FEine Abbildung X : P € M — =z, €
TM(P) heifit Vektorfeld.

Anschaulich wird jedem Punkt einer Mannigfalltigkeit ein
Tangentialvektor zugeordnet. Man schreibt daher X (P)(f)
und meint damit die Anwendung eines Vektorfeldes zuerst
auf den Punkt P, Erzeugung eines Tangentialvektors x, und
die weitere Anwendung dessen auf eine beliebige Funktion
f € F(P). Die Abbildung sorg an dieser Stelle fiir den
Anschau.

Ein einfaches Beispiel fiir ein Vektorfeld ist der oben er-
wihnte Basisvektor 9,,- = %((';fv)lu) ().

Ein anderes Beispiel, das auch fiir die néchsten Kapitel
wichtig ist, ist die s.g. Lie-Klammer.

Ein Vektorfeld X kann punktweise auf ein skalares Feld f
angewandt werden und erzeugt an jedem Punkt eine zahl,
also, ist X (P)(f) = z,(f) wieder ein skalares Feld, da der
Tangentialvektor x, die Funktion f auf eine Zahl abbildet
und von dem Punkt P der Mannigfaltigkeit abhéngt. Sei Y ein
weiteres Vektorfeld, dann ist (Y X)(P)(f) = ypx,(f) wieder
ein skalares Feld, ist aber kein Tangentialvektor mehr.

35Den Beweis siehe z.B. in [8], §2.2



NN [fX,gY)(P) =
A AT A ~ (f9)(P)X.Y)(P) - F(P)X(P)g)Y (P) -
A A A B I — g(P)Y(P)DX(P)
- AT ¢ ) f .
A : : Pt ! Eine einfache Beweisrechnung soll als Ubung dienen.
NN - e ., PR F A Die Schreibweise [X, Y] ist zunéchst Koordinatenunabhéin-
R ;o Py N N 3 gig. Man zeigt leicht, dass
LA S T T O
W - o P . v v
0. ERAEREEER X,Y] = ¥ S (X10,Y — Y40,X")0,
e T T T A . . . .
Bezug auf die Basis 0, gilt.
L . g R
Beweis
b ™ > = = & " R e
g : s Man erinnert sich an die Definition (2.2.3) und schreibt
. T T T B L T u 1
X(P)(f) = xp(f) = Heonfolioe ) — xu(P)a,f, sowie
T a4 " a & = = | # = & » &= = = P dt 8(¢oy)u TN
I T Y A Y(P)(f) = YV(P)0,f und setzt das in [X,Y] ein. Es ist zu
[ L T T . g bemerken, dass X*, sowie Y” Zahlen sind.
Fop A == - M Lo 4 A R

(X, Y] =[X"0,,Y"0,] <=
XPY¥ [0y, 0] +{X*(0,YV) = YH(0,XV)} 0, <
{X*(0,Yv) —YH(0,XV)} 0y,

da die Lie-Klammer der Basisvektoren [0,,,0,], wie bereits
gezeigt wurde, Null ergibt.
Satz 2.2.2 Die Abbildung [X,Y](P)(f) = (XY)(P)(f) —
(YX)(P)(f) ist ein Tangentialvektor.

Abbildung 1: Anschauliche Darstellung eines Vektorfelds

2.2.3 Tensoren und Tensorfelder

. In Kapitel (1.1.2) wurde der Begrif , Tensor” schon mal ohne
Bevx'rels. o ) ) Definition verwendet. An dortiger Stelle war eine Prézise De-
Es sind zwei Eigenschaften der Tangentialvektoren (Siehe  fnition auch nicht notig, da bereits ein intuitives Verstindnis

(2.2.3])) zu beweisen.

ausreichte. Auf dem Weg zur Formullierung der Lie-Ableitung
.. ) ) ) L ] stellt man jedoch fest, dass doch eine exakte mathematische

1. Der Ubersicht halber wird die P-Abhéngigkeit nicht mit- Definition eines Tensors von Vorteil ist.
geschrieben. Seien f,g € F(P) und a, § € R. Dann folgt Tensoren werden in vielen Bereichen der theoretischen Phy-
(X, Y](P)(af+Bg) = (XY)(af+89)—(YX)(af+89) = Kk verwendet: Mechanik (etwa der Tragheitstensor), Hy-
X(aY (f) +5Y (9)) = Y(aX(f) + X(9)) = «(XY(f) — drodynamik und Festkorperphysik (etwa der Spannungsten-
YX()+BXY(f)-YX(f)) = a[X,Y](f)+B[X.Y](f) sor), Elektrodynamik (die Feldstirke- und Energie-Impuls-

Tensoren). In der ART ist der Begrif besonders wichtig, da die

2. [X,Y](P = XY -YX = ’

[:,X E(Y);J:f)fy }_(}{g{) Xf +(J}f)g() } = Einstein‘schen Feldgleichungen koordinatenunabhéngig for-
_ {X}g/(f) - YXg(f)} +g{XY( )—gYX( ) f muliert Werdeﬂ, also Tensorgleichungen sein miissen. Der
— 4(P)[X,Y(P)(f) —gf(P) X )g](P)(g) g Grund dafir liegt in der Natur des Begriffes , Tensor*, die

eine ,einheitliche Theorie der Koordinatentransformationen‘
Eine kurze Rechnung zeigt, dass [9,,,9,](f) = 0 gilt. Fiir ermoglicht ( [8], §3.1). Das fiihrt dazu, dass die in einem Koor-

cine Kurve 7, eine Karte ¢ und eine Funktion f gilt: dinatensystem forn-luliertc.e.n .Ten-sorgleichungen auch in allen
anderen Systemen ihre Giiltigkeit behalten.
9.9 % (fop™hH 92(fop™Y) 0 Da Tensoren in so vielen Bereichen der Physik ihre Anwen-
91, 0,](f) = zeymatzeny ~ ateriotenE = O

dung finden, gibt es leider viele Definitionen dieser Objekte.

Auch i Math ik gi h Definiti 10]):

da f im Bezug auf die Karte ¢ nach Voraussetzung beliebig uch in der Mathematik gibt es mehrere Definitionen( [10])

£t diff ierbar ist Tensor als Element des Tensorproduktes, Tensor, als Verallge-

ot differenzierbar 1st. meinerung von Matrizen, Tensor als Multilineare Abbildung.

Satz 2.2.3 (Weitere Eigenschaften der Lie-Klammer) Ohne .. D.OCh an zelgﬂ dass alle diese .Deﬁnl'tlo'nen.zuelnander

. . . dquivalent sind. Das schenkt uns die Freiheit die passende
Beweis schreiben wir:

Definition auszusuchen und mit dieser weiter zu arbeiten.
o [X,Y] = —[¥,X]

Definition 2.2.6 (Einstein‘sche Summenkonvention): Um
Tensorgleichungen etwas eleganter und kompakter zu schrei-

ben, verwendet man die im Jahre 1916 von FEinstein einge-
o (X, Y+ Z]=[X,Y]+[X,Z] fiihrte Notation:

o« [X+Y,2]=[X.2]+ V.2

36Man erinnert sich nochmal an das Relativitatsprinzip von Galilei,
hd [O‘X ) QY] = O‘ﬁ[X ) Y]7 a,fER nach dem physikalische Gesetze invariant unter Koordinatentransforma-
tionen zwischen Inertialsystemen sind. Diese Invarianz liegt nicht immer
vor, sondern genau dann, wenn die entsprechenden Gleichungen eine
besondere Struktur besitzen ( |7], § 82; [3|, Kapitel 21)
37 An dieser Stelle kann ich leider keinen verniinftigen Verweis ange-
ben, denn diese Schlufifolgerung hat sich aus einem Gesprich mit dem
Satz 2.2.4 Es gilt: Mathematiker: Prof. Dr. V.Bangert ergeben.

Stehen statt «, 5 € R Funktionen f, g € F(P), dann kommt
man zum néchsten Satz.



v =Y vie; <= v =vle;,
wobei €; eine beliebige Basis des Vektorraums V', v; € R und
v eV sind.

Man schreibt den Index unten (kovariant) bei Vektoren und
oben (kontravariant) bei Koordinatenwerten ( (8], § 3.1).

Definition 2.2.7 Sei E ein n-dimensionaler R-Vektorraum,
E*-dessen Dualraum. Sei < x,a > der Wert von a € E* an
der Stelle x € E. Seien p und q nichtnegative ganze Zahlen
und2 <i<p—1,2<j5j<q—1.

Eine Abbildung

f:(E*)? x E7T— R mit

f(at,...,a"" 1 )\a—l—/zb,a“‘l,...,ap,xl,...,xq):
= Af(a',...,a a,a L aP ) +
+uf(a 1 a’~ 1,b,ai+1 AP X, Tg)

und

flaly o aP @1, o i1, AT+ Y, T, ey Tg) =
= Af(a',...,aP,z1, ., Tj_1, 2, Ty, ., Tg) +
+pfaty ., @P Ty, o i1, Yy Tty oy Tg)

heifit p-fach kontravarianter und q-fach kovarianter
Tensor auf E, oder (p,q)— Tensor.

Der hier definierte Tensor ist somit eine multilineare Abbil-
dung, welche das kartesische Produkt von gleichen Réumen
(entweder F, oder E*) auf die Menge der reelen Zahlen ab-
bildet. Beispiele fiir solche Abbildungen sind:

o f(a,x)

e Seien z1,...,x, € E-Vektoren, a',..a? € E* Abbildun-
gen. Dann ist f: (E*)? x Y — ]R mlt

(bY, .02y, ) =< 21,0 >
C<yr,at > <ygal >

=< z,a >= (1,1)—Tensor: E* x £ — R

e < T, OP > -

ebenfalls ein (p, q)—Tensor. Tensoren dieser Art nennt

man einfache und bezeichnet mit f(b',..0P, y1,...y,) =

T ® .2y ®al ®...®al
Im zweiten Beispiel sind 1, ...,z, € F und al,..al € E*
fest. Der Tensor bildet daher 1, ...,y € E und bl,..b? € E*

auf R bei vorgegebenen z; und a’ ab.

Zu einem n—dimensionalen Vektorraum F bildet die Men-
ge aller einfachen (p,q)—Tensoren einen Vektorraum (be-
ziiglich der punktweisen Additionen und Vervielfachungen)
EP=F"®..@ B*"®@ E®...® E, wobei die Symbole £ und
E* so oft stehen, wie p und ¢ es vorschreiben.

Im Sinne der Isomorphie gelten folgende einfache Realatio-
nen:

e E} = E. Beweis:
Sei * € FE—ein Vektor. Der entsprechende einfache
(1,0)—Tensor lautet f(b) =< z,b >: b € E* — R. Die
Menge aller solchen Funktionen < z, - > ist zu der Menge
E aller Vektoren x isomorph, da fiir jede duale Abbildung
b € E* die Zuordnung < -,b > isomorph ist. Vektoren
aus E = E} nennt man daher kontravariant.

E) = E*. Beweis:

Geht vollig analog zum vorherigen Beweis. Duale Ab-
bildungen aus E* = EY nennt man daher kovari-
ant.
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Da Tensoren als multilineare Abbildungen definiert wur-
den, und da sie einen Vektorraum bilden, kann Frage gestellt
werden, welche Basiselemente dieser Raum besitzt. Das fiihrt
zu folgenden Definition und Satz.

Definition 2.2.8 Sei x1,...x,—Basis in E. Die dazu duale

basis a',...a" ist durch < N'x;,a’ >= N definiert.

Satz 2.2.5 Seien x; und o’ die Basisvektoren im Sinne der
letzten Definition. Die n?T9 einfachen Tensoren i) ®...9T;,®
a' ® ... @ al bilden eine Basis in EP mit dimEY = npPta,

Beweis:

Lineare Unabhingigkeit: Seien A ,§q
tet die Basistensoren auf Ba51svekt0ren von F und E*.
gilt:

i1,

€ R. Man wer-
Es

21 1
)\Jl’ r ,Lin ® . Q Ty, R @..Qad =0
il, lp
>\]1 quZl .. ®z1p ®
®a ® .. ®a]7( Lanalr it i) = 0 =
i1 . i L
A g < Tisa B> <y, a > <agy,at >
e <z, adt >=0<—
i1edpt
)\j1‘,-~~7jq‘ =0

Aufspannen des ganzen Raums EP: Sei f € El mit
f= )\;11 fp- T ® ... QT ®a’ ®...® a’s. Man wendet f auf

Bablsvektoren von F und FE* an und bekommt
fla®' ... =\

g1t
Ist f € EY tiberhaupt als Linearkombination von
T ®...® xip ® a’* ® ... ® a’e darstellbar, so gilt:

it i1 s lp‘
,a® it Ll ) = RS

f f( x]l"")qu) X‘
X Zi; @ ... ®xz ®a' ®..Q al.
f(a™,..,a" x;, .., x; ) nennt man Komponenten des Ten-
sors f.

Als néchste Aufgabe soll das Verhalten von Tensoren bei li-
nearen Basistransformationen untersucht werden, denn diese
Eigenschaft sorgt fiir die wohlbekannte Eleganz der Tensor-
gleichungen.

Satz 2.2.6 Die Basen {x1,..,xn} und {I1,..,T,} seien
durch ; = oxj und x; = B5&; gekoppelt. Dann werden die
Komponenten von f € EY nach der Formel

f]h ] ﬂ 'ﬁlv fkl,

umgerechnet.

k1 X
11

kq

q kq Ja

Diesen Satz nehmen Physiker (der Author ebenfalls) gern
als Definition von Tensoren, weil sie besonders leicht zu hand-
haben sind, was Rechnungen angeht.

Beweis:

Da f(di17...7dip, Tj,...,2;,) per Definition multiliar ist,
reicht es aus nur die Relationen zwischen a*- und a'- zu
finden.

Den Ausgangspunkt bilden folgende Relationen:

li)i:agl‘j
_ pis
r; = BT;
Jink _ sk
alﬂj =67,

Die dualen Basen &ndern sich zu a@* = 'ylkal, wobei fylk zZu
bestimmen ist. Es gilt:



< xj,&k >=< 5}561-,0/‘3 >= /6’;?. Andererseits
kol <_ ~k I o_ ~k
<ziMa >=9p <zj,a >=95.

Da aber die Zahl < z,a > basisunabhingig sein musﬂ
gilt 7]’? = f, und es folgt:

a = ﬁj’?af, sowie

ol = (ﬂ’l)i&k = aidk.
Einsetzen von &' und z; liefert dann die gesuchte Rela-

tion.
Operationen mit Tensoren

Die Moglichkeit jeden (auch nicht zwangsweise einfachen)
Tensor f € E in er Form fA: fla™, .. a', x), e T ) X
X Zi @...0 T, ®a’ @...® a’ zu schreiben erlaubt folgende
Tensoroperationen als offensichtlich zu betrachten. Sei also
€L, AeR

0f+g€E§

_ pil,e i1,
_‘fjlx Jq+g]1: 7]q

i1,
(’f + g)Jla :]q

= A fire

J1se3]dq

Definition 2.2.9 Seien f € EI und g € Ef. Man definiert
den Tensor f ® g € Eé’i; durch

e (\f) € EP mit (/\f)“’

foglal, .. aP aPt L aPT" @y, g, Tty ey Tgts) =
= f(a',...,aP 1, ..., xq,) ¥
X g(apH,..‘,ap“,xqﬂ,...,mqﬂ).

Die Komponenten bestimmen sich dementsprechend aus:
i1,

(feg)
Das Tensorprodukt ist auszufiihren, wenn Tensoren aus

dem gleichen zugriindeliegenden Raum E sind.
Weiter gilt fiir f,g,h € EY und A € R:

7iP+T _ fllv 717 1p+1» 71p+r
s$Jg+s J1s-- 7.7q g]q+17 »]q+s

e (feg®h=[f®(g®h)

e (f+9)@h=fR@h+gQh
=fRg+f®h
f@(Ag)

e fR(g+h)
e (M)eg=Nf®g) =

Im Folgenden werden noch zwei basisunabhéngige (im Sin-
ne des Endergebnisses) Operationen eingefiihrt.

Definition 2.2.10 Zu r € {1, ...

.} s € {l,...q} und f €
EY sei der Tensor Cg f € Eg__ll, Kontraktion genannt, durch

(Crf)(al, . .,a™ ™ L aP my, ey By 1, T g1y ey Ty) =
= flal,...,a" 1, 0% a" AP X, e, T 1, Yk Tty s
(Summation iber k € [1,...,n])

38 Anschaulich gesprochen, ist < x,a > ein Skalarprodukt von zwei
Vektoren, das nur von den Betragen der Vektoren, sowie vom Winkel
zwischen den beiden abhéngt. Diese Parameter koénnen sich bei einer
linearen Koordinatentransformation (etwa bei Drehungen) nicht &ndern.

definiert, wobei {y1,...,yn} eine beliebige basis in E und
{bl, . b"} die dazu duale Basis sind.

Beweis der Basisunabhéngigkeit:

Man erhélt eine andere Basis {x1,...,2,} in E durch
z; = aly;. Die dazu duale Basis {cl, ,c"} transformiert sich
mit (a™!): ¢ = (a5 = gibT.

Nach Einsetzen dieser neuen Basis in die

Definition ([2.2.10f), folgt:

T+1

Crf)(ya™ L a o Ts 17xs+1,...) =
= f(...7bk,.v..,yk7...) ﬁka ( ey YLy o) =
= 5§f(...,cj,...,yl,...) = f(, J,...,yj,...)

Die Formulierung der Kontraktion ist wesentlich elegan-
ter, wenn man den Tensor in Komponenten schreibt. So be-

kommt man nach Anwendung von C} f aus (2.2.10) auf be-
liebige Basisvektoren

CEh

Die andere Koordinatenunabhéngige Operation ist die s.g.
Uberschiebung von zwei Tensoren.

RSN P RO P fil7~~'7i7‘—17k7ir+17~'-7ip
SJs—1:Js+15--+57q J1se-sds—1,KJs+15-0q "

Definition 2.2.11 Zu f € E? und g € E} heift h € EVT7~]
der Form:

h = Ct+u(f®g)
.0}, u e {l,..,

h=Cit(f®g),

mit t € {1, ... s}, oder

mitt € {1,...,r}, u € {1,...,q} Uberschiebung von f und g.

Da die Uberschiebung durch die Kontraktion definiert wird,
ist die Koordinatenunabhéngigkeit der Operation bereits ein-
leuchtend. Die Komponenten von h berechnen sich aus

B yeeey Bt — 1,8t 15y ippr _

J1se- 7]q+u 17]q+u+17 Jq+s ‘_ .
50t —1, K0kt 15 dp | Gpglyee s iptr
Jiseesda Ja+1se0q+tu—1,KJgtut1sJrts’

beziehungsweise aus der dquivalenten Form fiir die zweite For-

mulierung aus der Definition ([2.2.11]).

Die natiirlichsten Beispiele fiir Kontraktion und Uberschie-
bung sind:

e die Spurbildung T]]lm

e das duflere Produkt TijTjk.

und

Metrik auf euklidischen Rdumen

In einem euklidischen Raum V ist ein Skalarprodukt,
als symmetrische positiv-definite Bilinearfunktion vereinbart.
Diese wird im Rahmen der Arbeit mit g bezeichnet.

Nimmt man zwei Vektoren z,y € V, so gilt: g(z,y)
V xV — R. Im Sinne der Definition ist g ein
(0,2)—Tensor, oder, wie bereits in (|1.1.2]) erwiithnt wurde, ein

Iq) zweifach kovarianter Tensor.

Sei im Weiteren {ey,...,e,} eine Basis von V, {617 ...,e”}

die dazu duale Basis von V*. Nach (2.2.5)) ldsst sich jeder
(0,2)—Tensor in der Form

g= g;weu ® e,
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wobei die Komponenten g,,,, des Tensors g durch
9w = g(eu, €,) gegeben sind.

Es ist leicht zu sehen, dass die Darstellung des Skalarpro-
duktes in der Tensorschreibweise mit der iiblichen Darstellung
iibereinstimmt. Man wendet g auf ein Paar (z,y) von Vekto-
ren aus V und erhalt:

9(x,y) = gue' @ e’ (z,y) <=
G < T, et > <y, e’ > g(z,y) = gty

weil definitionsgemiR gilt: < z, et >=< z'e;, et >= zH.

Tensorfelder

Die oben diskutierte Theorie hat zunéchst keine Verbin-
dung zur Differentialgeometrie, was der Gegenstand des Ka-
pitels war. Der Grund dafiir ist die Vektorraumstruktur
des zugriindeliegenden Raums E (siehe Def. (2.2.7)). Eine
Mannigfaltigkeit muss diese Struktur im Allgemeinen nicht
besitzen, was die Formulierung des Tensorbegriffs etwas er-
schwert.

Man kann jedoch Tensoren in Tangentialrdumen 7'M (P) zu
einem beliebigen Punkt P der Mannigfaltigkeit M definieren,
da diese iiber die geforderte Vektorraumstruktur (Siehe Satz
(2.2.1)) verfiigen und TM(P) = (M)}, sowie TM*(P)
(M,,)} schreiben.

Definition 2.2.12 Der zum Tangentialraum (M,)} duale
Raum (M,)? heifit Kotangentialraum, seine Elemente sind
Kotangentialvektoren (kovariante Vektoren, Kovektoren).

Definition 2.2.13 Fin Kovektorfeld K auf der Mannigfall-
tigkeit M ordnet jedem Punkt P € M einen Kovektor K(P) €
(My)] zu.

Kovektoren wirken auf Tangentialvektoren, wie duale Ab-
bildungen auf Vektoren und bilden durch < -, K(P) > Tan-
gentialvektoren auf reele Zahlen ab. Die Basis des Kotangenti-
alraums definiert man &hnlich, wie im Fall gewShnlicher Vek-
torraumen.

Definition 2.2.14 Die n Kovektorfelder {du', ..., du™}
ordnen jedem Punkt der Mannigfalltigkeit mit Koordinaten-
vektorfeldern % die Elemente der zur Basis
{%(P)7 ey %(P)} dualen Basis zu:

{

Die Tangentialrdume (M,){ werden aus den bereits in
definierten kontravarianten Vektoren, oder (1,0) —
—Tensoren gebildet. (Tangential)Vektorfelder erhalten sofort
die Bedeutung der (1,0)—Tensorfelder. Die entsprechenden
(0,1)—Tensoren sind Kovektoren aus dem zu (M)} dualen
Raums.

Die letzte Definition des Kapitels verallgemeinert den Be-
griff eines (1,0)—Tensors (bzw. eines (0, 1)—Tensors) auf be-
liebige (p, ¢)—Tensoren.

1i=k

0, sonst

(P),du* >

<

o)
ou’

Definition 2.2.15 Fin (p,q)— Tensorfeld T auf M st eine
Abbildung, die jedem Punkt L € M einen Tensor T(L) €
(M) zuordnet.

12

2.3 Die Lie-Ableitung

Als Hauptthema der Arbeit, spielt die Lie-Ableitung eine
grofle Rolle in der Physik. Man denkt als Beispiel an die Hy-
drodynamik. Angenommen, es flieft Wasser, oder eine ande-
re Fliifligkeit. Die Form des Rohres, in dem diese fliefst ist
zundchst ohne Bedeutung. So eine Bewegung wird als ein
Vektorfeld von Geschwindigkeiten beschrieben. Das bedeutet,
dass an jedem Punkt der Strémung die Richtung und Betrag
der Geschwindigkeit gegeben sind. Man kann sich an dieser
Stelle der Frage widmen, wie sich die Temperatur der Fli-
fsigkeit, oder eine andere skalare Grofe (etwa die Dichte) von
Punkt zu Punkt dndert.

Gesucht wird, anders gesagt, die Anderung einer skalaren
Funktion auf einer Mannigfalltigkeit (stromendes Medium)
mit vorgegebenem Vektorfeld.

Die Antwort auf diese Frage gibt die s.g. Lie-Ableitung,
oder, salopp gesagt, die Ableitung in Richtung des vorgege-
benen Vektorfeldes.

Auch hier, wie ebenso bei der Definition des Tensorbegrif-
fes, gibt es verschiedene Moglichkeiten die Lie-Ableitung zu
definieren. Im Folgenden werden zwei davon beschrieben, die
jedoch zu einem und demselben Ergebnis fiihren. Welche For-
mulierung die bessere ist, ldsst sich im Rahmen der Arbeit
nicht diskutieren, da eine solche Diskussion aus Zeitgriinden
nicht moglich erscheint.

2.3.1 Der axiomatische Zugang.

Laut der Definition von Tangentialvektoren seien
nochmal M eine C'*°-Mannigfalltigkeit, F'(M) die Menge al-
ler reelwertigen C°°-Funktionen auf M, f € F(M) und v
eine C*°-Kurve auf M (Siehe dazu die Definitionen
und (2:2.1)).

Fiir die Definition eines Tangentialvektors an einem Punkt
P = ~(0) wurde die Ableitung % an der Stelle t = 0
untersucht. Der sich daraus ergebende Wert war das Resultat
der Anwendung eines Tangentialvektors z,, auf f:

Ty(0) = {(’Y(O))f = %h:o =
A(fop™ d(povy)*
= S 0(1(0) 252 (0)

Welche Bedeutung hat diese Definition? Man will die An-
derung der Funktion f in einer kleinen offenen Umgebung
von P = ~(0) bestimmen. Das Resultat ist aber das einfache
Anwenden eines Tangentialvektors x,, also eines Vektorfeldes
X, ausgewertet am Punkte P: z, = X(P).

Ist die Anderung von f entlang der Kurve v zu bestimmen,
so ist anschaulich klar, dass nicht mehr x,, sondern X (y(t))
auf f anzuwenden ist.

Das motiviert die folgende Definition.

Definition 2.3.1 Die Lie-Ableitung des skalaren Feldes f €
F(M) mit dem Vektorfeld X ist das skalare Feld

Lxf=Xf.

Um auf Ableitungen von Vektorfeldern zu kommen, postul-
lier@ man die Produktregel:

Lx(Yf)=(LxY)f+Y(Lx[)

39Djeses ,,Postulat* wird im néchsten Abschnitt bewiesen




Der linke Term ist bereits bekannt, da die Lie-Ableitung
eines Skalaren Feldes entlang X einfach das Anwenden von
X ist. Der Term (Lx f) ist nun auch bekannt. Es folgt die

Definition 2.3.2 Die Lie-Ableitung eines Vektorfeldes ist
ein Vektorfeld

(LxY)(f) = [X,YI(f)

Die FEigenschaften der Lie-Klammer wurden bereits in

(2.2.2]) untersucht.

Durch Bilden von < Y, K >, was ein skalares Feld ist, be-
rechnet man die Lie-Ableitung eines Kovektorfeldes K .

Ly <Y,K >=<LxY,K >+ <Y,LxK >

Definition 2.3.3 Die Lie-Ableitung eines Kovektor-
feldes lautet:

<Y,LxK>=X<Y,K>-<[X,Y],K >

Definition 2.3.4 Die Lie-Ableitung eines allgemeinen Ten-
sorfelde@ S lautet:

(LxS)(A, .., AP, X1, ... X,) = X(S(AL, .., X,)) —
S US(AY, L LAl AP X X,) —
T S(AY o AP X [X X, e X))

Speziell fiir das (0,2)—Tensorfeld g gilt:

(Lxg)(X1,X2) =
= Xg(X1,X2) —g(Lx X1, X2) —g(X1, Lx X>)

(®)
9)

Wie anhand den Definitionen ersichtlich ist, erzeugt die Lie-
Ableitung eines (p,q)—Tensorfeldes immer ein Aquivalentes
(was die Indizes angeht) (p, ¢)—Tensorfeld.

Wir gehen nun etwas genauer und formaler vor und unter-
suchen die Lie-Ableitung genauer.

2.3.2 Formaler Zugang: Ableitungsformel.

Das Ziel dieses extrem formalen Kapitels besteht im vollstin-
digen Beweis der Ableitungsformel fiir skalare und Vektorfel-
der. Das verifiziert die im vorherigen Kapitel intuitiv einge-
fiihrten Ableitungsvorschriften. Die Kovektorfelder und allge-
meinen Tensorfelder sollen hier aufler Acht gelassen werden.
Es schadet nicht sich dieses Kapitel anzusehen und nachzu-
arbeiten, ist aber nicht drammatisch es zu tiberspringen.

Wieder soll die einfache Ableitung der Funktion f ent-
lang einer Kurve als Ausgangspunkt genommen werden. Der
Punkt, an dem die Ableitung auszuwerten ist sei aber nicht
fest. Es gilt:

Afop™)

Ao ” 1o

Die Koordinaten {(po7)!, ..., (pov)"} € R™ der Kurve ~y
seien der Ubersicht halber durch {y!,...,74"} € R™ bezeichnet.
Die entsprechenden Koordinaten von f entlang der Kurve ~:
{(fop™H)L ..., (fop™1)"} € R™ seien durch {ul,...,u"} € R®
gegeben. Die Relation lasst sich dann etwas kompakter
schreiben:

40Beweis der Tensoreigenschaften des Feldes siehe in 18], §12.3
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(fop™)
Ou

Caiel
dt

X(y@®)f e(v(t)—-(v(1))

= (11)
_ Durch Bilden von wird der Kurve ~ gefolgt und die
Anderung des skalaren Feldes f an jedem Punkt berechnet.
Die Definition (2.2.3) erméglicht jedes Vektorfeld X in der

Form X = X*(P)0y((P)) zu schreiben. Insbesondere gilt

X(/(0)f = X)) = (12)

= X o et 2 ey a3)
Vergleicht man und , so folgt:

DY 1y = X2 (o) (3 (1), ™ (1)) (14)

dt

Definition 2.3.5 Fiir X-ein Vektorfeld und t € R ist
e (P) = ~(t) mit %Z = X oy und v(0) = P der Fluf$ von .

Der FluR y;(P) ist eine Losung von mit nach Voraus-
setzung C'*° rechter Seite. Nach dem Satz von Picard-Lindelof
ist p¢(P) in diesem Fall eindeutig und ebenso C'*°. Insbeson-
dere hiangt die Losung C*° von den Anfangsbedingungen ab,
was die stetige Differenzierbarkeit von p;(P) in jeder Karte
gewdhrleistet.

Definition 2.3.6 (Tangentialabbildung) Die Abbildung T,
die dem Tangentialvektor x € TM(P) den Tangentialvektor
Tyx € TM(u(P)) mit

(Tuz)(g) = (g o p) fir g € F(u(P))

zuordnet, heifit Tangente von u.

Da it den Punkt P auf den Punkt u:(P), oder einfach p(P)
abbildet, ist die Funktion g o 4 € F(P). Auf solche Funktio-
nen konnen auch Tangentialvektoren aus T'M (P) wirken. Die
Definition ist somit sinvoll.

Die Tangentialabbildung, oder Tangente eines Flufes ist
sogar auch ein Tangentialvektor, da die Zuordnung y : ¢ —
x(g o ) die zwei Eigenschaften aus der Definition er-
fiillt.

e ylaf + Bg) = z(af + Bgop) = ax(f o p) + fz(g o p),
weil x ein Tangentialvektor ist.

o y(f-g9) =x((f-g)op) = x{fou}-(gop)+(fou)-x{gou} =
y(f)g(w) + f()y(g)

Neben dieser Eigenschaft erfiillt die Tangentialabbildung
auch die Relation: T),,, @ = (1,07, )x fiir zwei beliebige Fliifte
p und v. Das ldsst sich relativ leicht beweisen, indem die
Definitionen direkt angewendet werden. Sei g € F((uov)(P)).
Es folgt:

(Tpova)g = x(g(pov)) =T, (x(g(n)))
=({TuoT,}z)g



Insbesondere: T;wu =T, 0T,-1 =id. Zu jeder Tangente T},
gibt es somit eine inverse Abbildung, solange der inverse Fluf§
existiert. Dies ist aber durch piops = pip45 gewéhrleistetlﬂ da
e o p—y = id gilt. Man soll noch eine Schlufsfolgerung aus den
FEigenschaften der Tangentialabbildung ziehen. Diese ist eine
Bijektion von TM (P) nach TM (u(P)). Der Beweis ist ebenso
trivial. Zum einen wurde bereits gezeigt, dass die Tangente
eine lineare Abbildung ist. Zum anderen gibt es an jeder Stelle
eine inverse Abbildung, was die Injektivitdt bedeutet. Weil
aber die Dimensionen von T'M (P) und T'M (u(P)) gleich sind,
folgt aus der Injektivitat bereits die Bijektivitat.

Eine bijektive lineare Abbildung zwischen linearen Ré&u-
men, etwa die Tangentialabbildung, erzeigt lineare Abbildun-
gen zwischen den entsprechenden Tensorrdumen.

Definition 2.3.7 Sei T eine bijektive lineare Abbildung zwi-
schen E und F (endlichedimensionale Vektorraume). Zu g €
FP st T g e E? mit der dualen Abbildung T durch

*

T g(at, ... ap xl,...,xq) =
=({(T*)~ 1 (T ra? T2y, ..., Txy)
fiir 1,...,xq € E und a*,...,a? € E* definiert.

Zu [ € EY ist T«f € F} durch

T*.f(b17 "'7bpay17 7yq) =
= (T*b', ..., 7" (T) " ty1, ... (T) " ty,)
fiir yi,...,yq € F und b, ...,bP € F* definiert.

Diese Abbildungen sind per Definition linear (Siehe die De-
finition eines Tensors (2.2.7))). Fiir einfachste Félle von (1,0)—
und (0, 1)—Tensoren ergibt sich folgendes.

e Sei y € F ein Vektor ((1,0)—Tensor). T"y bildet y auf
einen (1,0)—Tensor in E. Das bedeutet, dass 7"y auf
einen Kovektor aus E* anzuwenden ist. Fiir einen belie-
bigen Kovektor a € E* gilt:

T"y(a) = y((T*)""a)
=<T ly,a>.

=<y, (T*)'a >=

Da a beliebig ist, gilt: Ty = T~y

Sei b € F* ein Kovektor ((0,1)—Tensor). T"b bildet b
auf einen (0, 1)—Tensor in E. Das bedeutet, dass T"b auf
einen Vektor aus F anzuwenden ist. Fiir einen beliebigen
Vektor z € E gilt:

T*b(x) = b(Tx) =< b,Tx >=< T*b,x >.

Da z beliebig ist, gilt: b = T*b

Sei x € F ein Vektor ((1,0)—Tensor). Txz bildet x auf
einen (1,0)—Tensor in F. Das bedeutet, dass Tz auf
einen Kovektor aus F'* anzuwenden ist. Fiir einen belie-
bigen Kovektor b € F'* gilt:

= 2((T*)b) =<

41Per Definition ist us(P) der Wert einer Kurve v (Losung des Dif-
ferentialgleichungssystems % = X o~) am Punkt P fiir v(0) = P.
i o ps(P) = pe(us (P)) ist der Wert derselben Kurve 4 am Punkt ¢ mit
einem verschobenen Anfangswert. Dieser liegt nicht mehr bei P, sondern
bei ps(P). Es gilt dann: pi(ps(P)) = v(s + t).

Txx(a) x, (T*)b >=<Tx,b>.
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Da b beliebig ist, gilt: Txx = Tx

e Sei a € E* ein Kovektor ((0,1)—Tensor). Txa bildet a
auf einen (0, 1)—Tensor in F. Das bedeutet, dass Txa auf
einen Vektor aus F' anzuwenden ist. Fiir einen beliebigen
Vektor y € F gilt:

Txa(y) = a(T!
=< (T*)~1

y) =<a, T 'y >=

a,y >.
Da y beliebig ist, gilt: Txa = (T*)~!

Die wichtigsten Eigenschaften von T und 7" werden im
darauffolgenden Satz formuliert.

Satz 2.3.1 1: FirT : E — F sind die Abbildungen Tx und
T™ zueinander invers.

2: Fir f € F} und g € Fy gilt:
T (feg)=(T e (T
3: FirS: F — E gilt:

“g).

(SoT)" =T"08"
Beweis
1: Sei g € E¥. Die Abbildung (T™ o Tx)g bildet g zunichst
auf einen (p, ¢)—Tensor in F? und dann wird dieser wie-

der zuriick auf irgendeinen (p, ¢)—Tensor in EY abgebil-
det. Zu zeigen ist, dass dieser derselbe ist.

Fir xq,...,z4 € £ und al,...,aP € E* gilt:
{T* 0 Tu(g)H(al, oo 0P, 21, oy 2y) =
=Tx(9)((T*)'a qu) =g(a',...,xq).

: Der Tensor f ® g liegt in Fg’_ﬁ: . Dieser wird auf einen

Tensor in Egi': abgebildet. Man wertet T”(f ® g) auf
al,...,a?t" € E* und w1, ..., xg1s € F aus und bekommt:
{T*(f®g)}(a17 "7xq+s) =
=(f@g{(T*) 'd', ... Trgs} =
= T*f(al Tq) - T*g(ap+1, s Tgts) =
=T"f T g{d", oy Tgts )

: Die Abbildung SoT bildet E auf E ab. Die entsprechende
“stern oben” Abbildung (SoT)" bildet E? auf EF ab. Fiir

beliebige a', ...,a? € E* und z1, ...,z, € E gilt:
{(SoT)"g}(a,...,zq) =
= g{(So Ty )l (S0 i) =
=S5 {g((T)")""al, .. qu)}*
={T" 0 S} (g)(a', ..., z,)

Die dritte und die erste Eigenschaften implizieren
(SOT)* = (T* o S*)fl = Sx 0 Tk.

Definition 2.3.8 (Push-forward, Pull-back) Zu einem Fluf§
p, einem Tensorfeld S € TMY auf der Mannigfalltigkeit M
und einer Tangentialabbildung T, heifit die Abbildung

(7
pull-back, und die durch

p'S=(T,)"oSop



1

(17,

definierte Abbildung heifit push-forward.

uS = )*oSop

Die pull-back Abbildung bildet das Tensorfeld S, ausgewer-
tet am Punkt pu(P), also, aus dem Vektorraum T MP (uu(P))
wieder zuriick in den Vektorraum 7'MP (P). Die push-forward
Abbildung macht das Gegenteil. Diese Aussage, formal ge-
schrieben, sieht wie folgt aus:

W S(P) = S(u(P)((T;)tal, .., Tyag)
pxS(P) = S(u(P)((T;;)al, ... (T,) " xq)

Speziel fiir ein skalares Feld f ((0,0)—Tensorfeld) gilt:

pf=fop
poxf = fopu!
Fiir ein Vektorfeld X ((1,0)—Tensorfeld) gil@

pX =
IU,*X =

(Ty)toXop=T,10Xop
(T)oXopu =T, 0Xop!

Die wichtigsten Eigenschaften der oben definierten Abbil-
dungen sind in dem zu (2.3.1)) analogen Satz formuliert

Satz 2.3.2 1: Die Abbildungen p* und p* sind zueinander
muvers.
2: FEs gilt:
p (SeT)=(u"S)® (u'T), sowie
px(S @ T) = (uxS) ® (u+T).

3: Fiir zwei Flifle p und v gilt

* * * .
(mov) =v ou, sowie

(Lov)s = pxovs.
Beweis

: Fiir ein Tensorfeld S gilt: p* (uxS) = T, o (uxS) oy =

:Tuo((Tu)_losoﬂ_l)ON:S
2: Mit Punkt 2) folgt:
P (S@T)=T,0(S@T)opn=
= (T;8)®(T;T)opu = (T); Sop)® (T Top) =
= S)® ().

Die zweite Aussage folgt analog.
: Mit T)yo, = (T),07T,), sowie mit (2.3.1} Punkt 3) hat man:

(o w)"S = (T oT,)" o Sopow = T} o T o
Sopov=v"opu"s.

42Wir erinnern uns nochmal an die Abbildungen “Stern oben“ und
”Stern unten”. Fir T : E — F, Vektoren y € F und z € E ergab sich:
T*y =T"1yund Tex =Tz

15

Die oben eingefithrten Definitionen und bewiesenen Sét-
ze dienen nur einem Zweck - der allgemeinen Formulierung
der Lie-Ableitung fiir beliebige (p,q)—Tensorfelder. Spéter,
im néchsten Kapitel wird ein sehr spezielles (0, 2)—Tensorfeld,
die Metrik, auf Isometrien untersucht. Dabei werden Felder
gesucht, entlang deren die Metrik invariant bleibt. Das ist eng
mit dem Konzept der Lie-Ableitungen verbungen und das ist
der Grund, warum man an dieser Stelle einen streng formalen
Zugang benétigt.

Bevor der Satz formuliert wird, ist eine kurze Motivati-
on angesagt. Der Ausgangspunkt dieses Kapitels war die Ab-
leitung der Funktion f entlang einer Kurve ~: %( fomy) =

4 {(fop ) o(pon)}. Das fiihrte zur Relation und
zum FluR y(t) = pe. Mit diesem Fluf gilt:

ai(for) =& (fom),
und das ist dquivalent zu
dt (f Mt) dt (/’Lt © f) (Mt)fa

wobei die letzte Relation per definition des Vektorfeldes X
gilt (Siehe dazu und (1)), sowie die Definitionen (2.2.3)
und (223)).

Da f nur ein Spezialfall eines Tensorfeldes ist, motiviert die
oberen Uberlegungen den folgenden allgemeinen Satz.

Satz 2.3.3 Fir ein Tensorfeld S und ein Vektorfeld X mit
seinem Fluf ps gilt die Ableitungsformel

4u’S = LxS = Lx(u,S)

Beweis

Man zeigt zunéchst die Vetrauschungsrelation u: LxS =
Lx(u;S). Wegen pi, = (ue o ps)™ = py o py (Siehe Satz
(2.3.2) Punkt 3)) konnen die beiden Seiten der Gleichung mit
1, multipliziert werden. Fiir die rechte Seite bedeutet das:

*LX(/it dis(/j‘::rss) =

S) = sz o i’ S) =
d(t+5)( t+ )
wegen der Translationsinvarianz der Ableitung.
Ferner gilt fiir die linke Seite.

'u: ¢} quXS = ,LL;_SLXS = ﬁ(ﬂ;‘;ss)'

Die beiden Ausdriicke stimmen iiberein.

Man verifiziert nun die Ableitungsformel nacheinander fiir
Skalare Felder, Vektor- und Kovektorfelder und verallgemei-
nert sie fiir allgemeine Tensorfelder. Wir beschranken uns auf
skalare- und Vektorfelder. Der vollstéandige Beweis kann in
(8], Kapitel 12) gefunden werden.

Fiir ein skalares Feld f gilt:

%(M:f) = %(fout)
= Xf=pLxf

=Def X(p)f =

Die Vertauschungsregel 4 5 (py f) = p; Lx f ist somit fiir ska-
lare Felder bewiesen. Man betrachtet nun ein Vektorfeld Y,
wendet es auf f und bekommt ein anderes skalares Feld Y f
(siehe )7 fiir das < (u; Y f) berechnet werden kann.

Man verifiziert aber zuerst: puy (Y f) = (u;Y)(u; f).



Linke Seite, ausgewertet an einem Punkt P:
i (Y ) (P) = (Y f)ou; (P)=Y (i (P))f.
Rechte Seite am Punkt P:

(e Y) (g F)(P) = (T, 0 Y 0 ) (f 0 ) (P)
= (T 0Y o pe)(f o pe)(P) =

= (Y ourop )fom)P)=Yup)f.

Mit dieser Eigenschaft gilt (u;Y)f = p; (Y (u",.f)). Man
leitet (u; Y) f nach t ab, wobei die Zeitabhéingigkeit zunéchst
nur in (u; Y) steckt. Es ist zu beachten, dass f, sowie Y (1", f)

skalare Felder sind, was " ,f = f o u_; und
i (Y (™) = Y (pe)(f o p_y) impliziert. Weiter gilt:

(S} = 5y (Y (n2,))) =
= LY () (fon-} = S {V (u)oi(fopr)}
LY () } 0i(f 0 p—e) + Y (1) 055 {f 0 st}

Im zweiten Summand wurde die partielle Ableitung 0; mit
der totalen Ableitung % vertauscht. Das Vektorfeld Y (u,
wurde als Linearkombination der Basisvektoren Y = Y*(u;)0;
mit C> skalaren Funktionen Y : M — R geschrieben. Aus
diesem Grund gilt: V() = p; Y?, und man bekommt:

& {Yi(ut)} Oi(fop—¢)+ Yi(/{t)ai% {fou}=
% {MIYZ.} ai(ﬂ*—tf) + (ﬂ:yz)ai% {#itf} =
= 11 (LxY)0;(u™ o f) — (i Y)Oip” (L x f).-

Y% und f sind skalare Felder, deren Lie-Ableitungen durch
LxY?= XY?und Lxf = Xf gegeben sind. Es folgt:

{#WY)}f= |

= py (XY, f) — (i Y)oip™ (X f) =
= py (XY) ("o f) = (e Y™ (X f) =

=y (XY) (= f) = i (Y X) (1" ).

Schlieflich ergibt sich:

{ )} f = (XYY ("o f) — iy (YX) (1" f) =
(0 (XY (1" o f) = pf (X, Y]f).

In den oberen Rechnungen wurde auch die in ([2.3.1]) pos-
tullierte Produktregel fiir LxY f nachgewiesen.

2.3.3 Killing-Vektoren

Die Lie-Ableitung ist ein méchtiges Konzept, das ermdglicht
allgemeine Tensorfelder entlang Fluflinien zu verfolgen. Dies
gilt insbesondere fiir Aufgaben der ART.

Wir widmen uns nun folgender Frage. Angenommen, die
Metrik g(z®) ist als Funktion des 4-Vektors z® gegeben.
Durch eine Verschiebung in Richtung eines Vektors £ geht
man vom Punkt z® zum Punkt z® + £% {iber. Gibt es ein
Vektorfeld £%(z7) mit g(z®) — g(z® + £%(2”)) = 0?7 Anders
gesagt gibt es eine Transformation, die die Metrik invariant
187

Fiir die konstante Lorentz-Metrik war die Antwort relativ
einfach und sie fithrte zur Lorentz-Transformation. Bei einem
ortsabhéngigen (0,2)—Tensorfeld g(x®) ist die Suche nach
den passenden ¢%(z%) erschwert.

Per Definition der Lie-Ableigung ist die Anderung der Me-
trik g entlang der Fluflinie des Vektorfeldes ¢ durch
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ng:O

gegeben. Ist diese Bedingung erfiillt, so nennt man die Lésun-
gen Killing-Vektoren.

Die Lie-Ableitung von g wurde bereits in @ angegeben.
Fiir zwei Vektorfelder X und Y gilt dann:

Mit L¢g = 0 wird das zu

Wéhlt man zusétzlich eine {-invariante Basis X, mit
L¢ X, =0, so folgt:

0= Le {g(Xp, X)) }-

Diese Relation definiert die Vektorraumstruktur der Men-
ge aller Killing-Vektoren. Angenommen, &; und &5 sind zwei
Killing-Vektoren. Bei konstanten a; € R und as € R ist
a1&1 + a2&s ebenfalls ein Killing-Vektor.

Fiir den Beweis braucht man nur Lg, ¢, +a0e, 19(Xu, X0)}
auszurechnen. Man beriicksichtigt dabei, dass g(X,, X, ) ein
skalares Feld ist. Es folgt:

La1§1+a2§2 {g(X,UJXD)} =
= (@161 + a282) {9(X,, Xu)} = 0.

Da die Killing-Vektoren einen Vektorraum bilden, lassen sie
sich als Linearkombinationen von Basisvektoren {¢;} darstel-
len. Insbesondere ist auch der Vektor [&,fj]lﬂ durchaus als
eine solche Linearkombination darstellbar:

Die dabei auftretenden Koeffizienten C7; erhalten einen be-
sonden Namen: Strukturkoeffizienten (Structure coefficients,
siehe ( 9], §6,2)).

3 Bianchi-Klassifikation

Die analytische Losung der Einstein‘schen Feldgleichungen ist
aufgrund ihrer Nichtlinearitdt nur dann méglich, wenn bereits
vor der Losung Annahmen iiber deren Form gemacht wer-
den. Ein schoénes Beispiel dafiir ist die d&ufsere Schwarzschild-
Losung fiir eine punktformige Masse( [5], §51). Die Losung
guv folgt aus den Feldgleichungen relativ miihefrei, aber es
sind folgende Annahmen erforderlich:

® g, ist isotrop und statisch.

e 1), = 0 aukerhalb der gravitierenden Masse.

In der Kosmologie geht man #hnlich vor ( [5], §60). Man
stellt Anforderungen an die zukunftige Losung g,,,, und ver-
sucht so die Feldgleichungen zu l6sen. So ist die Robertson-
Walker-Metrik (7) definitionsméRig isotrop und homogen
(Keine expliziten r und ¢ Abhéngigkeiten).

Man kann jedoch die Frage stellen, was genau passiert,
wenn die Lésung beispielsweise nur isotrop oder nur homo-
gen sein soll. Genau an dieser Stelle stellt man fest, dass das

43Warum die Lie-Klammer ein (Tangential)Vektor ist, wurde im Ka-

pitel (2.2.2)) bewiesen.



Konzept der Lie-Ableitungen zusammen mit den oben defi-
nierten Killing-Vektoren von grofter Bedeutung ist.

Das ist im folgenden Sinne zu verstehen. Die Homogeni-
tdt einer Raumzeit impliziert die Existenz einer Gruppe von
Translationen. Die Killing-Vektoren bilden dann sowohl eine
Basis der Gruppelgl, als auch eine Vektorraumbasis fiir die
Raumzeit. Die Suche nach den beiden Basen ist somit nur
durch Bildung der Lie-Ableitung der Metrik mdoglich.

3.1 Definition der invarianten Basis

Die Raum-Zeit Mannigfalltigkeit M ist zusammen mit der
oben erwdhnten Symmetriegruppe G zu beschreiben. Diese
Gruppe besteht aus mehreren (Dimension der Gruppe) Basis-
Killing-Vektoren, die auch eine Basis fiir Vektorfelder auf M
bilden.

In einem Tangentialraum T'M (P) seien Basisvektoren X o
definiert, auf denen die Metrik operieren kann. In anderen
Tangentialrdumen wahlt man die s.g. invariante Basis {X,}
durch Translationen um &(P) und zwar so, dass

€u, X0 =0,1=1,....dimG; p =1, ...,dimM
XH(P) :XMO

und
(X, X,] = Dy, X,.

erfiillt sind.

Somit hat man zwei Strukturkonstanten: C7; fiir die Kil-
ling-Vektoren und Dj, fiir die Basisvektoren von X.

Anschaulich gesprochen, enthélt M, also, die Raumzeit sehr
bestimmte Richtungen &,. Bewegt man sich in diesen Rich-
tungen, so merkt man keine Anderung der Metrik. Man kann
zumindest hoffen, dass es eine Basis aus £, gibt, die andere
Vektorfelder beschreibt.

Um den Zusammenhang zwischen C7; und Dj, zu finden
und die Hoffnung zu bestétigen, schreibt man X, im Anfangs-
punkt (P) als Linearkombination von &,:

Xu(P) = aj(P)&s, af(P) = 0y

Die Anfangsbedingung fiir die Koeffizienten sichert die Lo-
sung von [£,, X,] = 0 an einem Punkt, denn es gilt:

[meu](P) = [gmfu] =0,

Und genauer:

X,] = Le, X, = 0= Lg, (a7€,) <=

[

0=Leg, (a%)és + agLe, o =
(§uay)és = —ajCp & =
(Euay)(P) = -C},

Weiter gilt:

[X},HXZI} = DZ:Z/XG' = [azgavazgr] =
= 1/2 {azLéa (a’ZET) - G‘ZLET (afoa }

44Die Verschiebung des 4-Vektors x® — @ + £%(z”) ist eine li-
neare Transformation, die von £%(x?) ,erzeugt® wird. Es gibt trivia-
lerweise eine neutrale Transformation x® und eine inverse:
z® + (£*(2P))~1 — z®. Auch die Hintereinanderschaltung zweier sol-
chen Verschiebungen ist ebenfalls eine Verschiebung: & — z®4£%(x%)+
£(a8 + €9 (a7)

— ¢

Nach einigen Rechenschritten bekommt man Dy, = —C7,.

Man schrinkt nun diesen allgemeinen Fall auf die fiir die
Kosmologie relevante Probleme. Es wird eine vierdimensiona-
le Mannigfalltigkeit untersucht, die invariant unter drei raum-
lichen Killing-Vektoren ist.

Seien im folgenden Xy die Zeit und Xi, X5, X3 die drei
zeitabhéngigen raumlichen Vektoren. Durch Angabe von C7,
wird die Killing-Basis festgelegt und dadurch die Symmetrie-
gruppe der Metrik definiert. Da C}, definitionsméfig schief-
symmetrisch beziiglich der unteren zwei Indizes ist, gibt es
insgesamt 9 Komponenten. Jeder Komponente entspricht ei-
ne eigene ,Welt®, bestehend aus den entsprechenden Killing-
Vektoren als Basisvektoren und der der Relation Lx,g = 0
geniigenden Metrik g. Die vollstdndige Beschreibung dieser
Klassifikation findet man in ( 9], §6.4). An dieser Stelle wird
jedoch auf weitere Details verzichtet.
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