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1 Gruppen

1.1 Def. Gruppe

Eine Gruppe G ist eine Menge G mit einer assoziativen Verknüpfung

∗G : G×G −→ G, (g, h) 7−→ g ∗G h

(Assoziativität bedeutet: a ∗G (b ∗G c) = (a ∗G b) ∗G c), so dass gilt:

• ∃eG ∈ G, das neutrale Element der Gruppe G, mit g ∗G eG = eG ∗G g = g
∀g ∈ G.

• ∀g ∈ G ∃h ∈ G, das inverse Element zu g ∈ G, mit h ∗G g = g ∗G h = eG.
h schreibt man in diesem Fall auch als h = g−1.

1.1.1 Bemerkungen

• Gilt h ∗G g = g ∗G h ∀g, h ∈ G, so nennt man die Gruppe G kommutativ
oder auch abelsch.

• Die Anzahl #G = |G| der Elemente der Gruppe G heißt Ordnung der
Gruppe. Ist |G| < ∞, so heißt die Gruppe endlich, anderenfalls unendlich.

1.1.2 Beispiele und Gegenbeispiele

Beispiele für Gruppen und auch Gegenbeispiele für Mengen mit Verknüpfungen,
die keine Gruppen sind, gibt es viele. Hier eine kleine Auswahl:

• Z mit der Addition + ist eine kommutative unendliche Gruppe.

• Z mit der Multiplikation • ist keine Gruppe. Es fehlen die Inversen Ele-
mente ∀z ∈ Z/{1,−1}.

• C mit der Addition + ist eine kommutative unendliche Gruppe.

• Sym(X) = {f : X −→ X
∣∣f ist bijektiv} mit der Verknüpfung ◦ von

Abbildungen ist für jede Menge X eine Gruppe.

• Die dreielementige Menge Z/3Z = {e, g, h} mit der Verknüpfung ∗G und
der Multiplikationstafel

∗G e g h
e e g h
g g h e
h h e g

ist eine endliche abelsche Gruppe.

1.2 Def. Untergruppe

Sei G eine Gruppe. Eine Teilmenge H ⊆ G heißt Untergruppe von G gdw. sie
abgeschlossen unter der Verknüpfung ∗G ist (d.h. ∀s, t ∈ H ist s ∗G t ∈ H) und
mit dieser Verknüpfung selbst wieder eine Gruppe wird.
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1.2.1 Beispiele

• Die einelementige Gruppe {eG} und die ganze Gruppe G sind immer Un-
tergruppen.

• Z mit der Addition + ist eine Untergruppe von C mit der Addition +.

1.3 Def. Gruppenhomomorphismus

Seien G und H zwei Gruppen. Eine Abbildung

φ : G −→ H

heißt Gruppenhomomorphismus (kurz Homomorphismus) gdw. φ(a ∗G b) =
φ(a) ∗H φ(b) ∀a, b ∈ G ist.

1.3.1 Bemerkungen

Sei φ : G −→ H ein Gruppenhomomorphismus.

• Ist φ bijektiv, so spricht man von einem Gruppenisomorphismus (kurz
Isomorphismus).

• Die Menge Kern(φ) := {g ∈ G
∣∣φ(g) = eH} ist eine Untergruppe von G

und heißt der Kern von φ.

• φ ist injektiv gdw. Kern(φ) = eG.

• Die Menge Bild(φ) := {h ∈ H
∣∣∃g ∈ G mit φ(g) = h} ist eine Untergrup-

pe von H und heißt das Bild von φ.

1.4 Def. Konjugationsoperation

Sei G eine Gruppe. Die Abbildung

φ : G −→ Sym(G), g 7−→ φ(g) mit φ(g)(h) = ghg−1

ist ein Homomorphismus von Gruppen, die sogenannte Konjugationsoperation.

1.4.1 Bemerkungen

• Sei h ∈ G fest gewählt. Die Menge GhG−1 := {ghg−1|g ∈ G} ⊆ G heißt
Konjugationsklasse von G.

• Die Relation R ⊂ G × G mit g′ ∼R h gdw. g′ = ghg−1 für ein g ∈ G
definiert eine Äquivalenzrelation.

• Die Gruppe G wird von ihren Konjugationsklassen in disjunkte Teilmen-
gen zerlegt.

• Die Konjugationsklassen werden später noch sehr hilfreich bei der Darstel-
lungstheorie sein. Es gilt nämlich #{irreduzible, inäquivalente Darstellun-
gen von G} = #{Konjugationsklassen von G}.
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2 Darstellungen endlicher Gruppen

2.1 Def. Darstellung einer Gruppe

Sein K ein Körper.
Eine Darstellung (englisch: representation) einer Gruppe G ist ein Paar (V, ρ),
bestehend aus einem K-Vektorraum V und einem Gruppenhomomorphismus

ρ : G −→ GL(V ).

2.1.1 Bemerkungen

• V bezeichnet man dann als den Darstellungsraum, dim(V ) wird Dimension
der Darstellung genannt.

• Ist dim(V ) < ∞, so ist GL(V ) ∼= GLn(K), die Menge aller invertierbaren
n× n-Matrizen mit Koeffizienten in K.
In diesem Fall werden die abstrakten Gruppenelemente von G durch eine
konkrete Gruppe von invertierbaren Matrizen dargestellt. Eigenschaften
und komplexe Fragestellungen im Gebiet der Gruppentheorie können so-
mit mittels Methoden der Linearen Algebra behandelt werden. Dies ist ei-
ne enorme Vereinfachung des Ausgangsproblems, da die Linearen Algebra
ein kleines, abgeschlossenes und wohlverstandenes Gebiet der Mathematik
ist.

• Im Falle eines Hilbertraums H (jeder Hilbertraum ist auch ein Vektor-
raum) mit dim(H) = ∞ sind die Elemente von GL(H) lineare und bi-
jektive Operatoren. Ist die Basis des Hilbertraums jedoch abzählbar, z.B.
hi mit i ∈ N, so kann man einem Operator O immer noch eine Matrix
(Oij)(i,j)∈N2 zuordnen. Diese Matrix besitzt als Koeffizienten

Oij =
〈
hi, Ohj

〉
H

,

wobei
〈
,
〉

H
das Skalarprodukt auf H ist. In der Physik wird hierfür, wie

auch im Folgendem, die DIRACsche Notation verwendet:

Oij =
〈
hi

∣∣O∣∣hj

〉
.

• Ist dim(H) = ∞ und die Basis überabzählbar, so kann man nur noch von
linearen Operatoren sprechen. Dieser Fall sei im Folgendem ausgeschlos-
sen!

• Im Folgendem sei der Körper K, über welchem der Darstellungsraum V
gebildet wird explizit mit K = C gegeben.

2.1.2 Beispiele

• Jeder Vektorraum V wird zu einer Darstellung einer endlichen Gruppe G
mit ρ(g) = idV ∀g ∈ G. Dies ist die sogenannte Einsdarstellung.

• Für die Gruppe Z/3Z ist V = C und ρ(e) = 1, ρ(g) = e
2πi
3 und ρ(h) = e

4πi
3

eine 1-dimensionale Darstellung.
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2.2 Reguläre Darstellung

Die reguläre Darstellung einer endlichen Gruppe G ist eine besonders einfache,
aber zum Teil mühselig zu konstruierende Darstellung. Dazu nummeriert man
die Gruppenelemente in einer Folge {gi}i∈{1,2,...,|G|} an. Danach ordnet man
jedem Gruppenelement gi einen Basisvektor ei der Standardbasis des Standard-
vektorraums K |G| zu, mit Hilfe der Bijektion von Mengen

φ : G −→ K |G|, φ(gi) = ei.

Danach wird der Gruppenhomomorphismus ρ wie folgt definiert:

ρ : G −→ GL|G|(K), ρ(gi)(λej + µek) := λφ(gi ∗G gj) + µφ(gi ∗G gk).

So wird ρ definitionsgemäß linear und, wegen der Eindeutigkeit der Elemente
von G und der Bijektivität von φ, sogar eine Bijektion.

2.2.1 Bemerkung

• Die Dimension der regulären Darstellung ist definitionsgemäß |G| < ∞.

• Analog könnte man auch die reguläre Darstellung einer unendlichen Grup-
pe mit abzählbar vielen Elementen konstruieren.

• Die Matrixelemente können wegen

(ρ(gk))ij =
〈
ei

∣∣ρ(gk)
∣∣ej

〉
=
〈
ei

∣∣el

〉
= δil,

wobei gk ∗G gj = gl ist, nur die Werte 0 und 1 annehmen.

• Die Diagonalelemente aller (ρ(gk)ij)(i,j)∈{1,...,|G|}2 verschwinden, außer für
(ρ(eG)ij)(i,j)∈{1,...,|G|}2 = E|G|.

2.2.2 Beispiel

Die reguläre Darstellung der Gruppe Z/3Z ist

V = C3, ρ(e) = E3, ρ(g) =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 und ρ(h)

 0 1 0
0 0 1
1 0 0


2.3 Def. Äquivalenz von Darstellungen

In einem Vektorraum ist die Wahl einer Basis nicht eindeutig. Alle Basen sind
gleichberechtigt. Geht man von einer Basis durch eine lineare Transformation S
in eine andere Basis′ über, so ändert sich die Darstellung der Elemente von G.
Die Dimension der Darstellung bleibt jedoch erhalten. Ändert sich die Darstel-
lung aller Elemente g ∈ G folgendermaßen:

ρ(g)′ = S−1ρ(g)S,

so heißen zwei solche Darstellungen (V, ρ) und (V, ρ′), für die es eine derartige
lineare Transformation S ∀g ∈ G gibt, äquivalent. Diese Bezeichnung folgt in
Anlehnung daran, dass diese Relation R ⊂ GL(V )×GL(V ) mit A ∼R B gdw.
A = S−1BS für ein S ∈ GL(V ) eine Äquivalenzrelation definiert.
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2.3.1 Bemerkung

Die Darstellungen der Elemente einer Konjugationsklasse sind alle paarweise
äquivalent.

2.4 Der Charakter

Es sei an dieser Stelle an die Spur einer quadratischen Matrix (Mij)(i,j)∈N2

erinnert.
Spur(M) =

∑
i

Mii

Die Spur des Produkts zweier gleich großen quadratischen Matrizen (Aij)(i,j)∈N2

und (Bij)(i,j)∈N2 ist unabhängig von der Reihenfolge der Produzenten:

Spur(AB) = Spur(AB),

wie man mit ein wenig Aufwand nachrechnen kann. Dies gilt auch für Operato-
ren1. Betrachtet man nun den oberen Fall, so erhält man:

Spur(ρ(g)′) = Spur(S−1ρ(g)S) = Spur(ρ(g)SS−1) = Spur(ρ(g)) ∀g ∈ G.

Die Spur der Darstellung eines Elementes g ∈ G ist also eine Größe, die für
äquivalente Darstellungen gleich ist.
Man nennt allgemein χ(g) = Spur(ρ(g)) den Charakter von g unter der Dar-
stellung (V, ρ).
Später werden einige, erstaunliche Beziehungen zwischen Charakteren und Dar-
stellungen hergeleitet werden.

2.4.1 Bemerkungen

• Der Charakter des neutralen Elementes eG einer endlichen Gruppe G ist
immer die Dimension der Darstellung.

• Der Charakter jeden Elementes einer endlichen Gruppe G ist bei der Eins-
darstellung immer die Dimension der Darstellung.

• Bei der regulären Darstellung ist, bis auf den Charakter des neutralen
Elementes, jeder Charakter Null.

• Von diesen Bemerkungen wird bei der Orthogonalitätsrelation für Cha-
raktere Gebrauch gemacht werden.

2.5 Def. unitäre Darstellung

Eine Darstellung (V, ρ) einer Gruppe G heißt unitär gdw. der Operator (bzw.
die Matrix) ρ(g) unitär ist ∀g, d.h. (ρ(g)T )∗ = (ρ(g)∗)T = ρ(g)† = ρ(g)−1

2.5.1 Bemerkung

Die Wichtigkeit dieser Definition wird sich im folgendem Satz zeigen, in welchem
gesagt wird, dass alle Darstellungen endlicher Gruppen äquivalent zu unitären
Darstellungen sind.

1Wie man dies zeigen kann, weiß ich aber nicht.

8



2.6 Satz über unitäre Darstellungen einer endlichen Grup-
pe

Jede Darstellung einer endlichen Gruppe ist äquivalent zu einer unitären Dar-
stellung.

Beweis:
Sei (V, ρ) eine Darstellung der endlichen Gruppe G. Definiere auf V
das Skalarprodukt

(x, y) =
1
|G|

∑
g∈G

〈
ρ(g)x

∣∣ρ(g)y
〉
,

wobei
〈∣∣〉 das Standardskalarprodukt auf V ist, also.

〈
x, y
〉

=
N∑

j=1

xjy
∗
j

im endlichdimensionalen Fall und〈
x, y
〉

=
∫

x∗(q)y(q)dq

im Falle eines unendlichdimesionalen Hilbertraumes, in Anlehnung
daran, dass die Vektoren im Hilbertraum auch Funktionen seien
können.
Der hier vorgestellte Beweisversuch geht in beiden Fällen ähnlich.
Sei h ∈ G, dann ist:

(ρ(h)x, ρ(h)y) =
1
|G|

∑
g∈G

〈
ρ(g)ρ(h)x

∣∣ρ(g)ρ(h)y
〉

=
1
|G|

∑
g∈G

〈
ρ(g ∗G h)x

∣∣ρ(g ∗G h)y
〉

=
1
|G|

∑
g′∈G

〈
ρ(g′)x

∣∣ρ(g′)y
〉

= (x, y)

Die Umformung im zweiten Schritt war möglich, da mit g die Ver-
knüpfung g ∗G h alle Gruppenelemente durchläuft. Man betrachte
nun die explizite Formel des Skalarprodukts (ρ(h)x, ρ(h)y):

(ρ(h)x, ρ(h)y) =
∑
g∈G

∫
(ρ(g ∗G h)x)∗ρ(g ∗G h)ydq

=
∑
g′∈G

∫
(ρ(g′)x)∗ρ(g′)ydq

Man kann nun alles vergessen, was man über die innere Zusammen-
setzung von g′ weiß. Die Summe der Integrale bleibt genau gleich,
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wenn man nun g′ = h ∗G g′′ schreibt und über alle g′′ ∈ G sum-
miert. Dies bedeutet im Grunde genommen nur eine Umsortierung
der Summanden. Deswegen war es wichtig vorher zu prüfen, dass die
Summe der Integrale konvergiert.

=⇒ (ρ(h)x, ρ(h)y) =
1
|G|

∑
g′′∈G

∫
(ρ(h ∗G g′′)x)∗ρ(h ∗G g′′)ydq

=
1
|G|

∑
g′′∈G

∫
x∗(ρ(h ∗G g′′))†ρ(h ∗G g′′)ydq

=
1
|G|

∑
g′′∈G

∫
x∗(ρ(g′′))†(ρ(h))†ρ(h)ρ(g′′)ydq

= (x, y) ∀x, y ∈ V, ∀h ∈ G.

=⇒ (ρ(h))†=(ρ(h))−1, da das Skalarprodukt nicht ausgeartet ist.

2.7 Def. Direkte Summe von Darstellungen

Seien (V, ρ) und (W,σ) zwei Darstellungen einer Gruppe G über einen festen
Körper K, so wird ihre direkte Summe definiert als Paar (V

⊕
W, (ρ, σ)) mit

(ρ, σ)(g) = (ρ(g), σ(g)). In Matrixschreibweise ist

(ρ(g), σ(g)) =
(

ρ(g) 0
0 σ(g)

)
Analog wird so die direkte Summe beliebig vieler Darstellungen definiert.

2.7.1 Bemerkung

Für die folgenden Betrachtungen wird die direkte Summe nur aus endlich vielen
Unterdarstellungen gebildet werden. In diesem Fall stimmt die direkte Summe
mit dem kartesischen Produkt überein.

2.8 Def. Unter-, irreduzible, reduzible und vollständig re-
duzible Darstellung

Sei (V, ρ) Darstellung einer Gruppe G.

• Sei U ⊂ V ein Untervektorraum von V , so heißt U Unterdarstellung von
V gdw. ρ(g)(u) ∈ U ∀g ∈ G und ∀u ∈ U .

• Die Darstellung (V, ρ) heißt irreduzibel oder einfach gdw. {0V } und V die
einzigen Unterdarstellungen von V sind und reduzibel falls nicht.

• Die Darstellung (V, ρ) heißt vollständig reduzibel gdw. sie sich als eine
direkte Summe irreduzibler Darstellungen schreiben lässt.
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2.9 Satz über die Reduziblität endlicher Gruppen

Jede Darstellung einer endlichen Gruppe ist vollständig reduzibel

Beweis:
Sei (V, ρ) eine unitäre Darstellung der endlichen Gruppe G. Ist sie
irreduzibel, so ist nichts zu zeigen.
Sei diese unitäre Darstellung also reduzibel, mit den Unterdarstel-
lungen U1, U2, ..., UN .
Zeige nun, dass V/

⋃N
i=1 Ui eine Unterdarstellung von V ist. Der

Einfachheit nenne
⋃N

i=1 Ui = U und betrachte dies als eine einzige
Unterdarstellung. Im Folgenden ist v, w ∈ V/U und u, u′ ∈ U .
Betrachte den folgenden Operator:

P 0 =
1
|G|

∑
g∈G

ρ(g)PUρ(g−1),

wobei PU die Projektion auf U ist, also PU (u) = id(u) = u und
PU (v) = 0.
P 0(u) = u, da U eine Unterdarstellung ist.
P 0(v) = 0, denn wäre ρ(g−1)(v) in V , insbesondere mit Kompo-
nenten in U , so könnte man ρ(g−1)(v) schreiben als w + u =⇒
ρ(g)(w + u) = ρ(g)(w) + ρ(g)(u) = v′ + u = v, im Widerspruch
zur Voraussetzung von v.
∀h ∈ G gilt:

ρ(h)P 0 = ρ(h)
1
|G|

∑
g∈G

ρ(g)PUρ(g−1)

=
1
|G|

∑
g∈G

ρ(h ∗G g)PUρ(g−1)

=
1
|G|

∑
g′∈G

ρ(g′)PUρ((g′)−1 ∗G h)

=
[ 1
|G|

∑
g∈G

ρ(g)PUρ(g−1)
]
ρ(h)

= P 0ρ(h)

Also gilt ∀v ∈ V/U , dass ρ(h)(v) ∈ V/U , weil P 0ρ(h)(v) = ρ(h)P 0(v) =
0. V/U ist also ebenfalls eine Unterdarstellung von V . Mit Induktion
kann man jetzt die Unterdarstellungen weiter zerlegen.

2.10 Lemma von Schur Teil 1

Seien (V, ρV (g)) und (W,ρW (g)) zwei inäquivalente, irreduzible Darstellungen
von einer endlichen Gruppe G und A : V −→ W linear, so dass gilt

ρW (g)A = AρV (g) ∀g ∈ G,

dann ist schon A=0.
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Beweis:
Betrachte den Kern von A.
Sei

∣∣µ〉 ∈ Kern(A) =⇒ ρV (g)
∣∣µ〉 ∈ Kern(A) ∀g ∈ G, da

ρW (g)[A
∣∣µ〉] = 0 = A[ρV (g)

∣∣µ〉].
=⇒ Kern(A) ist ein unter ρV (g) invarianter Raum ∀g ∈ G, also eine
Unterdarstellung von V. Da (V, ρV (g)) nach Voraussetzung irreduzi-
bel ist, ist Kern(A) = 0V oder Kern(A) = V . Wäre Kern(A) = V ,
so wäre bereits A ≡ 0. Also sei Kern(A) = 0V , d.h. A ist injektiv.
Da A linear ist, ist A ein injektiver Homomorphismus
Betrachte nun das Bild von A. Bild(A) ist eine Untergruppe von W,
da A ein Gruppenhomomorphismus ist.
∀
∣∣µ〉 ∈ V/{0V } ist ρW (g)[A

∣∣µ〉] = A[ρV (g)
∣∣µ〉] 6= 0W ∀g ∈ G, da

A, ρV (g) und ρW (g) injektiv sind. Wegen der Irreduzibilität von
(W,ρW (g)) =⇒ Bild(A) = 0W oder Bild(A) = W . Ist Bild(A) =
0W , so ist schon A ≡ 0. Es ist also Bild(A) = W =⇒ A ist surjektiv
=⇒ A ist bijektiv.
Aus ρW (g)A = AρV (g) ∀g ∈ G folgt also A−1ρW (g)A = ρV (g) ∀g ∈
G, im Widerspruch zur Inäquivalenz von (V, ρV (g)) und (W,ρW (g)).

2.11 Lemma von Schur Teil 2

Seien (V, ρ1(g)) und (V, ρ2(g)) zwei äquivalente, irreduzible, n-dimensionale Dar-
stellungen (insbesondere endlich) von einer endlichen Gruppe G. Gilt

ρ1(g)A = Aρ2(g) ∀g ∈ G,

so folgt A = λEn, wobei λ ∈ C und En die Einheitsmatrix in GLn(K) ist.

Beweis:
Sei O.B.d.A ρ1(g) = ρ2(g), sonst schreibe um:
ρ1(g)A′ = A′ρ2(g) = A′S−1ρ1(g)S ⇐⇒ ρ1(g)A′S−1 = A′S−1ρ1(g).
Schreibe nun A := A′S−1 und es folgt ρ1(g)A = Aρ1(g) ∀g ∈ G
A muss eine n× n-Matrix sein, da ρ(g) eine ist.
Da dim(V ) = n endlich ist, hat A mindestens einen Eigenwert λ ∈ C
(das charakteristische Polynom det(A−λEn) ist immer 6= 0). Sei

∣∣µ〉
der zugehörige Eigenvektor.
=⇒ ρ(g)(A− λEn) = (A− λEn)ρ(g) ∀g ∈ G, da die Einheitsmatrix
mit allen anderen Matrizen kommutiert. Schreibe B := (A − λEn)
=⇒ ρ(g)B = Bρ(g) ∀g ∈ G. Wende beiden Seiten auf

∣∣µ〉 an. =⇒
ρ(g)[B

∣∣µ〉] = B[ρ(g)
∣∣µ〉] = 0 ∀g ∈ G. ρ(g)

∣∣µ〉 6= 0, da ρ(g) eine
bijektive, lineare Abbildung ist. Aus diesem Grund muss ρ(g)

∣∣µ〉 ein
weiterer Eigenvektor von A zum Eigenwert λ sein ∀g ∈ G. Diese
Prozedur mehrfach durchgeführt bedeutet aber nun, dass der Spann
aller Eigenvektoren von A zum Eigenwert λ invariant unter ρ(g)
∀g ∈ G ist, also eine Unterdarstellung. Nach Vorraussetzung ist ρ(g)
irreduzibel, d.h. der Spann aller Eigenvektoren von A zum Eigenwert
λ ist entweder 0V oder V selbst. 0V ist nach der Definition von
Eigenvektoren nicht möglich =⇒ kern(B) = V =⇒ A = λEn
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2.12 Die Fundamentale Orthogonalitätsrelation

Seien (Vα, ρα) und (Vβ , ρβ) für α 6= β zwei irreduzible inäquivalente Darstellun-
gen einer endlichen Gruppe G. Für α = β seien die Darstellungen irreduzibel
und äquivalent, also O.B.d.A. schon gleich.
Betrachte den Operator

B :=
∑
g∈G

ρα(g)Aρβ(g−1)

für eine zunächst beliebige lineare Abbildung A. Anwendung von ρα(h) für ein
beliebiges h ∈ G von links ergibt:

ρα(h)
∑
g∈G

ρα(g)Aρβ(g−1) =
∑
g∈G

ρα(h)ρα(g)Aρβ(g−1) =
∑
g∈G

ρα(h ∗G g)Aρβ(g−1)

Beim Durchlaufen aller g ∈ G durchläuft h ∗G g alle g′ ∈ G, also∑
g∈G

ρα(h ∗G g)Aρβ(g−1) =
∑
g′∈G

ρα(g′)Aρβ(g′−1 ∗G h)

=
∑
g∈G

ρα(g)Aρβ(g−1)ρβ(h)

=
[∑

g∈G

ρα(g)Aρβ(g−1)
]
ρβ(h)

=⇒ ρα(h)B = Bρβ(h) ∀h ∈ G, es sind also die Bedingungen für das Lemma
von Schur erfüllt.

=⇒ B =
∑
g∈G

ρα(g)Aρβ(g−1) = λα
AδαβE,

wobei λα
A ∈ C eine Konstante ist, die von der Darstellung und der linearen

Abbildung A abhängt und E die Identität (Einheitsmatrix) darstellt.
In rein formaler Matrixschreibweise, also ohne darauf zu achten ob die Summen
konvergieren oder nicht, sieht die Gleichung für den Fall α = β folgendermaßen
aus: ∑

g∈G

∑
k,l

(ρα(g))ikAkl(ρα(g−1))lj = λα
A(E)ij .

Wähle nun A = Ers, also diejenige Matrix, die nur in der Komponenten rs eine
1 hat und sonst nur 0. Ers = δkrδls. Es folgt:

=⇒ λα
rs(E)ij =

∑
g∈G

(ρα(g))ir((ρα(g))−1)sj

Nimmt man nun die Spur bzgl. ij, so erhält man:

=⇒ λα
rsdim(Vα) =

∑
g∈G

(ρα(e))sr = δsr|G| =⇒ λα
rs =

|G|
dim(Vα)

δrs

Insgesamt erhält man die sogenannte fundamentale Orthogonalitätsrelation:∑
g∈G

(ρα(g))ir(ρβ(g−1))sj =
|G|

dim(Vα)
δαβδijδrs
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2.13 Orthogonalität von Charaktären

Bildet man auf beiden Seiten der fundamentalen orthogonalen Relation die Spur
bzgl. ir und sj durch

∑
i,j δirδsj , so erhält man folgende Beziehung für die

Charaktere von irreduziblen Darstellungen:∑
g∈G

χα(g)χβ(g−1) =
|G|

dim(Vα)
δαβ

∑
i,j

δijδij =
|G|

dim(Vα)
δαβ

∑
i

δii = |G|δαβ

Etwas abstrakter aufgefasst, hat man also ein Skalarprodukt auf der Menge der
Charaktere erhalten:〈

χα
∣∣χβ
〉

:=
1
|G|

∑
g∈G

χα(g)χβ(g−1) = δαβ

Wie bereits angesprochen sind die Charaktere auf den Konjugationsklassen von
G konstant, d.h. für alle Elemente aus einer Konjugationsklasse nehmen die Cha-
raktere die selben Werte an. Weiterhin wird G von seinen Konjugationsklassen
disjunkt zerlegt. Habe also G k Konjugationsklassen Ki, in denen jeweils ki, i=1,
..., k, Elemente liegen. Die Summe kann dann wie folgt umgeschrieben werden:

1
|G|

∑
g∈G

χα(g)χβ(g−1) =
1
|G|

k∑
i=1

kiχ
α
i (χβ

i )∗ = δαβ ,

wobei χα
i bzw. χβ

i der Charakter ausgewertet an einem Repräsentanten der
Konjugationsklasse Ki ist. Die komplexe Konjugation kommt dadurch herein,
dass χβ an einem Representanten−1 ausgewertet werden muss, d.h. ρβ(g−1) =
(ρβ(g))−1 = (ρβ(g))†, da jede Darstellung einer endlichen Gruppe äquivalent zu
einer unitären Darstellung ist. Das Transponieren ändert aber die Spur einer
Matrix nicht.
Obere Gleichung kann man aber nun als Orthogonalitätsrelation zweier Vekto-
ren χα = (

√
k1χ

α
1 , ...,

√
kkχα

k ) in einem k-dimensionalen Raum auffassen. In so
einem Raum kann es aber nicht mehr als k orthogonale Vektoren geben, d.h.
wenn r die Anzahl der irreduziblen Darstellungen von G sind, dann muss folglich
r ≤ k gelten. Wäre dies nicht der Fall, so gäbe es noch einen von den anderen
verschiedenen Charakter, was aber nicht sein kann.
Für α = β erhält man:∑

g∈G

χα(g)χα(g−1) =
∑
g∈G

|χα(g)|2 = |G|

Das bedeutet, dass die Summe der Quadrate der Charaktere der irreduziblen
Darstellungen gleich der Gruppenordnung ist. Dies kann man als Kriterium für
die irreduzibilität einer Darstellung verwenden.
Eine weitere wichitge Relation erhält man, wenn man ρβ als die Einsdarstellung
wählt, also ρβ(g) = id und χβ(g) = dim(Vβ) ∀g ∈ G und ρα verschieden. Es
folgt dann nämlich: ∑

g∈G

χα(g) = 0
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Die Summe der Charaktere aller Gruppenelemente ist für jede irreduzible Dar-
stellung, die nicht die Einsdarstellung ist, Null!
Man kann auch eine Orthogonalitätsrelation bzgl. ij herleiten.
Definiere dazu den Operator f mit Matrixelementen fiα =

√
ki

|G|χ
α(gi), wobei

gi ein Repräsentant der Konjugationsklasse Ki ist. Es gilt

(f†f)αβ =
∑

l

(f†)αl(f)lβ =
∑

l

√
kl

|G|
χα(gl)

√
kl

|G|
χβ(gl) = δαβ ,

nach der Orthogonalitätsbedingung. Es gilt also f†f = E, also f† = f−1. f ist
also quadratisch und unitär. Hieraus folgt wiederum ff† = E, oder ausgeschrie-
ben:

r∑
α=1

√
ki

|G|
χα(gi)

√
kj

|G|
χα(gj) = δij

Analog zu bisherigen Überlegungen ist dies eine Orthogonalitätsbedingung für
die Vektoren

√
ki

|G|χ(gi) = (
√

ki

|G|χ
1(gi), ...,

√
ki

|G|χ
r(gi)) in einem r-Dimensionalen

Raum. In diesem kann es nicht mehr als r orthogonale Vektoren geben =⇒ k ≤ r.
Aus k ≤ r und r ≤ k folgt nun aber r = k! Es wurde somit der folgende Satz
bewiesen:

2.14 Satz über die Anzahl der irreduziblen Darstellungen
einer endlichen Gruppe

Die Anzahl der irreduziblen Darstellungen einer endlichen Gruppe ist gleich der
Anzahl der Konjugationsklassen derselbigen.

2.15 Zerlegung in irreduzible Darstellungen

Sei (V, ρ) eine nicht notwendigerweise irreduzible Darstellung einer endlichen
Gruppe G. V lässt sich folgendermaßen zerlegen in

V =
r⊕

β=1

aβVβ , dim(V ) =
r∑

β=1

aβdim(Vβ)

r ist die Anzahl der Konjugationsklassen von G und aβ ist die Vielfachheit, mit
welcher die Unterdarstellung (Vβ , ρβ) in (V, ρ) vetreten ist. Analog sind

ρ =
r⊕

β=1

aβρβ

und

χ =
r∑

β=1

aβχβ

Mit der Orthogonalitätsrelation ergibt sich für die Vielfachheiten:

aα =
1
|G|

∑
g∈G

χ(g)(χα(g))∗
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Nimmt man nun für (V, ρ) die reguläre Darstellung an, so ergibt sich

aα =
1
|G|

χregulär(e)(χα(e))∗ =
1
|G|

|G|dim(Vα) = dim(Vα)

Dies in eingesetzt ergibt:

dim(V ) =
r∑

β=1

aβdim(Vβ) =
r∑

β=1

(dim(Vβ))2 = |G|

Die Summe der Quadrate der Dimensionen der irreduziblen Darstellungen muss
gleich der Gruppenordnung sein!
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3 Die irreduziblen Darstellungen der Permuta-
tionsgruppe Sn von n Elementen

3.1 Bemerkung

Die Wichitgkeit der Sn wird der folgende Satz von Cayley zeigen.

3.2 Satz von Cayley

Jede Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe.

Beweis:
Sei G eine Gruppe und X = G eine Menge. Definiere die Abbildung

λ : G −→ Sym(G), λ(g)(x) = g ∗G x ∀x ∈ X.

λ ist ein Homomorphismus von Gruppen, da
λ(g ∗G h)(x) = g ∗G h ∗G x = g ∗G λ(h)(x) =

[
λ(g)λ(h)

]
(x) ∀x ∈ X.

λ ist injektiv, denn sei λ(g) = eSym(X) = idX .
=⇒ g ∗G x = x ∀x ∈ X =⇒ g = eG =⇒ Kern(λ) = eG.
Betrachte nun:

λ : G −→ Bild(λ).

Dies ist nun ein Isomorphismus. Das Bild eines Gruppenhomomor-
phismus ist aber wieder eine Untergruppe.

3.2.1 Bemerkung

Nummeriere die Elemente eine Gruppe G mit |G| = n < ∞ durch.
φ : G −→ {1, 2, ..., n} ist bijektiv. Definiere auf {1, 2, ..., n} die folgende Grup-
penstruktur *:

i ∗ j = φ
(
φ−1(i) ∗G φ−1(j)

)
.

φ wird dadurch zu einem Isomorphismus. Habe also insgesamt die Kette:
Sym({1, ..., n}) ⊇ Untergruppe U ∼= {1, ..., n} ∼= G.
=⇒ Jede endliche Gruppe G ist isomorph zu einer Untergruppe der Permutati-
onsgruppe von |G| Elementen.

3.3 Die innere Struktur der Sn

3.3.1 Zykel

Sei σ ∈ Sn und m ≤ n. Seien m paarweise verschiedene Elemente a1, a2, ..., am

aus {1, 2, ..., n} gegeben. σ heißt ein m-Zykel gdw.

σ(ai) = ai+1

σ(am) = a1

σ(b) = b ∀b ∈ {1, 2, ..., n}/{a1, a2, ..., am}.
Einen 2-Zykel nennt man auch Transposition. Im Folgenden werden m-Zykel
notiert mit (a1...am). Ein σ ∈ Sn kann dann eindeutig (bis auf Reihenfolge der
Zyklen) geschrieben werden als Produkt von Zyklen, z.B. (a1...am)(b1...bk)(c),
wobei m + k + 1 = n seien muss und alle angegebenen Elemente paarweise
verschieden.
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3.3.2 Lemma

Sei σ ∈ Sn ein k-Zykel (i1...ik). ∀π ∈ Sn gilt πσπ−1 ist ein k-Zykel.

Beweis:
Sei i ∈ {1, ..., n}. Ist π−1(i) 6∈ {i1, ..., ik}, dann ist πσ(π−1(i)) =
π(π−1(i)) = i. Ist aber π−1(i) = ir ∈ i1...ik, dann ist πσπ−1(i) =
π(ir+1), wobei r + 1 = 1 für r = k. Da π ∈ Sn bijektiv ist, ist aber
π(ir) = i und damit (πσπ−1)(π(ir)) = π(ir+1) ein k-Zykel.

3.3.3 Satz über die Konjugationsklassen der Sn

Die Konjugationsklasse SnσS−1
n einer Permutation σ ∈ Sn besteht aus allen

Permutationen aus Sn mit der gleichen Zykelstruktur.

Bestehe σ aus r kr-Zykeln: σ = (a1...ak1)(b1...bk2)...(c1...ckr
).

πσπ−1 = π(a1...ak1)(b1...bk2)...(c1...ckr
)π−1

= π(a1...ak1)π
−1π(b1...bk2)π

−1π...π−1π(c1...ckr )π
−1.

Nach dem Lemma bleibt also die Zykelstruktur (k1, ..., kr) erhalten.
Seien nun σ und σ′ zwei Permutationen mit gleicher Zykelstruktur.
σ = (a1...ak1)(b1...bk2)...(c1...ckr )
σ′ = (a′1...a

′
k1

)(b′1...b
′
k2

)...(c′1...c
′
kr

)
Definiere π ∈ Sn durch π(a1) = a′1, ..., π(ckr

) = c′kr
, dann gilt

πσπ−1 = σ′

3.3.4 Bemerkungen

• Zykelstrukturen (k1, ..., kr), die aus Permutation der ki entstehen, werden
als gleich betrachtet. Vereinbarungsgemäß, werden die ki der Größe nach
geordnet, also (k′1, ..., k

′
r), so dass k′i ≥ k′i+1 für i = 1, ..., r − 1.

• Mit Hilfe dieses Satzes ist es nun möglich die Anzahl der Konjugationsklas-
sen von Sn und damit die Anzahl der irreduziblen Darstellungen zu finden.
Die Anzahl der Konjugationsklassen ist nämlich die Anzahl der möglichen
verschiedenen Zykelstrukturen, oder anders die Anzahl der Möglichkeiten
n als Summe natürlicher Zahlen zu schreiben.

3.4 Partition eine natürlichen Zahl

Die Partition λ einer natürlichen Zahl 6= 0 ist ein Tupel (λ1, ..., λk) von natürli-
chen Zahlen 6= 0, mit λi ≥ λi+1, i = 1, ..., r − 1 und

∑r
i=1 λi = n.

3.5 Young Diagramme und Eigenschaften

Ein Young Diagramm ist die graphische Darstellung einer Partition einer natürli-
chen Zahl n durch Kästchen. Dabei gibt der Index i bei λi die Zeile an und λi

die Anzahl der Kästchen in der Zeile. Die Zeilen werden von oben nach unten
gezählt (sogenannte englische Notation).
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Hinweis dies ist eine willkürliche Vereinbarung, die sich als brauchbar herausge-
stellt hat! Es ist auch andere Vereinbarungen denkbar, wie z.B. dass die Reihen
von unten nach oben gezählt werden (sogenannte französische Notation).

Das Bild zeigt die Partition λ=(5,3,2,2,1) von 13. Links ist die französische und
rechts die englische Notation.
Im Folgendem wird von einem Young Diagramm der Gestalt λ gesprochen wer-
den, wenn das Young Diagramm zu Partition λ gemeint ist.
Wie man sich überlegen mag, gibt es eine 1:1 Korrespondenz zwischen den Par-
titionen der natürlichen Zahl n und den Konjugationsklassen der Sn und damit
zu den irreduziblen Darstellungen der Sn.
Z.B. bedeutet n = 5 = 3 + 1 + 1, dass die Konjugationsklasse diejenige ist mit
einem 3-Zykel und zwei 1-Zykeln. Die Anzahl aller möglichen Young Diagram-
me, d.h. die Anzahl aller Partitionen zu einer natürliche Zahl n, ist nach bereits
Gesagtem gleich der Anzahl der Konjugationsklassen der Sn. Diese wiederum
ist die Anzahl der irreduziblen Darstellungen der Sn.

3.6 Young Tableau und Eigenschaften

Die Kästchen der Young Diagramme kann man nun mit Zahlen füllen. Dabei
wird eine Leserichtung vereinbart: von links nach rechts und von oben nach un-
ten (wie man ein Buch liest).
Das mit den Zahlen befüllte Young Diagramm heißt dann Young Tableau. Wer-
den die Zahlen in jeder Reihe bzw. Spalte von links nach rechts bzw. von oben
nach unten größer, so heißt das Young Tableau standard. Das Young Tableau
heißt normal, wenn man beim Lesen der Zahlen in Leserichtung die Zahlenab-
folge 1,2,...,n erhält.

5 7 2 1
4 6
3

1 2 3 6
4 5
7

1 2 3 4
5 6
7

Das mittlere Tableau ist standard, das rechte Tableau ist normal.
Liest man nun die Zahlenfolge in Leserichtung ab, z.B. für n=7: 2,3,7,1,5,6,4, so
ordnet man dies dem Basisvektor |2371564

〉
der regulären Darstellung zu, wobei

|2371564
〉

die Permutation 1234567 7−→ 2371564 ist.
Der Symmetrisierer s des Young Tableaus der Gestalt λ ist die Summe aller
Permutationen der Zeilenzahlen innerhalb einer Zeile.
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Der Antisymmetrisierer a des Young Tableaus der Gestalt λ ist die Summe al-
ler Permutationen multipliziert mit ihrem Signum der Spaltenzahlen innerhalb
einer Spalte.
Multipliziert man den Antisymmetrisierer a und den Symmetrisierer s so erhält
man den sogenannten Young Symmetrisierer Y=as. Bildet man nun den Young
Symmetrisierer zu den standard Young Diagrammen einer festen Gestalt λ, so
erhält man Basisvektoren, welche eine irreduzible Unterdarstellung aufspannen.
Mit diesen Vektoren können dann die Darstellungsmatrizen der Gruppenele-
mente auf der Unterdarstellung ausgerechnet werden.
Da diese Aussage in fast allen Büchern steht, aber nie explizit durchexerziert
wird, hier ein Beispiel:

3.7 Bestimmung der irreduziblen Darstellungen der S3 mit-
tels Young Tableaus

Für die S3 gibt es drei Young Diagramme:

Betrachte das der linken Gestalt. Es gibt sechs verschiedene Young Tableaus
dafür:

1 2 3 2 1 3 3 2 1

2 3 1 1 3 2 3 1 2

Der Antisymmetrisierer ist die Identität, der Symmetrisierer ist die Summe
über alle Elemente der S3, d.h. der Young Symmetrisierer ist die Summe über
alle Elemente der S3, also Y = id+(12)+(13)+(23)+(123)+(132). Insbesondere
sind für alle diese Young Tableaus der Antisymmetrisierer, der Symmetrisierer
und der Young Symmetrisierer gleich! Der Young Symmetrisierer muss nun auf
alle Vektoren, die man durch das Lesen der Tableaus erhält, angewandt werden:

•Y
∣∣123

〉
= id

∣∣123
〉

+ (12)
∣∣123

〉
+ (13)

∣∣123
〉

+ (23)
∣∣123

〉
+ (123)

∣∣123
〉

+ (132)
∣∣123

〉
=
∣∣123

〉
+
∣∣213

〉
+
∣∣321

〉
+
∣∣132

〉
+
∣∣312

〉
+
∣∣231

〉
=:
∣∣α〉

•Y
∣∣213

〉
= id

∣∣213
〉

+ (12)
∣∣213

〉
+ (13)

∣∣213
〉

+ (23)
∣∣213

〉
+ (123)

∣∣213
〉

+ (132)
∣∣213

〉
=
∣∣213

〉
+
∣∣123

〉
+
∣∣231

〉
+
∣∣312

〉
+
∣∣132

〉
+
∣∣321

〉
=
∣∣α〉

Analog gerechnet ergibt sich:
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•Y
∣∣321

〉
= Y

∣∣231
〉

= Y
∣∣132

〉
= Y

∣∣312
〉

= Y
∣∣213

〉
= Y

∣∣123
〉

=
∣∣123

〉
+
∣∣213

〉
+
∣∣321

〉
+
∣∣132

〉
+
∣∣312

〉
+
∣∣231

〉
=
∣∣α〉

Man erhält also einen Vektor
∣∣α〉, dessen Spann von S3 invariant gelassen wird.

Dieser Vektor
∣∣α〉, ist aber noch nicht normiert.

〈
α
∣∣α〉 = 6.

Definiere also
∣∣α′〉 := 1√

6

∣∣α〉. Somit gilt ∀π ∈ S3:〈
α′
∣∣ρ(π)

∣∣α′〉 = 1. Die so erhaltene irreduzible Darstellung ist also die 1-dimensionale
Einsdarstellung.

Nun betrachte das Young Diagramm der rechten Gestalt. Es gibt wieder sechs
verschiedene Young Tableaus:

1
2
3

2
1
3

3
2
1

2
3
1

1
3
2

3
1
2

Der Symmetrisierer ist die Identität, der Antisymmetrisierer ist die Summe
aller Elemente der S3 gewichtet mit ihrem Signum, also id− (12)− (13)− (23)+
(123) + (132). Der Young Symmetrisierer ist gleich dem Antisymmetrisierer.
Insbesondere sind für alle diese Young Tableaus der Antisymmetrisierer, der
Symmetrisierer und der Young Symmetrisierer gleich!

•Y
∣∣321

〉
= id

∣∣321
〉
− (12)

∣∣321
〉
− (13)

∣∣321
〉
− (23)

∣∣321
〉

+ (123)
∣∣321

〉
+ (132)

∣∣321
〉

=
∣∣321

〉
−
∣∣312

〉
−
∣∣123

〉
−
∣∣231

〉
+
∣∣213

〉
+
∣∣132

〉
=:
∣∣β〉

•Y
∣∣312

〉
= id

∣∣312
〉
− (12)

∣∣312
〉
− (13)

∣∣312
〉
− (23)

∣∣312
〉

+ (123)
∣∣312

〉
+ (132)

∣∣312
〉

=
∣∣312

〉
−
∣∣321

〉
−
∣∣132

〉
−
∣∣213

〉
+
∣∣231

〉
+
∣∣123

〉
= −

∣∣β〉
Analog errechnet sich:

•Y
∣∣123

〉
= Y

∣∣231
〉

= −
∣∣β〉

•Y
∣∣213

〉
= Y

∣∣132
〉

=
∣∣β〉∣∣β〉 spannt also einen Untervektorraum auf, der von S3 invariant gelassen wird,

bildet also eine 1-dimensionale Unterdarstellung.
∣∣β〉 ist aber noch nicht nor-

miert wegen
〈
β
∣∣β〉 = 6. Definiere daher

∣∣β′〉 = 1√
6

∣∣β〉. Für die Darstellungen
der Elemente folgt:
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ρ(id) =
〈
β′
∣∣id∣∣β′〉 =

〈
β′
∣∣β′〉 = 1

ρ((12)) =
〈
β′
∣∣(12)

∣∣β′〉 =
〈
β′
∣∣− β′

〉
= −1

ρ((13)) =
〈
β′
∣∣(13)

∣∣β′〉 =
〈
β′
∣∣− β′

〉
= −1

ρ((23)) =
〈
β′
∣∣(23)

∣∣β′〉 =
〈
β′
∣∣− β′

〉
= −1

ρ((123)) =
〈
β′
∣∣(123)

∣∣β′〉 =
〈
β′
∣∣β′〉 = 1

ρ((132)) =
〈
β′
∣∣(132)

∣∣β′〉 =
〈
β′
∣∣β′〉 = 1

Die so erhaltene irreduzible Darstellung ist unitär, was nicht schwierig einzuse-
hen ist. Weiterhin zeigt eine kleine Rechnung mit den Charaktären:∑

g∈S3

|χ(g)|2 = 6 = |S3|,
∑
g∈S3

χ(g) = 0,

was durch die hergeleiteten Formeln aus der Orthogonalitätsbeziehung für Cha-
raktere vorhergesagt wurde!

Zu guter Letzt wird nun das Young Diagramm der mittleren Gestalt betrachtet.
Wieder gibt es sechs Young Tableaus:

1 2
3

1 3
2

2 1
3

2 3
1

3 2
1

3 1
2

Symmetrisierer, Antisymmetrisierer und Young Symmetrisierer sind nun nicht
mehr für jedes Tableau gleich. Sie müssen für alle Tableaus einzeln ausgerechnet
werden. Dies erfordert viel Arbeit und soll exemplarisch an dem Tableau ganz
links durchgeführt werden, also dasjenige, welchen den Basisvektor

∣∣123
〉

der
regulären Darstellung ergibt.
s = id + (12), a = id− (13) =⇒ Y = as = (id− (13))(id + (12)) = id + (12)−
(13)− (13)(12) = id + (12)− (13)− (132).

•Y
∣∣123

〉
=
∣∣123

〉
+
∣∣213

〉
−
∣∣321

〉
−
∣∣231

〉
=:
∣∣γ〉

Analog gerechnet ergibt sich für die anderen Tableaus (Y ist immer der für das
Tableau gültige Young Symmetrisierer !):

•Y
∣∣132

〉
=
∣∣132

〉
+
∣∣312

〉
−
∣∣231

〉
−
∣∣321

〉
=:
∣∣δ〉

•Y
∣∣213

〉
=
∣∣213

〉
+
∣∣123

〉
−
∣∣312

〉
−
∣∣132

〉
=
∣∣γ〉− ∣∣δ〉

•Y
∣∣231

〉
=
∣∣231

〉
+
∣∣321

〉
−
∣∣132

〉
−
∣∣312

〉
= −

∣∣δ〉
•Y
∣∣312

〉
=
∣∣312

〉
+
∣∣132

〉
−
∣∣213

〉
−
∣∣123

〉
= −

∣∣γ〉+
∣∣δ〉

•Y
∣∣321

〉
=
∣∣321

〉
+
∣∣231

〉
−
∣∣123

〉
−
∣∣213

〉
= −

∣∣γ〉∣∣γ〉 und
∣∣δ〉 spannen einen unter S3 invarianten Untervektorraum auf, also eine

22



Unterdarstellung.

(12)
∣∣γ〉 =

∣∣γ〉− ∣∣δ〉 (12)
∣∣δ〉 = −

∣∣δ〉 (13)
∣∣γ〉 = −

∣∣γ〉 (13)
∣∣δ〉 =

∣∣δ〉− ∣∣γ〉
(23)

∣∣γ〉 =
∣∣δ〉 (23)

∣∣δ〉 =
∣∣γ〉 id

∣∣γ〉 =
∣∣γ〉 id

∣∣δ〉 =
∣∣δ〉

(123)
∣∣γ〉 =

∣∣δ〉− ∣∣γ〉 (123)
∣∣δ〉 = −

∣∣γ〉 (132)
∣∣γ〉 = −

∣∣δ〉 (132)
∣∣δ〉 = −

∣∣δ〉+
∣∣γ〉

Die Vektoren
∣∣γ〉 und

∣∣δ〉 sind aber noch nicht normiert oder orthogonal zuein-
ander. Definiere deshalb

∣∣γ′〉 = 1
2

∣∣γ〉 und mit Hilfe des Gram Schmidt Verfahren∣∣δ′〉 = 1√
3

∣∣δ〉− 1
2
√

3

∣∣γ〉. Diese beiden Vektoren sind orthonormiert und mit ihre
Hilfe ergeben sich die Darstellungsmatrizen der Gruppenelemente:

ρ(id) = E2 ρ((12)) =

(
1
2 −

√
3

2

−
√

3
2 − 1

2

)
ρ((13))

(
−1 0
0 1

)
ρ((23))

(
1
2

√
3

2√
3

2 − 1
2

)

ρ((123)) =

(
− 1

2 −
√

3
2√

3
2 − 1

2

)
ρ((132))

(
− 1

2

√
3

2

−
√

3
2 − 1

2

)
Die Darstellung ist eine 2-dimensionale, unitäre Darstellung und für die Cha-
raktere ergibt sich:∑

g∈S3

|χ(g)|2 = 6 = |S3|,
∑
g∈S3

χ(g) = 0,

was wiederum durch die hergeleiteten Formeln aus der Orthogonalitätsbezie-
hung für Charaktere vorhergesagt wurde!
Die Summe der Quadrate der Dimensionen der irreduziblen Darstellungen er-
gibt 12 +12 +22 = 1+1+4 = 6 = |S3|, wie es nach der Zerlegung in irreduzible
Darstellungen zu erwarten war. Es haben sich 3 irreduzible Darstellungen erge-
ben, was der Anzahl der Konjugationsklassen der S3 entspricht.

Alle hergeleiteten Formeln konnten also anhand dieses Beispieles voll bestätigt
werden!
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