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Prasenz-Aufgabe 8 Wirkungsquerschnitte und S-Matrixelemente

Ziel dieser Ubung ist es, zu verstehen, wie man physikalische Observablen (i.d.F.
den Wirkungsquerschnitt) eines Streuexperiments berechnet.

Dazu definieren wir zunichst den Wirkungsquerschnitt eines Streuexperiments,
in dem zwei Teilchenbiindel A, B mit Querschnittsfliche A, Langen [ 4, [z und
Dicheten p4 und pp mit einer Relativgeschwindigkeit v kollidieren. Man erwar-
tet, dass sich die Zahl der Streureignisse proportional zu A, l 4, Iz, pa, pg verhalt.
Der Wirkungsquerschnitt ist als die dazugehorige Proportionalitdtskonstante

definiert: o
_ #Streuereignisse
o=
Alalspaps
a) Wie vereinfacht sich diese Formel unter der Annahme konstanter Teilchendich-
ten pa, pg?

Neben der Information, wie hoch die Streurate (z.B. ee — ee, up, ...) ist, konnen
auch die Impulse der Teilchen im Endzustand gemessen werden. Dies fiihrt
zum differentiellen Wirkungsquerschnitt do/(d®p;...d%p,), der den Wirkungs-
querschnitt fiir eine Streuung in das Impulsraumvolumenelement dp;...d%p,, des
Endzustandes angibt. Dabei ist zu beachten, dass Viererimpulserhaltung gilt,
d.h. es gibt nur 3n — 4 Impulsfreiheitsgrade im Endzustand.

Im folgenden betrachten wir nur 2 — n-Prozesse, d.h. unser Anfangszustand ist
gegeben durch

[ Bha [ Php pa(ka)ds(kp)e Pks
oxtete = | (oofs | e oy et O

Hierbei wurde angenommen, dass die Wellenpakete A und B unhabhéngig von-
einander sind. ¢ 4 und ¢z sind die Fouriertransformierten der Wellenfunktionen,
aus denen die Information der relativen Position der Wellenpakete zueinander
explizit in den StoBparameter b herausgezogen wurde.

Strenggenommen miisste man den Endzustand genauso konstruieren, jedoch ist
es einfacher diese als Zustéinde in der Ubergangsamplitude mit scharfem Impuls
anzunehmen.! Wir multiplizieren daher nur das Quadrat der Amplitude mit
den entsprechenden Normierungsfaktoren

n/%5%)

Die Streuwahrscheinlichkeitsamplitude ist proportional zur Projetion der Anfangs-
auf die Endzusénde. Man definiert die sogenannte S-Matrix als das Produkt
der unitdren Operatoren, die die reinen Anfangs- in die reinen Endzustdnde
iiberfithren:

out(P1P2 - - - [kakp)in = Tli_I&(Ple e Dk k) = (pipa - - - |S|kaks).

!dieses Vorgehen ist gerechtfertigt, solange die Detektorauflésung oberhalb der de Broglie Wel-
lenldnge der Teilchen liegt.



Die Streumatrix enthélt bisher noch die Information iiber alle Prozesse, in denen
es zu keiner Kollision kommt. Weiterhin ist klar, dass S wegen Viererimpulser-
haltung einen Faktor §®) (k4 + ks —>_ ps) enthalten muss. Daher definiert man:

S=1+:T
(Pip2 ... [iT|kaks) = (27)*6™W (ka + ks — Y pr)iM(AB — 12..n).
Mit dem letzten Schritt haben wir die Amplitude in ein invariantes Matri-
xelement, das alle Informationen iiber die Wechselwirkung enthélt und einen

Teil der nur Kinematik beschreibt, zerlegt. Die Streuwahrscheinlichkeit, mit der
gewéhlten Normierung ist

a3
P(AB — 12...n) ( pf ! >’<P1P2---\¢A¢B>’2-

Dieser Ausdruck enthélt implizit noch die Abhéngigkeit des Streuparameters
aus (1). Fiir ein einzelnes Wellenpaket .4 und gemiss (1) verteilte Wellenpakete

B ist die Zahl der Streuereignisse
N,
N = /denlgP(b), mit 7 = 78.

Da wir 7z als konstant angenommen haben, ergibt sich fiir den totalen Wir-

kungsquerschnitt:
N / o
o= = [ dDP(b
N8N a ()
Nun koénnen alle Ausdriicke zusammengesetzt werden, um

e oy 1 . Phi dillks) [ A 0K
d"‘(ﬂ(%) w/2E>/d (H/ P V2E; J (27)? 2E{)
><eib(k%_kg)(out<{pf}’{ki}>in)(out<{pf}|{k;}>in)*

zu erhalten.
Nach weiteren Umformungsschritten, die an anderer Stelle diskutiert werden |,
erhélt man

o= —_—
2EA2EB|U_A—UA| 7 (271')3 1/2Ef
x| M(pa,ps — {psDIP2m) 6D (pa+ps =Y pp)-

Das Integral iiber die Impulse des Endzustandes hat die Form

dpf 1 4
/ ( 2E> 27‘[‘ 5 pr

wobei P den Viererimpuls des Anfangszustandes darstellt. Dieses Integral ist
Lorentz-invariant und wird als n-Teilchen Phasenraum der relativistischen Quan-
tenmechanik bezeichnet.




Hausaufgabe 14 Zwei-Teilchen-Phasenraum

Der differentielle Streuquerschnitt fiir den Prozess q1q2 — p1p2 ist gegeben durch

1 —_—~— ~—
do = 3 _ 22 (27)6 (@1 + g2 — p1 — p2)dprdpa| M? (2)
4 (Q1Q2) — 4195

mit dem {iblichen invarianten Integrationsmafi dp = d*p/ ((2%)32p0)|p0: S
und dem invarianten S-Matrixelement M.

a) Zeigen Sie, dass der Zweiteilchen-Phasenraum im Schwerpunktsystem gegeben

ist durch
— dQcms 1 (2|pous]

2m)i5t — p1 — p2)dprdpy = / —CCMS - (2B
/( ™) 0% (q1 + g2 — p1 — p2)dprdp2 1 87\ Eoars (3)
[7 Punkte]

b) Leiten Sie damit dann die folgenden Identitédten her:
do |pems| 1 do 1

= M = M]* (4)

dQcvms  |Goms| 6472s dat 647520 s
mit s = (p1 +p2)®, t = (p1 — q1)*.

[7 Punkte]

c) Wie vereinfachen sich diese Formeln fiir den Fall von vier identischen bzw. vier
masselosen Teilchen?

[4 Punkte]



