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Prisenz-Aufgabe 7 LSZ-Formel fiir Fermionen

Die LSZ Formel wird beschreibt, wie man Anfangs- und Endzusédnde fi Be-
schleunigerexperimente konstruiert.

In der freien Dirac-Theorie, erzeugt man Einteilchenzustédnde mit Hilfe Zeitun-
abhéngiger Erzeugungsoperatoren:

p,s,+) = bl(p)|0) (1)
Ip,s,—) = di(p)[0), (2)

wobei £+ zum Noether Strom gehorige Ladung () bezeichnen soll. Die Zustédnde
sind Lorenz-invariant normiert

(p,s,alp' ', q') = (2m)°8° (P — P)dssrOgq- (3)
Nach Blatt 7 gilt folgende Beziehung fiir die Erzeuger und Vernichter:
b= [ i) et to) (4)
di= [ @) ey (5)
i = [ @B e e k) (©)
dit = / dBx 05 (k) e 4% (). (7)

Wir betrachten einen Operator der freien Theorie, der ein Teilchen mit fester
Ladung und Spin, das im Impulsraum um p; und im Ortsraum um den Ursprung
lokalisiert ist:

o= [ Ephie), o)
mit
f1(p) o< exp[—(p — p1)*/40”].

Betrachtet man die Zeitentwichlung dieses Zustandes, propagiert das das Wel-
lenpaket und schmiert aus. Im Limes ¢ — 400 beschreibt dann ein Anfangs-
zustand der Form |i) = bib}|0), mit p; # Py, zwei weit entfernte Teilchen in
der fernen Vergangenheit. Wir nehmen an, dass dies auch in der wechselwir-
kenden Theorie giiltig ist, jedoch sind die Operatoren dann zeitabhingig. Um

dem Rechnung zu tragen, verwenden wir folgenden Ansatz fiir Anfangs- und
Endzustande:

i)y = D {Bh(I0),  17) = Tim bL(0BL(1)]0), (5)

wobei durch passende Normierung der Wellenpakete (i|i) = (f|f) = 1 erreicht
werden kann.



Mit den vorangegangenen Definitionen, ergibt sich die Streuamplitude zu (f|i).
Ziel der heutigen Ubung ist es, die Schritte zu einem praktischeren Ausdruck fiir
(f|i) nachzuvollziehen (in Analogie zu der in der Vorlesung behandelten LSZ
Formel fiir Bosonen).

a) Uberlegen Sie zunéchst, dass
bi(—00) — bj(+00) = i / d’pfi(p) / d'z¥(z)(i § +m)us, (p)e™.  (9)
Anleitung;:

e Verwenden Sie den Hauptsatz der Differential- und Intergralrechnung, um
die Differenz in ein Integral umzuschreiben.

Setzen Sie die gegebene Darstellung fiir df(¢) ein.

Werten Sie die Zeitableitung aus.

Wenden Sie die Dirac-Gleichung fiir den Spinor u,(p) an.
Nach partieller Integration wirken alle Ableitungen auf ¥ (x).

Analoge Rechnungen ergeben:
h(=00) = bi(+00) =i [ @ fie) [ doe P, (p)(-id + m)¥(a),
di(o) = di(+00) = =i [ @pilp) [ do e o, p)(-ip+ m)U(a),

—

di(—00) — di(+00) = —i/dgp f1(p)/d4a: T(2)(i § +m)vs, (p)e "

b) Nun kehren wir zur Streuamplitude zuriick:
(f1i) = (0lbzr (++00)bu (+00)b} (—00)bl(—00)|0).

Da obige Gleichung breits ein zeitgeordnetes Produkt darstellt, kann man, ohne
etwas zu dndern ein Zeitordnungsoperator einfiigen:

(f18) = (O] Ty (+00)by(+00)b} (—00)b(—00)[0). (10)

Man beachte jedoch, dass eventuelle Vertauschungen durch die Zeitordnung
Minuszeichen geméfider Antivertauschungsregeln der fermionischen Erzeuger
und Vernichter hervorrufen kénnen. Ersetzen Sie die Erzeugungs und Vernich-
tungsoperatoren in 10 durch die in a) gefundenen Ausdriicke und leiten Sie die



Lehmann-Symanzik-Zimmermann Formel fiir Spin 1/2 Teilchen ab:

<f|Z> = i4 /d4$1 d4932 d4IE1/ d4IL'2/

X e_ipl'wll ['asll (pl’)(_ial/ + m)]all
X e*ip2/I2’ [ﬂsgl (pQ’)(_Z’@T + m>]a2/

X (0T Wa,, (22)Va,, (21) Wa, (21) Vay (2)[0)
x [(i 91 +ma, (p1))]a, €™

X [(i P+t (P2))]ay €272,

c) Welche Rolle spielen die bei Vertauschung von Fermionoperatoren auftretenden
Vorzeichen fiir physikalische Observablen



