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Hausaufgabe 12 Diskrete Symmetrien der Dirac-Theorie I: Parität

Hier sollen diskrete Lorentz-Symmetrien diskutiert werden, die das Minkowski-
Produkt xµx

µ = (x0)2−~x2 erhalten, aber nicht durch eine kontinuierliche Trans-
formation aus der Identität hervorgehen.

(a) Eine davon ist die Paritätstransformation, P : (x0, ~x) → (x0,−~x), welche die
Händigkeit des Raumes ändert, ohne Spins abzuändern (warum ändern sich
Drehimpulse unter P nicht?). Die Implementierung auf dem Hilbert-Raum der
Dirac-Quantenfeldtheorie erfordert daher einen unitären Operator, der die Er-
zeuger und Vernichter (bis auf eine Phase) in solche für negativen Impuls
abändert:

Pbs~pP = ηbb
s
−~p Pds

~pP = ηdd
s
−~p

Die Notation ist hier so, dass der Dirac-Feldoperator die Form

ψ(x) =

∫
d̃p

2∑

s=1

[
bs~pu

s(p)e−ipx + d
s †
~p v

s(p)e+ipx
]

(1)

besitzt. Warum müssen Observablen unter zweimaliger Anwendung der Trans-
formation ungeändert bleiben? Zeigen Sie, dass dies P † = P impliziert, sowie für
die Phasen η2

b = ±1, η2
d = ±1 (weshalb kann auch −1 auftreten?). Mittels der

Notation x̃ = (x0,−~x) und p̃ = (p0,−~p) und der expliziten Gestalt der Spinoren
in der chiralen Darstellung us(p), vs(p), bestätigen Sie, dass us(p) = γ0us(p̃) und
vs(p) = −γ0vs(p̃). Leiten Sie daraus eine Forderung an die Phasen ab, so dass
der paritätstransformierte Feldoperator (mittels einer Substitution im Integral!)
geschrieben werden kann als

Pψ(x)P ≡ Pψ(t, ~x)P = ηbγ
0ψ(x̃) ≡ ηbγ

0ψ(t,−~x). (2)

[5 Punkte]

(b) Wie lautet die Transformation für ψ(x)?

[2 Punkte]

(c) Bestimmen Sie das Transformationsverhalten für Skalar ψ(x)ψ(x) = ψψ, Vek-
tor ψγµψ, Tensor iψ[γµ, γν ]ψ, Pseudovektor ψγµγ5ψ und Pseudoskalar ψγ5ψ.
Welche Bedeutung bekommt nun die Vorsilbe Pseudo?

[5 Punkte]

(d) Zeigen Sie mittels der Bedingung an die Phasen, dass ein Zustand aus einem
Dirac-Teilchen und -Antiteilchen (bs †~p d

s †
~p ) |0〉 negative intrinsische Parität be-

sitzt. Sie können die Impulse hierfür ignorieren.

[2 Punkte]

bitte wenden



Hausaufgabe 13 Diskrete Symmetrien der Dirac-Theorie II: Ladungskonjugation

Diese Symmetrie (nicht Bestandteil der Lorentz-Gruppe) tauscht definitions-
gemäß Teilchen und Antiteilchen gegeneinander aus:

Cbs~pC = ds
~p Cds

~pC = bs~p

(a) Warum gilt wieder C† = C? Phasen dürfen hier ignoriert werden.

Benutzen Sie wieder die chirale Darstellung, um

us(p) = iγ2 (vs(p))∗ vs(p) = iγ2 (us(p))∗ (3)

zu zeigen. (Benutzen Sie Hausaufgabe 8 sowie die Ergebnisse aus der Vorlesung
für den Zusammenhang zwischen den Spinoren in us und vs: −iσ2(ηs)∗ = ξs.)

Schreiben Sie dies dann als

us(p) = C vsT
(p) vs(p) = C usT

(p)

mit der Ladungskonjugationsmatrix C = iγ2γ0. Zeigen Sie, dass CT = C−1 =
C† = −C.

Vorsicht Notationskonfusionsoption: C ist ein Operator auf dem Hilbertraum
unserer Quanten(feld)theorie, C eine Matrix, die auf die Spinorindizes wirkt.

[5 Punkte]

(b) Damit zeigen Sie dann, dass

Cψ(x)C = Cψ
T
(x).

[3 Punkte]

(c) Bestimmen Sie das Transformationsverhalten von ψ(x).

[2 Punkte]

(d) Zeigen Sie, dass C ψψC = ψψ. Es hilft, Spinorindizes explizit auszuschreiben.
Passen Sie mit dem Vertauschen von Fermionen auf!

[3 Punkte]

(e) Wie transformieren Vektor, Tensor, Pseudovektor und Pseudoskalar unter La-
dungskonjugation?

[4 Punkte]


