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Hausaufgabe 9 Eigenschaften der Lösungen der Dirac-Gleichung

(a) Benutzen Sie die Lösungen positiver (u(p)) und negativer Frequenz (v(p)) der
Dirac-Gleichung und zeigen Sie anhand der expliziten Gestalt

us(p) =

(√
σ · p ξs

√
σ̄ · p ξs

)

, vs(p) =

( √
σ · p ξ−s

−√
σ̄ · p ξ−s

)

(1)

mit

(ξr)†ξs = δrs,
∑

s
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)
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(

0
1

)

(2)

sowie σµ = (1, ~σ), σ̄µ = (1,−~σ), dass

ur(~p)vs(~p) = 0 (3)

sowie
vr†(−~p)us(~p) = 0, ur†(−~p)vs(~p) = 0. (4)

[3 Punkte]

(b) Bestimmen Sie die Spinsummen für die Lösungen positiver und negativer Fre-
quenz der Dirac-Gleichung, d.h. beweisen Sie

2
∑

s=1

us(p)us(p) = /p + m,

2
∑

s=1

vs(p)vs(p) = /p − m. (5)

[4 Punkte]

Hausaufgabe 10 Mehr Eigenschaften der Gamma-Matrizen

(a) Verwenden Sie in dieser Aufgabe nirgends eine explizite Darstellung der Gamma-
Matrizen. Die folgenden Identitäten, speziell die Spuren der Gamma-Matrizen,
werden später bei der Berechnung von Streuprozessen in der QED und QCD
von Bedeutung sein.

Zeigen Sie, dass die Spur einer ungeraden Anzahl von Gamma-Matrizen ver-
schwindet. (Fügen Sie, am besten am Anfang der Spur, eine Eins in der Form
γ5γ5 ein. Weisen Sie dafür nach, dass (γ5)2 = 1.) Was gilt demnach für tr [γµ]?

[3 Punkte]

(b) Beweisen Sie tr [γ5] = 0.

[3 Punkte]

(c) Verwenden Sie die Dirac-Algebra, um zu zeigen, dass

tr [γµγν ] = 4gµν tr [γµγνγργσ] = 4(gµνgρσ + gµσgνρ − gµρgνσ). (6)

[5 Punkte]

bitte wenden



(d) Zeigen Sie, dass tr [γ5γµ1 . . . γµn ] = 0 für n ungerade.

[2 Punkte]

(e) Zu zeigen: tr [γµγνγ5] = 0. Das Quadrat welcher Gamma-Matrix müssen Sie
hier einsetzen?

[3 Punkte]

(f) Berechnen Sie tr [γµγνγργσγ5], indem Sie über die Symmetrie der vier Indizes
argumentieren und dann eine feste Kombination einsetzen.

[3 Punkte]

(g) Beweisen Sie die folgenden Kontraktionsidentitäten der Gamma-Matrizen

γµγµ = 4 γµγργµ = −2γρ γµγργσγµ = 4gρσ γµγνγργσγµ = −2γσγργν

(7)

[4 Punkte]

(h) Zeigen Sie, dass die 16 Matrizen (mit S = Skalar, V = Vektor, T = Tensor, A
= Axialvektor, P = Pseudoskalar)

ΓS = 1, ΓV = γµ, ΓT = σµν =
i

2
[γµ, γν ], ΓA = γµγ5, ΓP = γ5 (8)

eine Basis für 4 × 4-Matrizen bilden, d.h. dass sich jede 4 × 4-Matrix als Line-
arkombination dieser 16 Matrizen ausdrücken läßt. Fordern Sie dazu, dass die
folgende Linearkombination verschwindet:

∑

i=S,V,T,A,P

λiΓi = λS
1 + λV

µ γµ + λT
µνσ

µν + λA
µ γµγ5 + λP γ5 = 0. (9)

Multiplizieren Sie sukzessive mit den jeweiligen Matrizen, bilden die Spur, und
zeigen, dass dann notwendig alle λ’s verschwinden müssen.

[8 Punkte]

Hausaufgabe 11 Spur mit invertierter Reihenfolge

Doch noch mal konkrete chirale Darstellung: Zeigen Sie, dass die Matrix C =
iγ2γ0 die folgenden Eigenschaften besitzt:

C−1 = CT = −C C (γµ)T C−1 = −γµ. (10)

Benutzen Sie die letzte Eigenschaft, das Ergebnis von Hausaufgabe 10 a) und
die Tatsache tr [M ] = tr

[

MT
]

für beliebige Matrizen M , um zu zeigen

tr [γµ1γµ2 . . . γµn ] = tr [γµn . . . γµ2γµ1 ] . (11)

[4 Punkte]


