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QCD and Collider Physics:
Small x evolution: BFKL and CCFM

Resume from last lecture
evolution equation DGLAP

improvements at small x
BFKL and nonSudakovs
CCFM 

http://wwwh1.desy.de/~jung/qcd_collider_physics_2005
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Collinear factorisation

Factorisation Theorem in DIS (Collins, Soper, Sterman, (1989) in Pert. QCD, ed. A.H. Mueller, Wold Scientific, 
Singapore, p1.)

Generalisation: applies to any DIS cross section defined by a sum over 
hadronic final states .... but be careful what it really means....
explicit factorisation theorems exist for:

diffractive DIS (... see above....) 
Drell Yan (in hadron hadron collisions)
single particle inclusive cross sections (fragmentation functions)

Practically factorisation works pretty well:
even for jet cross section in pp
for heavy quarks in pp

BUT watch out multiple interactions (see lecture next year !!! )
does not work for diffraction in pp !!!!

remains a active area of research !!!! 

see handbook of pQCD, chapter IV, B
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DGLAP evolution again....

differential form:

differential form using              with 

integral form

                              no – branching probability from       to  

with
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Sudakov form factor: all loop resum...

                         Splitting Fct 

Sudakov form factor .... all loop resummation 
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DGLAP resums leading logs...

solve integral equation via iteration:

 branching at t'
 from t' to t 
 w/o   branching

 from t0 to t' 
 w/o branching
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DGLAP resums leading logs...

solve integral equation via iteration:

 branching at t'
 from t' to t 
 w/o   branching

 from t0 to t' 
 w/o branching

DGLAP resums                  to all orders  !!!!!!!!!!!!!!!!
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DGLAP evolution equation... again...

for fixed x and Q2 chains with different branchings contribute
iterative procedure, spacelike parton showering
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What is happening at small x ?
For                 only gluon splitting function matters:

evolution equation is then:

at small z: 

when                     is neglected (compared to evolved piece .... )

with
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Estimates at small x: DLL

use constant starting distribution at small t: 

with

double leading log 
approximation (DLL)



H. Jung, QCD & Collider Physics, Lecture 6 WS 05/06 10

Results from DLL approximation
DLL arise from taking small x limit of 
splitting fct: 

                 from small x limit of splitting fct 
                 from t integration... 

gives evolution length.... 
softer for running 

strong ordering in x from small x limit
strong ordering in t from small t limit of 
ME...

DLL gives rapid increase of gluon density 
from a flat starting distribution
gluons are coupled to F2... strong rise of F2 
at small x:

consequences: 
● rise continues forever ???
● what happens when too high gluon density ?

Q2 ~2 
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Applying DGLAP to DIS data ...



H. Jung, QCD & Collider Physics, Lecture 6 WS 05/06 12

Extraction of pdfs from DGLAP fits ...

Solve DGLAP equations
adjust input parameters (starting 
distributions) such that F2 is best 
described
extract pdf's as fct of x
then DGLAP gives pdfs at any 
Q2
gluon rises very fast towards 
small x

as predicted als by DLL
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Approximations so far ....
Only inclusive quatities were considerd:

nothing was said about “real” emissions od gluons or quarks although 
implicitly assumed.... 
in deriving DGLAP splitting functions we assumed:

and also in the small t limit: 

neglect t in previous branchings

strong ordering condition
strong ordering: neglect all 
kinematics of previous 
branchings...

ordering in x
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Kinematic regions: new evolution ..

DGLAP: 
strong ordering in t

DLL: 
strong ordering in t 
strong ordering in x

what happens if strong t ordering 
relaxed ?

BalitskiiFadinKuraevLipatov evolution
           E. Kuraev, L. Lipatov, V.Fadin, Sov. Phys. JETP 44 (1976),

443.,  E. Kuraev, L. Lipatov, V. Fadin, Sov. Phys. JETP 45,
(1977),199., Y. Balitskii, L. Lipatov, Sov. J. Nucl. Phys. 28,
(1978), 822.

CataniCiafaloniFioraniMarchesini evolution
        M. Ciafaloni, Nucl. Phys. B 296,(1988),49. S. Catani, F. 

Fiorani, G. Marchesini,  Phys. Lett. B 234, (1990), 339, S. 
Catani, F. Fiorani, G. Marchesini, Nucl. Phys. B 336, (1990),
18, G. Marchesini, Nucl. Phys. B 445, (1995), 49.
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Approximations to higher orders ...

BFKL
kt dependent pdf → 

unintegrated pdf
evolution in x

DGLAP
collinear singularities factorized 
in pdf
evolution in 

gluon bremsstrahlung
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Better treatment at small x ... 
start from integral equation:

use unintegrated pdfs:

same as before.... but included explicitely dependence on transverse 
momentum kt in addition to evolution scale q
what are the ordering constraints                and               ?
what is the splitting function?

  because of phi integration:    define updf:
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Approximations: Double Leading Log

Obtain from:

previous result In Double Leading Log approximation (upon integration over kt)

Recover DLL:
use 



H. Jung, QCD & Collider Physics, Lecture 6 WS 05/06 18

Approximations: BFKL
At small z, divergency of gluon splitting function:

analogy with large z divergency:
cancelled by virtual corrections

similar to Sudakov, but NOW at small x .... “non” Sudakov (or Regge form 
factor)

 for 

 but still z small
  parallel to k,k'
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NonSudakov form factor: all loop resum...

                         Splitting Fct 

Non  Sudakov form factor .... all loop resummation 
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BFKL equation

NonSudakov form factor screens 1/z singularity, 
..... as the Sudakov does for 1/(1z)

here use: 
recusive equation for BFKL, solve it numerically with iteration...

J. Kwiecinski, A. Martin, P. Sutton PRD 52 (1995) 1445
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Different approach to BFKL ...
use unintegrated pdfs (only kt dependent.... ) :

relation to: 

general form:

what is                        ?
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BFKL kernel 

in DGLAP we had:

antDGLAP (anticollinear) 

what about the region 

full BFKL Kernel:

form is fully equivalent with previous form (shown in J. Kwiecinski, A. Martin, P. Sutton 
PRD 52 (1995) 1445)

virtual corrections 

G. Salam Acta Phys Polonica B Vol 30 (1999) 3679
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small x: BFKL/DLL comparison 

relaxing strong ordering of 
virtualities gives fast increase of 
gluon at small x
BFKL gluon increases even 
faster than with DLL
instead of increasing 
virtualities.... perform a random 
walk ... increasing or decreasing 
trnaverse momentum... 
can even reach nonperturbative 
region ... need cutoff normally 
set to 1 GeV ... 
but result depends on non
perturbative input.... 
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forward jet production and BFKL
DIS and forward jet:

 Aim is to investigate and 
 test small x evolution ...
 Supress contribution       
 from known DGLAP        
 region of phase space
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forward jet production 

BFKL evolution closer to data
DGLAP/NLO too small

DIS and forward jet:
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CataniCiafaloniFioraniMarchesini evolution
Apply color coherence in form of angular ordering

with:

gives:

integration much more complicated due to angular constraints
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NonSudakov form factor: all loop resum...

                         Splitting Fct 

Non  Sudakov form factor .... all loop resummation 
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Comparison: CCFM and BFKL

similar behavior
details are different

Advantage of CCFM:
attempt to describe emissions
unified for small and large x

J. Kwiecinski, A. Martin, P. Sutton PRD 52 (1005) 1445


