Kapitel 11

Vektoranalysis

11.1 Felder
Skalare Felder

Eine skalare Grofle ¢, die jedem Raumpunkt 7= 7(x, y, 2) zugeordnet ist, heifit skalares Feld:
¢ =o(r) = ¢(z,y,2).

Wenn die Werte der Funktion ¢ nur von dem Abstand r von einem Zentrum abhiingen, heifit ¢(r) ein zentrales
Feld. Wenn die Funktionswerte nur vom dem (senkrechten) Abstand p von einer Achse abhiingen, heifit ¢(p)
axiales Feld.

Die Punkte, fiir die die Funktion ¢(7) den festen Wert C annimmt, bilden eine Niveaufléiche

¢(r) =C

im Raum. Fiir zentrale bzw. axiale Felder sind die Niveauflichen Kugelflichen bzw. Zylinderflichen.

Vektorfelder
Eine vektorielle Grofie /_f, die jedem Raumpunkt 7= 7(x, y, z) zugeordnet ist, heiit Vektorfeld:
A= AF) = A(z,y, 2).
Das Vektorfeld A 148t sich geméf
A= Ag(z,y, 2) Uy + Ay(x,y, 2) Uy + Az(z,y, 2) U,

durch drei skalare Funktionen A, A, und A, darstellen.
Ein wichtiger Spezialfall ist das sphérische Vektorfeld, bei dem der Betrag nur von dem Abstand r von einem
Zentrum abhingt und das die Richtung des Radiusvektors 7 hat; ein solches Feld kann also in der Form

—

A=o¢(r) 7

geschrieben werden.

11.2 Gradient und Kurvenintegral

Gradient

Der Gradient eines skalaren Feldes ¢ ist in kartesischen Koordinaten definiert (s. a. Kapitel 7) als der Vektor

9 9 9\, .06 0 00
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grad ¢ = ( dy %
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D.h.: Ist das skalare Feld ¢ stetig und differenzierbar, so liefert die Gradientenbildung ein vektorielles Feld

A7) = grad ¢(7).

Anschauliche Deutung: Betrachtet wird die Andqyung des skalaren Feldes ¢ beim Fortschreiten vom Punkt
7 um einen kleinen Schritt A7 = (Az, Ay, Ay). Die Anderung des Feldes ist

Ao = O+ AR = 9(7)
wenn die partiellen Ableitungen stetig sind

99 Ny v PP pny 4 92 2
83:Ax+ 8yAy+ 82Az—|—o(|Aﬂ )

= grad¢- A7+ o (|AF?).
Fiir ein infinitesimales Element d7 ist die Anderung des skalaren Feldes ¢
dp = grad ¢ - dr’

und diese Gleichung kann als allgemeine, von einem Koordinatensystem unabhéingige Definition des Gradienten
betrachtet werden. Die Gleichung entspricht dem totalen Differential von ¢(z,y, 2):

e, 6, D6, (06 09 06\ o
do(x,y,z) = 8xdx+ ay dy + o dz = | o + i, 9y + U, o (tUgpdzx + tydy + U.dz) .

Wenn der Vektor di innerhalb der Fléche ¢ = const liegt, ist
dp =grad ¢ - dr = 0.

Daraus folgt, dafi der Vektor grad ¢ jeweils senkrecht auf der Flache ¢ = const steht und in die Richtung
des stirksten Anstiegs zeigt. Die Anderung d¢ wird maximal, wenn dr parallel zu grad ¢ ist, also parallel zur
Flidchennormalen 7 liegt. Der Normaleneinheitsvektor 7 auf einer Fliche ¢(x,y, z) = const ist daher gegeben
durch

i(z,y,z) = ————=.

| grad ¢(z, y, 2)|
Die Anderung von ¢ beim Fortschreiten in einer bestimmten Richtung, die durch einen Einheitsvektor @ gegeben
ist, ergibt sich durch die Wahl dr"= @ ds:

dp =grad ¢ - U ds

bzw. ;
9 =grad¢ - u
ds
(Richtungsableitung von ¢ nach ).
Ist ein Vektorfeld A als Gradientenfeld .
A=grad¢
darstellbar, so hat es die stetigen Komponenten
9¢ 9¢ 9¢
AI = — A = — AZ = .
ox Y oy 0z
Gelten die Beziehungen
0A, 04, 0A, 0A, 0A, 04,
oy Oz 0z Oy oxr 0z’
so folgt
9’6 0%¢ ¢ 9%¢ ¢ 0%¢
oxdy  Oyox dydz 020y 0z0x  Oxdz’

Dies ist hinreichend fiir stetige Komponenten des Vektorfelds A



Nabla-Operator:
Der Gradient kann durch den Nabla genannten Vektoroperator ﬁ, definiert durch

- ., 0d 0 0
V=tllgr— + Uy + U5,
x Yy z
ausgedriickt werden in der Form .
grad ¢ = V.

Er wirkt auf alle rechts neben ihm stehenden direkt angeketteten Funktionen. Der Nabla-Operator V ist selbst
kein Vektor (er hat keine Richtung), verhélt sich jedoch unter Koordinatentransformationen wie ein Vektor.

Kurvenintegrale

Gegeben sei ein Vektorfeld /Y(F), durch das jedem Punkt  ein Vektor A zugeordnet wird, und eine Kurve C
zwischen den Punkten 7, und 7. Das Kurvenintegral (oder Linienintegral) iiber A(7) lings der Kurve C ist
definiert als Grenzwert einer Riemann-Summe. Dabei wird lings der Kurve C, die in kleine vektorielle Linienele-
mente A7; eingeteilt ist, die Summe iiber die skalaren Produkte des Vektorfeldes A(7;) mit den Linienelementen
A7 gebildet:

A7F—0

Jim ZZ((%;-)AF;-:/ A(F) dr,
o e

as

L"’<<T/

b

r, Ay

Der Wert des Kurvenintegrals héingt bei vorgegebenem Vektorfeld /_f(f’) im allgemeinen vom Anfangspunkt
7y, vom Endpunkt 7, und von der Form der Kurve C zwischen 7, und 7 ab. Es gilt

/ A’(f*)df*:—/ A dr
Ta,C g

as },,C

Bei geschlossener Kurve (7, = 73) heifit das Kurvenintegral die Zirkulation I" von A entlang der Kurve C:

r:jfcjf(f*)df’

Zur Berechnung kann das Kurvenintegral auf ein gewohnliches Riemann-Integral zuriickgefithrt werden, wenn
die Kurve C durch eine Parameterdarstellung 7(¢t) mit 7(t,) = 7, und 7(¢;) = 7 gegeben ist. Fiir einen einzelnen
Summanden der Riemann-Summe gilt

A7) - AR = A7) (AZ”) At — A7) (%) it



und es folgt

/:C A - dr = /ttb A1) - (g) d.

as a

Konservative Vektorfelder
Wenn das vektorielle Feld A(7) dargestellt werden kann als Gradient eines skalaren Feldes ¢(7),
A =grad ¢,

so ist der Wert des Kurvenintegrals

/ U AR = 6(7) — olF).
Ta,C

unabhingig vom Weg C. Umgekehrt kann ein Feld A, fiir das das Kurvenintegral vom Weg unabhéingig ist,
dargestellt werden als Gradient eines skalaren Feldes.
Beweis: Der Weg C' sei durch die Parameterdarstellung 7 = 7(t) gegeben. Dann ist

I o dF t dr b (9pO0x 0Py O Oz
/FCA(F)CZT = /ta’ A(r(t))adt—/ta gradqbadt—/ta (%%4_@%4_%&) dt

_ / " b= dlty) — b(ta) = 6(7) — B(7.).

Der Wert des Integrals ist nur abhéingig von den Endpunkten 7(¢,) und 7(¢;), er ist unabhingig vom Weg C.
Fiir Gradientenfelder A = grad ¢ verschwindet die Zirkulation I':

r:jfjf-df:jfgradqb-df:o.
C C

Ein Vektorfeld /_f, das als Gradient eines skalaren Feldes ¢(7) dargestellt werden kann, heifit konservatives
Vektorfeld, das zugehérige skalare Feld ¢ heifit Potential (s. Abschnitt 11.9).

11.3 Divergenz, Flidchenintegral und Gaufischer Satz

Divergenz

Die Divergenz eines Vektorfeldes /_f,
A(F) = Ay - i + Ay -y + A, - L
ist im kartesischen Koordinatensystem definiert durch:
04, 04, O0A.

o 0 0

oz’ dy’ %) Az, Ay, Az) = oz dy T

Die Divergenz ist ein skalares Feld, das als Quellstéirke eines Vektorfeldes bezeichnet wird. Sie ist definiert, wenn
das Vektorfeld stetig und differenzierbar ist.

Anschauliche Deutung. Als Beispiel fiir ein Vektorfeld dient eine Stromdichte j = pv, die als eine mit
der Geschwindigkeit v stromende Fliissigkeit der Dichte p interpretiert werden kann. Durch eine parallel zur
yz—Ebene liegende Fliche AS = AyAz stromt der Flufl &, = j, - AyAz. Betrachtet wird ein Quader mit den
Seitenlingen Az, Ay und Az. Als Differenz der Fliisse j.(x + Az, y, z) - AyAz durch die riickseitige Fliche und
je(x,y, 2) - AyAz durch die vordere Fliche ergibt sich der Uberschuf des aus dem Quader stromenden Flusses :

divg:ﬁ.g:(

AP, = (julo + Ar,y,2) — (e, 2)) Bz = D2 ApayA-
X

Analoge Ausdriicke fiir die anderen Flichen des Quaders ergeben insgesamt fiir den Flufiiiberschufi aus dem
Volumen AV, d. h. fiir den durch die Quelle erzeugten Flufl &, = A®:

S, = =—+ ==+ == | AzAyAz=divj-AV.

1 (8x+8y+8z reyRs=avy

Fiir divf > 0 befindet sich eine Quelle des Flusses innerhalb des Volumens AV, fiir divf < 0 eine Segke des
Flusses. Fiir ein Feld j ohne Quellen und Senken gilt divj = 0; dies gilt im Falle einer Stromdichte j = pv,
wenn die Fliissigkeit inkompressibel ist (p = const, bzw. dp/dt = 0).



Flachenintegral
Der FluB A® eines Vektorfeldes A durch eine Fliche AS mit Normalenvektor 7 ist
AD = A7 AS.

Die Schreibweise als Skalarprodukt liefert automatisch das Vorzeichen des Flusses relativ zur Richtung der
Flachennormalen.

S

Fiir eine allgemeine Fléche ergibt sich der Flufl als Grenzwert einer Riemann-Summe:
N

=[] A-7dS= 1 A it AS;
(0] //S ndS ASiﬁ%){IJ{/—»ooZ ;-1 AS;

1=1

In kartesischen Koordinaten ist:

//A’-ﬁds = // Axnde—l—// Aynde—l—// A.n. dS

S S S S

// Axdydz—l—// Aydzdx—l—// A, dzxdy.
S S S



Wenn fiir die Randkurve C' der Fldche S ein Umlaufssinn definiert ist, so gilt fiir den Zusammenhang mit der
Normalenrichtung die Rechte-Hand-Regel: zeigen die Finger in Richtung des Umlaufsinns, so zeigt der Daumen
in die Normalenrichtung (Rechtsschraube). Bei Integralen iiber eine geschlossene Fliche S, die ein Volumen V

einschlieit, schreibt man
d, = ﬁ A-itdS.
s

Konventionsgemif zeigt bei geschlossenen Fldachen der Normalenvektor 77 stets nach auflen.
Zieht man die Grofle der Fliache und die Richtung der Flichennormalen zusammen erhélt man
dS = fds und

o, = A-dS.
S

S

Gaullscher Satz

Der GauBsche Satz stellt fiir ein Vektorfeld A eine Bezichung her zwischen dem Volumenintegral iiber die
Divergenz des Vektorfeldes und dem Oberflichenintegral fiir den Flufl des Vektorfeldes. Er lautet:

/// divEdeﬁff-dgzﬁl-ﬁdS.
174 S S

Dabei ist S die das Volumen V einschlielende geschlossene Fléche.
Beweisskizze: Fiir ein kleines Volumen AV, das durch die Fliche AS umschlossen wird, gilt, wie oben gezeigt
wurde, der Zusammenhang

A®, =divA-AV = A -7 AS.

Dies gilt fiir Quader im kartesischen Koordinatensystem und damit auch fiir infinitesimal kleine Volumina. Nach
den folgenden Uberlegungen gilt diese Aussage und damit der GauBische Satz fiir jedes beliebige Volumen.

Der durch die Quellen bzw. Senken verursachte Flufl ®, durch die Oberfliche S des Volumens V ergibt sich aus
der linken Seite durch Summation iiber alle infinitesimal kleinen Teilvolumina:

D, :/// div AdV
\%

Den Flufl durch die Oberflachen erhilt man aus der rechten Seite. Teilt man das Volumen V durch eine

Schnittfliche Si2 in zwei Volumina Vi und Vs, sodaB die jeweiligen Oberflichen S; + S12 bzw. S; 4+ S12 werden,



so gilt fiir den Flufl durch die jeweiligen Volumina:

// A‘.ﬁds+// Ay dS

S1 S12

// A’-ﬁds+// A - fiydS.
Sa S12

GemiB Richtungskonvention ist 717 = —7i2, daher heben sich bei Addition die Beitrige durch die (gemeinsame)
Schnittflache auf:

D41

Do

¢q=¢q1+¢q2=ﬁfi’-ﬁds.

s

Die Aufteilung in 2 oder auch mehrere Volumina ist beliebig. Der Gaufische Satz gilt damit fiir beliebige
Volumina.

Der Gauflsche Satz ermdoglicht eine allgemeine, vom Koordinatensystem unabhéngige
Definition der Divergenz als Grenzwert eines Integrals:

divA = lim — A-idS.
AV

GauBscher Satz fiir skalare Felder: Fiir die Divergenz des Vektorfeldes A = @ - ¢ mit beliebigem, aber
konstantem Vektor a gilt

divA=V(a-¢) =&°§¢=6-grad¢=axa—¢+aya—¢+aza—¢
ox Ay 0z

Einsetzen in den Gaufischen Satz liefert

///V&’-gradqdezﬁga-qb(ﬂdg.

Da der konstante Vektor @ beliebig gewéhlt werden kann, folgt

///Vgradqdezﬁgqb(ﬂdg.

11.4 Rotation und Stokesscher Satz

Rotation

Die Rotation eines Vektorfeldes A(7)
A(F) = Agiiy + Ay, + AL,
ist in kartesischen Koordinaten definiert durch

- L Uy Uy U
rotA = VxA=|0/0x 0/0y 0/0z
A, A, A,

B 0A. 04, i 0A,  0A. i 04y, 0A, .

N Ay 0z * 0z ox ) Y ox Ay =
Die Rotation erzeugt ein vektorielles Feld, das als Wirbelfeld (engl.: solenoidal field) des Vektorfeldes bezeichnet
wird. Die Rotation an einem Punkt ist definiert, wenn das Vektorfeld dort endlich, eindeutig und differenzierbar
ist.
Anschauliche Deutung: Betrachtet wird die Rotation eines starren Korpers mit der Winkelgeschwindigkeit
. Einem Punkt des starren Korpers mit Ortsvektor 7 kann ein Geschwindigkeitsfeld v = & x 7 zugeordnet

werden. Fiir die Rotation dieses Geschwindigkeitsfeldes ergibt sich rot ¥ = rot(&d x 7) = 2. Das Wirbelfeld rot ¢
ist also konstant.




Stokesscher Satz

Der Satz stellt fiir ein Vektorfeld A eine Bezichung her zwischen der Zirkulation (dem Kurvenintegral iiber eine
geschlossene Kurve C) und dem Flichenintegral {iber die Rotation:

//rotjx’-dé’:jfjf-dﬁ
S C

Dabei ist S eine durch die Kurve C begrenzte Fliche.

Beweisskizze: Zunichst wird der Stokessche Satz fiir ein kleines Flédchenelement AS = AxAy parallel zur
xy—Ebene betrachtet.Fiir dieses Flidchenelement ist die Normale 77 = .. Das Fléchenintegral iiber rot A

1:// rotA’-dS’:// rot A - 7dS
AS AS

wird umgeformt; wegen 77 = 4, geht nur die z—Komponente (rot /_f) in die Rechnung ein:
z

rot A

- Oz oy

( -») 04, 0A,

Fiir das Integral I folgt:

- 0A 0A
I = A) i, = 7y I
J[, (o) as= [ (G =5r) s
y1+Ay T1+Ax z1+Ax y1+Ay
A ol A T A R
Y1 x1 Oz 1 Y1 dy

y1+Ay T1+Ax
= / [Ay (71 + Az, y) — Ay(1,9)] dy —/ [(Az(z,y1 + Ay) — Ax(z,91)] d.

Y1 1

Der letzte Ausdruck 148t sich auch schreiben als Summe von vier Kurvenintegralen, jeweils iiber eine Seite des
Flachenelements AS:

y1+Ay 1
I = / Ay(z1 + Az, y) dy+/ Ay (z, 1 + Ay) dx
Y1 x1+Ax

Y1 x1+Ax
+ / Ay(z1,y) dy+/ Ay (x, 1) de.
y1+Ay T



Dieser Ausdruck stellt gerade die Zirkulation von A lings der Randkurve AC des Flichenelements AS dar:

1:74 /T-df‘z/ A’-dm/ A’-dm/ A’-dm/ A dr.
AC a—b b—c c—d d—a

Die Integrale des Stokesschen Integralsatzes haben die Form von Skalarprodukten, daher gilt der skizzierte
Beweis fiir jede Orientierung des Fldchenelements AS.

Y c b
Ay
y1 L d a
Ax
} X
T

Zu zeigen ist noch, dafl der Stokessche Satz auch fiir beliebige Fldchen gilt. Eine Flache S mit Randkurve C
kann in zwei Teilflichen S; und So mit entsprechenden Randkurven Cy + Ci5 bzw. Cy — C2 zerlegt werden mit
C1 + Oy = C (die Randkurven enthalten einen gemeinsamen Weg C15). Fiir die Integrale iiber die Flichen S

und S7, S gilt:
//rotjf-ﬁdsz// rotA’-ﬁdS+// rot A - 77 dS.
S S1 Sa

In den Kurvenintegralen heben sich die Beitrige von dem gemeinsamen Weg Co auf:

//Y-df’+/ A’-dfur/ A’-df*—/ A’-df:yf!f-dft
C1 Ci2 Ca Ci2 C

Aus dieser Additivitdtseigenschaft der Integrale folgt die Giiltigkeit des Stokesschen Satzes fiir endliche Fléchen,
denn jede Flidche kann beliebig in kleine, infinitesimale Fléchenelemente zerlegt werden. Der Stokessche Satz

ermoglicht eine allgemeine, vom Koordinatensystem unabhiingige Definition der Rotation als Grenzwert eines
Integrals:
" . 1 .
(rot4) =dirot A= lim ~=¢ A-dr
it AS—0 AS Jag
Betrachtet wird dabei eine Folge von Fléchenelementen AS mit der Flachennormale 77 und den Randkurven AC
der Grenzwert ist nach dem Stokesschen Satz gleich der Komponente von rot A in Richtung der Fldchennormale
i.
Bei dieser Definition braucht das Vektorfeld A im Innern des Flichenelements AS nicht stetig zu sein.

11.5 Regeln fiir Differentialoperatoren

Produktregeln: Durch Anwendung der gewthnlichen Produktregel der Differentialrechnung kénnen Aus-
driicke, bei denen ein Vektordifferentialoperator auf ein Produkt angewendet wird, umgeformt werden. Ein



Sa
Co1
S
Ci2
S1
Beispiel ist die folgende Umformung:
. - 0 0 0 0 0A, 0¢ 0A 0 0A,
Al = = _ _- =7 i =y, 27 —_—Z
div (64) = 0 (0A) + 5 (64)) + 52 (94:) = GoAe + 6T+ TEA + 6L+ A+ 6

= /Y-gradqb—k¢div/f.

In der Schreibweise mit dem Nabla-Operator lautet diese Produktregel:

ﬁ-(M):(%)-A’Jrqb(ﬁA)

Bei Vektordifferentialausdriicken, die auf Produkte angewendet werden, ist zu beachten, dafl der Nabla-Operator
V sowohl ein Differentialzeichen ist, als auch sich wie ein Vektor verhilt. Folgende Regel kann bei Produkten

benutzt werden:

1. Der Differentialausdruck wird mit Hilfe des Nabla-Operators V als Summe von Differentialausdriicken
geschrieben, in denen jeweils nur ein Faktor differenziert wird (die konstant zu haltenden Faktoren erhalten

den Index c).

2. Gemif den Regeln der Vektorrechnung werden die Ausdriicke so umgeformt, daf die konstant zu haltenden

-

Faktoren links vom Nablazeichen stehen, das dann durch grad, div oder rot interpretiert wird.

Mit dieser Regel erhélt man folgende Formeln:

grad (¢1/)77) = 6@/&% + 6(bcwnc + ﬁ(bc"pcn
= yngrad¢ + ¢ngrady + ¢y gradn

div (quf) — VoA, + VA
= A-gradé+ ¢divA
rot (qb[f) = VXAtV x ¢ A
= —Axgrad¢+ ¢rot A
div(lxg) = @(Exéc)+ﬁ(lcx§)=§(ﬁx

= érotj—grotg.

A’)—A’(ﬁxé)

Bei Benutzung des Entwicklungssatzes fiir das zweifache Vektorprodukt gilt ferner:

rot(/_fxl?) = @x(Axé):(V é)[f—
= A’ﬁ-é)Jr(B'ﬁ)A'—é(



Laplace-Operator: Fiir die doppelte Anwendung des Nabla-Operators in der Form V - V schreibt man kurz
den Laplace-Operator A . Der Laplace-Operator ist gegeben durch

Zweite Ableitungen: Folgende Regeln gelten fiir die zweifache Anwendung des Nabla-Operators:

divgrad¢ = V-Vo=Ag¢
rotgrad¢ = V x ﬁqb =0
divrotA = V- (ﬁx/f) =0

rotrot A = ﬁx(@xl)zﬁ(ﬁ-ﬁ)—(ﬁ-@)/fzgraddiv/_f—A/_f.

11.6 Eigenschaften von Wirbel- und Gradientenfeldern

Quellenfreiheit von Wirbelfeldern:

Betrachtet wird ein Volumen V mit der Oberfliche S. Wird eine Schnittfliche Sy durch das Volumen gelegt, so
wird sie durch die Randkurve C' an der Oberfliche des Korpers begrenzt. Sie zerschneidet S in zwei Teile, Sp
und Sy, die sich bei C beriihren.

Nach dem Stokesschen Satz ist der Fluf des Vektors B = rot A durch die Flichen Sy, Sz und Sy (dem
Betrage nach) gleich:

// BdS = // rot[f-ﬁldsz// rotA’-ﬁdS:ij’-df’

S1 S1 So C

—// rot[f-ﬁgdsz// rot[f-ﬁdszjf[f-dﬁ
Ss So C

Die Fldachennormale 77 wurde so gewéhlt, dafl sie in das Innere des Koérpers mit S7 zeigt. Da 7i; und 7i2 in
entgegengesetzte Richtungen (nach auflen) zeigen, ergibt sich der Vorzeichenwechsel in der 2. Zeile. Subtrahiert
man beide Zeilen, so erhélt man fiir den Flufl des Vektorfeldes rot A durch die Gesamtfliche S = 57 + .S

ﬁmti-ﬁsdszo
S

Die Anwendung des Gauflschen Satzes liefert als Folge

///Vdiv (rot 4) av =0



fiir ein beliebiges Vektorfeld A. Da dies fiir jedes Volumen gilt, folgt
divrot A =0

oder in Worten: das Vektorfeld B = rot A ist quellenfrei. Diese Aussage folgt auch aus einer differentiellen
Betrachtung:
divrotgzﬁ-(ﬁx/_f) = (ﬁxﬁ)/fzo.
Wirbelfreiheit von Gradientenfeldern:
Fiir ein Gradientenfeld A = grad ¢ ergibt die Bildung der Rotation:

rotA = rotgrad(b:ﬁxﬁqb
= rot 8_(]5 8—¢ 8—¢
N Oz’ Oy’ Oz

(Lo Lo (- 22) v (22 -2)

0z0y  Oydz 0xdz 020z dydx  Oxdy 0

Aquivalente Folgerungen aus der Wirbelfreiheit (rot A= 0) eines Vektorfeldes A sind:

Tb
j{ A-dr=20 / A-dr'= wegunabhingig
C 7

a

Eine genauere Formulierung dieser Aussage ist: Wenn in einem einfach zusammenhéingenden Gebiet rot A=0
gilt, dann gelten die obigen Aussagen und das Vektorfeld A kann dargestellt werden als Gradient grad ¢ eines
skalaren Feldes ¢. Ein Gebiet ist einfach zusammenh#ngend, wenn fiir je zwei Punkte des Gebiets mindestens
ein ganz in dem Gebiet verlaufender Weg C' existiert und jeder andere Weg durch stetige Verformung in den
Weg C' iibergefiihrt werden kann.

einfach zwei fach einfach

zusammenhdangend

11.7 Krummlinige Koordinaten

Bisher wurden bei den Differentialoperatoren grad, div und rot die kartesischen Kordinaten x, y und z benutzt.
Die Wahl eines speziellen krummlinigen Koordinatensystems kann die Behandlung eines physikalischen Problems
wesentlich vereinfachen. Die krummlinigen Koordinaten werden mit u, v und w bezeichnet. Zwischen diesen
Koordinaten und den kartesischen Kordinaten z, y und z muf} eine umkehrbar eindeutige Abbildung existieren:

z = z(u, v, w) u=u(z,y,z)
y=y(u,v,w) bzw. v=uv(z,y,z)
z = z(u, v, w) w = w(z,y, 2).



Statt Koordinatenachsen, wie im kartesischen Koordinatensystem, definiert man Koordinatenlinien. Die u -
Linie ist die Schnittlinie der beiden Flichen v = const und w = const. Die v - und die w - Linie ergibt sich

analog.
Differentieller Ortsvektor, Einheitsvektoren, Linienelement und Metrik:
Der Ortsvektor in kartesischen Koordinaten ist gegeben durch
r=(z,y, 2)
oder beschrieben als Funktion der krummlinigen Koordinaten

7= x(u,v, w) e + y(u, v,w) & + z(u, v, w) &,

Die infinitesimale Anderung d7 in kartesischen Koordinaten, als Funktion der krummlinigen, lautet dann:

. 0z o o R Ay Ay Ay R 0z 0z 0z R
dr = (8udu+ (%dv—l— awdw)ex—l—(audu—l— %dv—l— %dw)ey—l—(%du—l— %dv—l—%dw)ez
oder kurz
. or or or

Die Betréige der Ableitungen von 7 nach den Koordinaten u, v und w heifien metrische Koeffizienten und
beschreiben die Anderung des Mafistabs mit dem Ort:

_|or
Gw = ow

or

or _|or
Gv = 9

gu:‘%

Die Ableitung 97/0u ist ein tangential zur u—Linie gerichteter Vektor; entsprechendes gilt fiir die Ableitungen
nach v und w. Die Einheitsvektoren in Tangentenrichtungen sind dann

Lo orfor| . _or o] _or or
o = ou' |ou = ov' |Ov Cw = ow' | 0w
1 0r 1 0r 1 or
g, = —& gy = — = — . 11.2
‘ gu Ou ‘ gv Ov ‘ Guw Ow ( )

Ist 7in kartesischen Koordinaten gegeben, dann werden diese Einheitsvektoren auch durch kartesische Koordi-

naten ausgedriickt. Die Einheitsvektoren €, €, und €, bilden an jedem Punkt des Raumes ein lokales Dreibein
in den Richtungen der drei Koordinatenlinien.
In diesem neuen Koordinatensystem wird dr dargestellt durch

—

dr= (dF- €y) - €, + (dF - &) - €y + (dF - Ey) - €y



Gleichung 11.1 eingesetzt, die partiellen Ableitungen durch 11.2 substituiert und unter Verwendung von
(€u - gx)Q + (Eu - gy)Q + (Eu '@)2 = |€u|2 =1
fiihrt zu
dr' = gudu €y + gpdv €y + gy dw €.

Die Komponenten von d7’ im krummlinigen Koordinatensystem sind demnach g,du, g,dv und g,,dw.
Mit den Bezeichnungen uy, us und ug fiir u, v und w und den Bezeichnungen €; bzw. g; fiir die Einheitsvek-
toren und die metrischen Koeffizienten 148t sich die Anderung des Ortsvektors kurz in der Form

3
i =" gidu; €
i=1

schreiben. Das skalare Linienelement ds erhiilt man aus dem Produkt (dr)%:

3 3

3 3
ds’ = di-dir =Y Y gigj duidu; (& &) =Y > gij duidu;

i=1j=1 i=1j=1

Die Elemente g;; bilden die Metrik des Systems:

N (Y e
gij = o 8’(1,]' = gig; (€ - €j) .

Die g;; formen eine Matrix

g11 912 4gi13
(gij) = g21 g22 g23
g31 932 933

Das Flichenelement: .
Die Koordinatensysteme seien so gelegt, dafi das in der Abbildung skizzierte kleine Flachenelement A f ganz in
der zy - Ebene und ganz in der uv - Fliche liegt.

Die Koordinaten der Eckpunkte werden tiber eine Taylorentwicklung verkniipft:

0. 0
Léngs der u-Linie: 2o =21 + —xAu; Yo = Y1 + —yAu;
ou ou
0. 0
Langs der v-Linie: z3 =z + —xAv; Yys =y1 + —yAv;
ov ov
und die Vektoren 712 und 713 werden
ox o or ox dy or
Fio = (—Au, —Au,0) = —A d Fi3 = (—Av, == Av,0) = —A
P12 (8u u, 5 A, ) 5,00 un 13 (81) v, 5, A, ) 5y 22



Ist A f klein, so berechnet es sich als Vektorparallelogramm

—

Af = 792 X 7713
or  Or
(% X %) Au Av
dx/Oou  Jy/ou
dx/ov  Jy/ov
O(z,y)
A(u,v)

Der Einheitsvektor € steht senkrecht auf der Fldche Af und ist bei unserer Wahl des Koordinatensystems
gleich €.
Beim Ubergang zu infinitesimal kleinen Flédchenelementen erhélt man fiir den Betrag df = dx dy

A’UJAU-E}C

Au Av - &;.

dz dy = O, y) du dv.

A(u,v)
Es wurde die Abkiirzung fiir die Jacobi- oder Funktional-Determinante
dz,y) | Ox/Ou Oy/Ou
o(u,v) | Ox/Ov  Oy/ov
benutzt.

Das Volumenelement:
Fiir die Transformation des Volumenelements aus krummlinigen in kartesische Koordinaten findet man

f N “
y gwdw\\
NV
Gudv
x
4V = da dy dz = 2582 4 gy dw,
A(u, v, w)
Zum Beweis wird ein Parallelepiped als Volumenelement dV betrachtet, das durch die Vektoren
L ox dy 0z
dry, = <8udu’ 8udu’ 8udu>
L oxr ., Oy, 0z
er = (adv, %dv, %dv>
L ox dy 0z
dry = (adw, %dw, %dw>

aufgespannt wird. Das Volumen des Parallelepipeds ist gleich dem Spatprodukt

Ox/O0u du Oy/Oudu Jz/0u du
dV = dry-(diy xdr3) =| Ox/dvdv Oy/Ovdv 0z/0vdv
Oz /0w dw Oy/ow dw IJz/0w dw



_ O(z,y,2)
dVv = B, v, w) du dv dw

Orthogonale Koordinaten
Man nennt die krummlinigen Koordinaten w1, us und us orthogonal, wenn fiir die Produkte der Einheitsvektoren

R _ 1 firi=j
ei'ej_éij_{o fiir 7 # j

gilt. Fiir die Metrik bei orthogonalen Koordinaten folgt:

g% 0 0
(gi5)=1 0 g 0
0 O g%

und es gilt fiir das Linienelement ds

3
ds? = dif-di = _ g? (duy)* = g2 du® + g2 dv® + g2, duw®.
=1
Weil nach Definition gilt:
or L or L or

8u:gu6u %:gvev %:gwew y
erhilt man fiir das Flachenelement

» oF  OF

(gue_& X gve_{)) du dv

Ju g du dv (€, X €y)
= Gu Gv dudv ey

Ahnlich verfihrt man fiir das Volumenelement und erhélt damit
AV = gy Gv Guw Cu - (€y X €y) du dv dw = gy, gy g du dv dw

Die Funktionaldeterminanten in orthogonalen Systemen sind also

O(z,y) O(z,y, 2) g g g
A(u,v) A(u,v,w) Iy

= Gu Gv und

Im folgenden werden ausschliellich orthogonale krummlinige Koordinaten betrachtet.
Gradient: Der Gradient grad ¢ des skalaren Feldes ¢ ist allgemein definiert durch

d¢ = (grad ¢) - dr.
In krummlinigen, orthogonalen Koordinaten u, v und w ist
dp = (grad¢)- €ugudu+ (grad¢) - €,9, dv + (grad ¢) - €, guw dw
= (grad¢), gudu + (grad ¢), g, dv + (grad ¢),, g dw

und
dr = €,9y AU + €,gy dv + €, Gy, dw.

Durch Vergleich mit dem Ausdruck fiir das totale Differential

dop = (g—i) du + (g—f) dv + (g—f}) dw

erhdlt man als Komponenten des Gradienten:
1 0¢
gu Ou

1 0¢

(grad ¢) - (grad ¢),, =

_ 1 1 99
v g, Qv



Divergenz: Die allgemeine, vom Koordinatensystem unabhéngige Definition der Divergenz div A eines Vektor-
feldes A lautet: .
divA= lim - AdS.
v AV 0 AV ﬁi g

Als Volumenelement AV wird ein Quader im u, v, w-System mit Kanten parallel zu den u, v, w—Koordinaten-
linien gewéhlt: AV = g,9,90 AuAvAw. Der Flul durch die beiden Quaderflichen mit Normalen parallel zur
u—Richtung ist unter Beachtung der jeweiligen Normalenrichtung

Ay (u+ Au) AS(u+ Au) — Ay (u) AS(u).
Mit AS = gpg0 AvAw fiir diese Quaderflichen wird der Flufl

8(gvgwAu)

9 AuAvAw.

go(u+ Au) gy (u + Au) Ay (v + Au) AvAw — g, (u) gw(u) Ay(u)AvAw =

Als Flufl durch sdmtliche Quaderflichen erhilt man den Ausdruck

P 0 0 0
I Aa5={ i) + 5 i) + 5 (Gugia) | Ausdu

der geméif der allgemeinen Definition der Divergenz gleich
divA AV = div A gugvgw AuAvAw

ist. Damit erhélt man die Formel fiir die Divergenz in orthogonalen krummlinigen Koordinaten:

Lo 1 0 0 0
divA = (GoguwAu) + (GwguAs) + (GugvAw) ¢ -
GuGvgw | Ou v ow

Rotation: Die allgemeine, vom Koordinatensystem unabéngige Definition der Rotation rot A eines Vektorfeldes
A lautet: )
t A’) — lim — ¢ A-dF,
(ro I Aégo AS AC "
wobei der Grenzwert einer Folge von Fldchenelementen AS mit der Fldchennormalen 7 betrachtet wird. Bei
einem Flichenelement AS = g,9., AvAw bildet der Umlaufsinn der Randkurve AC mit der Normalenrichtung
71 = &, eine Rechtsschraube. Das Kurvenintegral iiber die geschlossene Kurve AC' ist:

7{ A-dit = go(w)Ay(W)AV + g (v 4+ Av) Ay (v 4+ AV)Aw — go(w + Aw) Ay (w + Aw)Av — gy (v) Ay (V) Aw
AC

_ 8(gwAw) 8(91)Av)
B Ov AvAw — ow

Im Limes AS — 0 erhilt man:

AvAw

B 1 (0 9
(rot A)u - {% (9uho) = - (gvAv)} .

Bei Beriicksichtigung der anderen moglichen Orientierungen des Fldchenelements erhélt man als Formel fiir die
Rotation in orthogonalen krummlinigen Koordinaten:

. 1 Gu€u Guv€y GuwCuw
rotA = d/0u 0/0v I/ow
Jugvuw Gulu  GohAv  GuwAw

1 {gué’u (8(9wAw) 8(gvAv)>+ o (3(guAu) 8(gwAw)>

v €y

GuGv 9w ov ow ow ou
N 8(91)Av) 8(guAu)
+ uCw ( ou v '

Laplace-Operator: Durch Kombination der Formeln fiir Divergenz und Gradient erhélt man fiir den Laplace-
Operator in krummlinigen Koordinaten:

o _ 1 i Gv 9w 8_¢ 2 Guwu 8_(b i JuGo 8_¢
A¢ = divgrad ¢ = Todedn {8u ( o 8u> + 7 ( 7 0 + 5 —gw o )




z rdv
dr
)
7 r sindd
y ¥
A\
x
Kugelkoordinaten Zylinderkoordinaten

jeweils mit Volumenelement dV'

Spezielle orthogonale Koordinatensysteme

Kugelkoordinaten sind die Koordinaten r, ¢ und ¢, der Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten
ist gegeben durch

= rsind cosyp

= rsind sing

z = rcosd.
Metrische Koeffizienten:
gr=1 gy =r gp =rsind
und damit die Einheitsvektoren:
R 107 . R . . R o
e = Tor = sin? cosp - €, + sin?d sing - €, + cos?V - €.
r
. 107 . . o . R
€y = —— = cosV cosp - €, + cosV sing - €, — sin? - €,
r OY
. 1 or . o 4 5 4 0.¢
€, = — = —sing-é cosp - € €
® r sind dy L L #

Oder die kartesischen Vektoren ausgedriickt durch Vektoren in Kugelkoordinaten:

€y = €y-(6r,89,8,) = sinvd cosy €, + cost) cosp- €y — siny - €,
€y = €y-(&,Ep,E) = sindsing-¢&. + cos?sinp- ey + cosp- &,
é = @&, -(6,8y,€,) = cos?-& —sinv-é& + 0-é,

Volumenelement:

dV =dx dy dz = r? dr sin® dv dp = —r? dr d (cos ) dyp
Vektordifferentialoperatoren:

0 0 0
(radg), = 50 (mradg)y =100 (aradg), = ——°°

rsinﬂ%

. - 10(r?4,) 1 J(sindAy) 1 04,
A= —
div r2  Or + rsind o + rsind dyp




(rot/f) 1 O(sinvA,) 1 04y

rsind 09  rsind Op
- B 1 04, 10(rA,)
(rotA)ﬁ T rsind dp 1 Or
e - 1 8(7“1419) 1 814,«
(rot A)(p T o r o9

10 (,00 19 (. 09 1 ¢
Ap=—— (r*Z= — — —
¢ r2 or (T 87“) + r2sind OV (Sln19819> * 2 sin? ¢ Op?

Zylinderkoordinaten sind die Koordinaten p, ¢ und z. Der Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten
ist gegeben durch

T = pcosy
= psing
z = =z
Metrische Koeffizienten:
9p =1 Go =p gz=1
und damit die Einheitsvektoren:
R 107 o . o o
€, = Ia—pzcosw-ex—l—sm(p-ey—l—o-ez
e, Lor i Cr + ey + 0+ €.
€, = —— = siny-¢€ CoS Y - € - €
@ 090 @ Er @€y z
. 107 . R .
e, = Iazo-egg—l—o-ey—l—l-ez

Volumenelement:

dV =dr dydz=pdpdpdz
Vektordifferentialoperatoren:

0 10 o
10,8 i, <38 g,

_13(p4,) , 104, | 94,

dive = p  Op p Op 0z
A _ 10A, 04, A _ 04, 04, A _ 10(pA,) 104,
(rot A)p = ~ (rot A)w =5, p (rot A)Z = piap > Do
10 13J0) 1 0% 0%
Ap=—— | p== i i Wi
0 pOp <p3,0>+02 dp? MpE:

11.8 Greensche Sitze

Fiir die Divergenz des Vektorfeldes (b/_f (dabei ist ¢ ein skalares und A ein vektorielles Feld) gilt
div (qb/f) = (grad ¢) - A+ ¢ div A.

In dieser Gleichung steht rechts ein Skalarprodukt von zwei Vektorfeldern und ein Produkt von zwei skalaren
Feldern. Das Integral des ganzen Ausdrucks iiber ein Volumen V' ist

///Vdiv(‘ﬂ) dV:///V [(grad¢)-g+qbdiv[q dv.

Die Anwendung des GauBlschen Satzes auf die linke Seite ergibt (S ist die Oberfliche des Volumens V):

ﬁiqﬂdé’:///v [(gradqb)-A’JrqsdivA] dv.



Fiir das vektorielle Feld A wird der Gradient des skalaren Feldes 1 gewahlt: A= grad . Fiir die Divergenz
dieses Feldes gilt: div A = divgrad ¢ = Av. Einsetzen dieses Feldes liefert den
ersten Greenschen Satz:

) oteraav) 5 = [[[ (erado)- (arad) + o) av
oder
ﬁi 6 (Vo) as = / / /V (Vo) - (Vo) + oAy av.
Durch Vertauschen von ¢ und ¢ erhélt man

gﬁi v(grado) d5 = [ /V (grad ) - (grad ) + pAg] dV

und durch Subtraktion der vorigen Gleichung den
zweiten Greenschen Satz:

 weado - ogmdu a5 = [[[ 1680 - onviav.

ﬁi [v9—gvv] as= [[ /V [WAG — 6AY] aV.

oder

11.9 Potentiale

Als Potential bezeichnet man eine Zustandsfunktion, die von mehreren unabhéngigen Variablen abhéngen kann
und die durch partielle Differentiation nach diesen Variablen zu Groflen mit eigener physikalischer Bedeutung
umgewandelt wird. Eine Zustandsfunktion ist dabei eine Gréfle, die den Zustand des Systems charakterisiert
und nicht vom Weg abhéngt, auf dem dieser Zustand erreicht wurde.

Ist das Potential durch eine skalare Funktion charakterisiert, so spricht man von einem skalaren Potential.
Bilden mehrere skalare Potentiale die Komponenten eines Vektorfeldes, so spricht man von einem Vektorpoten-
tial. Als Tensorkomponenten angeordnet erhélt man ein Tensorpotential.

Bei lokalen Potentialen geht nur der Ort ein, dessen Zustand beschrieben wird. Bei nichtlokalen Potentialen
ist der Zustand auch von den Koordinaten im iibrigen Raum abhéngig.

Die Existenz des Potentials fithrt zu mehreren dquivalenten Aussagen, hier am Beispiel des skalaren Potentials
erldutert:

1. Das Potential ¢ besitzt ein totales Differential d¢, denn fiir beliebig wihlbare Punkte 7, 7 ist

/ " de = o) - ()

70,C

Das Ergebnis ¢(7) — ¢(7) gilt fiir beliebige Integrationswege C, ist also nicht vom Integrationsweg
abhéingig.

2. Es existiert ein Feld F' (z.B. ein Kraftfeld), das sich darstellen 1Bt als
F = —grad ¢

Wegen
d¢ = grad ¢ di
ist diese Aussage dquivalent zu der in Absatz 1.

Ist nur das Feld und nicht das Potential von physikalischer Bedeutung, dann ist die Integrationskonstante
(7o) (Absatz 1) frei wéhlbar.



3. Das Linienintegral [ F(7) d7 ist unabhiingig vom Weg.
Die Integration léings des beliebigen Wegs C' liefert

/C F(7) dr' = —/;cgradqs dr = /d¢ = 6(7) - 6(70)

d.h. die Zirkulation I" verschwindet fiir einen Weg C’, der von : 7y nach 7 und wieder zuriick fiihrt:

r:—j{ F-dfzjf grad ¢ - d7 = 0.
’7 CI

Ist F eine Kraft, dann ist ¢(7) — ¢(7) die Arbeit lings des Weges C. Sie ist nicht vom Weg, sondern
nur von den Endpunkten abhéngig. Beim Riickweg von 7" nach 7o wird die Energie zuriickgewonnen.
“F ist ein konservatives Feld”

4. F ist wirbelfrei.
rot FF =0

dann gilt auch fiir das Integral {iber die Fliche S mit dem Rand C’
o:/rotﬁdé’z F-dr
s c

wie oben.

Physikalische Anwendung und Poisson-Gleichung

Beispiele fiir Potentiale

Newtonsches Potential V=f MT’” Gravitationskraft F=- grad V

Hydrodynamik, wirbelfreie Stromung = Potentialstrémung;:

Geschwindigkeitspotential D = d(7,t) Geschwindigkeit U= grad ®
Elektrostatisches Potential o= 477150 1 Feldstérke E=- grad ¢
Magnetisches Vektorpotential A = A(7,) Magnetfeld B =rotA

Thermodynamische Potentiale (mit Temperatur T, Volumen V', Druck p, und Anzahl der Mole n; in einem
Gemisch; p; ist das “chemische Potential”):

Innere Energie U =U(S,V) T = (g—g)‘/’m ) -p = (g_\g)s,n, J Hi = (Barlzj,:)symj ;

Enthalpie H=H(p,S)=U+pV
T = (%_g)v,n,: ’ Vo= (%_I;)s,m M= (g_g)s,p,nj ;

Freie Energie F=FT,V)=U-TS
-5 = (g_g)v,m ; —r = (g_‘lj)T,m ’ pi = (g;;')T7p7nj ;

Freie Enthalpie G =G(T,p)=H - TS
(Gibbssches Potential) -S = (g_g)p,m , V = (%_g)T,m , W = (gg’)T,p,nj .

Ermittlung der Potentiale

Elektrostatische Felder E () sind wirbelfrei; sie werden durch elektrische Ladungen ¢ hervorgerufen, die die
Quellen des elektrischen Feldes darstellen. Bei rdumlich verteilten elektrischen Ladungen, die durch eine elek-
trische Ladungsdichte p(7) beschrieben werden, ist die Divergenz des resultierenden elektrischen Feldes durch



die Ladungsdichte gegeben. Im Vakuum gilt:

divﬁzﬁ rot E =0
€0

(€0 = Permittivitit des Vakuums). Bei der Darstellung des elektrischen Feldes E als Gradient eines skalaren
Potentials ¢ wird ein negatives Vorzeichen benutzt:

E=— grad ¢.
Einsetzen in die Divergenz-Gleichung ergibt die Poisson-Gleichung:

divgrad¢ = A¢ = _r
€0

Bei gegebener elektrischer Ladungsdichte p(7') ergibt sich das Potential ¢(7) aus der Poisson-Gleichung durch
Integration iiber das die gesamte Ladung umfassende Volumen:

—*/ dV/
47eq /// |7 — 7’

Diese Gleichung stellt eine Verallgemeinerung der entsprechenden Formel fiir das Potential am Ort 7 dar, wenn
sich eine Punktladung ¢ am Ort 7/ befindet:

o(F) =

1 q
deg |7 — 77|

817 =

av’

Formal ergibt sich die Losung der Poisson-Gleichung wie folgt. In dem zweiten Greenschen Satz wird speziell
¥ = 1/r gewihlt. Bei dieser Abhiingigkeit gilt (bei r # 0) grad(1/r) = —i,/r? und A(1/r) = 0. Einsetzen in
den zweiten Greenschen Satz liefert

ﬁi[%gradqb+ f—qu] -ﬁdS:///V [%Aqﬁ] dv.

Fiir A¢ im rechten Integral kann gem#f der Poisson-Gleichung —p/eg eingesetzt werden. Bei der Integration
des linken Integrals iiber den gesamten Raum wird angenommen, dafl das Volumen nach auflen durch eine ins
Unendliche strebende Fléche S begrenzt wird, und nach innen durch die Flidche K einer Kugel begrenzt wird,
deren Radius ry gegen Null geht. Fiir eine endliche Ladungsmenge nimmt das Potential ¢ fiir grofle Werte von r
sicher mindestens porportional zu 1/r ab. Daher verschwindet das Integral iiber die Flidche S, denn der Integrand
nimmt mindestens proportional zu 1/r3 ab, die Integrationsfliche dagegen verhilt sich wie 2. Die Kugelfliche
K (Fliche = 47r2) um den Aufpunkt liefert dagegen einen endlichen Beitrag: fiir die beiden Summanden im
Integranden gilt

1 1 [0¢ U | 1
—grad(b n:>—— (E) N T—2¢-n:>—%(¢)r=ro



Da weder ¢ noch d¢/0r am Aufpunkt » = 0 unendlich werden, erhélt man im Limes ro — 0 nur von dem
zweiten Summanden einen nicht verschwindenden Beitrag —4m(¢),—o und insgesamt

o= ] &

Bezelchnet man den Ortsvektor des Aufpunktes (r = 0) nun mit ¥ und den Ortsvektor des Integrationspunktes

mit 7’ , SO erhélt man
///
47 €0 7 — 7!

als Losung der Poisson-Gleichung.

Vektorielles Potential
Das Feld A(7) heifit vektorielles Potential des Vektorfeldes B(7), wenn gilt:

B(7) = rot A(F).
Voraussetzung fiir die Definition eines vektoriellen Potentials A(7) ist die Quellenfreiheit von B (7):
div B(7) = 0.
Diese Eigenschaft hat ein Wirbelfeld, denn es gilt
divrot A(7) = 0.

Zu dem Vektorpotential E(F) kann der Gradient eines beliebigen skalaren Feldes x addiert werden (siehe unten).
Physikalische Anwendung: Statische Magnetfelder E(F) werden durch stationére elektrische Strome verur-
sacht, die die Wirbel des magnetischen Feldes darstellen, das quellenfrei ist. Wird die elektrische Stromdichte
mit ; bezeichnet, so gilt im Vakuum:

divB =0 rot B = M(J

(1o = Permeabilitit des Vakuums). Zu einem die Gleichung B = rot A’ erfiillenden Feld A’ kann noch ein
beliebiges Gradientenfeld grad x addiert werden,

B = rot (/T/ + grad X) ,

denn rot grad x = 0. Bei der Coulomb-Eichung wird ein skalares Feld x so gewihlt, dafl das Feld A+ grad x
quellenfrei ist:

div (/T’ + gradx) =divA + Ay = 0.

Dies 148t sich erreichen durch die Wahl .
Ax =—div A,

Fiir das Vektorpotential A folgt aus der Gleichung rot B = Lo
Moj = rotrot A
= Vx (Vx4)=V(VA)-ad
— grad (div A‘) AL
In dieser Gleichung verschwindet bei der Coulomb-Eichung div A, sodaB man die Beziehung
AA = —poj

zwischen der Stromdichte fund dem Vektorpotential A erhlt. Fiir jede Komponente von A gilt also die Poisson-
Gleichung:

AA(F) = —poje  AAY(F) = —pody  AA(7) = —poj-



Die Losung ist daher analog zum Fall des skalaren Potentials gegeben durch

/ / / J’Clri wa etc.
i =5 [ff TT)& |

Wird die Stromdichte iiber den Querschnitt des stromfithrenden Leiters integriert, so erhdlt man den Strom

und in Vektorform

I=] j-d f Deshalb gilt j dV’ = I dl. Das Leiterelement df’ am Ort di’ hat die Richtung der Stromdichte.
Die Integration wird iiber die gesamte Lénge ¢ des den Strom [ fithrenden Leiters ausgefiihrt. Damit wird

I o
m—”o/ ar’

|7 —

und fiir B erhiilt man durch Bildung der Rotation:

o
B(F) = rot A(F) MO /V _,CM_, .

7" 7!

Dabei ist zu beachten, dafl der Nabla - Operator nur auf 7, aber nicht auf 7/ bzw. dl wirkt. Unter Benutzung

von
1 (7 — ")

d =-
S P e

erhélt man schlieBlich das Gesetz von Biot-Savart fiir das Magnetfeld eines Stromes:

< pol [ dl x (7 —7")
B = — _————
M) =" |, =P

Eindeutige Vektorfelder

Das im letzen Abschnitt unter der Bedingung B=rotA hergeleitete Vektorfeld B wurde erst mit der Randbe-
dingung div B = 0 eindeutig. Allgemein gilt der Satz:

Ein Vektorpotential ist in einem Gebiet eindeutig, wenn seine Divergenz und seine Rotation dort gegeben und
wenn seine Normalkomponente auf dem Rand bekannt ist. (Statt der Normalkomponente kann ein anderer
vollstiandiger Satz von Randbedingungen gegeben sein.)



Beweis: Angenommen, Divergenz, Rotation und Normalkomponente zweier Vektorfelder Vi und V; seien

VWi =p Vs = p,
VxVi=B V x V5 = B,
‘/1n = ‘/vl(??m,ax) 'ﬁ(Fmax) ‘/Qn = ‘/in;

dann gilt fiir das Vektorfeld W = ‘72 — ‘71

v
X

ST

v
und
W, =0.
Die Wirbelfreiheit erlaubt zu schreiben (Vorzeichen ist Konvention):

-

W=-Vy

und die Quellenfreiheit ergibt: L
V(Ve) =Ap =0.

Der 1. Greensche Satz mit ¥ = ¢ = ¢ liefert

—ﬁi@l/f/-ﬁdb”:///v [(W)mep] dv.

Wegen Wit =W, ergibt die linke Seite gleich Null und deshalb

O:ﬁiwwndS:///v(@@)QdV://VI/f/QdV.

Weil 1772 > 0 ist, muf W = ‘72 — ‘71 =0 sein, d. h. ‘71 ist eindeutig.

Helmholtzsches Theorem

Ist ein Vektorpotential 1% gegeben durch Quellenstérke p und Wirbelstérke f, die beide im Unendlichen ver-
schwinden, so kann es in eine Summe aus einem Gradientenfeld —V ¢ und einem reinen Wirbelfeld V x A zerlegt
werden.

Beweis: Der Satz sagt aus, dafl . . L
V=-Vp+VxA

wobei
Vo= p
vV xV j und
VA = o.

Nach dem vorhergehenden Satz ist das Vektorpotential 1% eindeutig bestimmt. Die Ausfithrung der letzten
Gleichungen fithren auf Poisson - Gleichungen, deren Losungen, wie oben gezeigt, die Potentiale ¢ und A und
damit auch V ergeben.



