Physik fiir Biologen und Zahnmediziner
Propadeutikum 3: Funktionen und Ableitungen, Vektoren

Dr. Daniel Bick

UH
ifi
LaN Universitat Hamburg

DER FORSCHUNG | DER LEHRE | DER BILDUNG

27. Oktober 2017

Daniel Bick Physik fiir Biologen und Zahnmediziner 27. Oktober 2017 1/35



Inhalt

@ Logarithmen

(@ Differentiation

Daniel Bick Physik fiir Biologen und Zahnmediziner 27. Oktober 2017 2 /35



@ Logarithmen

2) Differentiation



Logarithmus zur Basis 10

Wie oft muss man 10 mit sich selbst multiplizieren, um z.B. 10000 zu
erhalten?

10* = 10000
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Logarithmus zur Basis 10

Wie oft muss man 10 mit sich selbst multiplizieren, um z.B. 10000 zu
erhalten?

10* = 10000

f(z) = 10" x
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0.1 -1
1 0
10 1
100 2
1000 3
10000 4

Daniel Bick Physik fiir Biologen und Zahnmediziner 27. Oktober 2017 4 /35



Logarithmus zur Basis 10

Wie oft muss man 10 mit sich selbst multiplizieren, um z.B. 10000 zu
erhalten?

10% = 10000
r=4

f(z) = 10" x
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Logarithmus zur Basis 10

Wie oft muss man 10 mit sich selbst multiplizieren, um z.B. 10000 zu
erhalten?

10" = 10000
=41
z f(z) =logp
0,0001 -4
0,001 -3 0
0,01 -2
01 1 = ol |
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10000 4 v
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Logarithmus zur Basis 10

Wie oft muss man 10 mit sich selbst multiplizieren, um z.B. 10000 zu
erhalten?

10* = 10000
73 = 4l
7 f(z) =logpx \ T T i \
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10000 4 z
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Logarithmus

10 = 10000

o x = 4: Anzahl der Nullen

log, steht fiir Logarithmus zur Basis 10

©

©

Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion mit gleicher Basis

©

Waichst extrem langsam
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Logarithmus allgemein

Gegeben
y=>b" mit b > 0 }

Losung: Logarithmus von y zur Basis b

x = logyy )
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Logarithmus allgemein

Gegeben
y=>b" mit b > 0 J

Losung: Logarithmus von y zur Basis b

x = logyy )

Besondere Basen:
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Logarithmus mit unterschiedlicher Basis

Logarithmus als Funktion: f(z) =y = log,
4 | | |

—b=10

o y-Achse ist Asymptote
o Schneidet x-Achse bei z =1
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Rechnen mit Logarithmen — Multiplikation

Am Beispiel mit der Basis 10
Es sei A = 10™ und B = 10™,
dann gilt Ig(A) =n und 1g(B) =m

und A = 10 und B = 10'8(B)
Multiplikation

v

Daniel Bick Physik fiir Biologen und Zahnmediziner 27. Oktober 2017 8 /35



Rechnen mit Logarithmen — Multiplikation

Am Beispiel mit der Basis 10
Es sei A = 10™ und B = 10™,
dann gilt Ig(A) =n und 1g(B) =m

und A = 10184 und B = 10'8(B)

v

Multiplikation
A-B=10"-10" = 10™""™
— 10'e(A)+e(B)
lg(A - B) = 1g(10'8(A)+1s(B))
= 1g(4) +1g(B)
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Rechnen mit Logarithmen

Multiplikation

log, (A - B) = log,(A) + log,(B)

Division

log,(A/B) = log,(A) — log;,(B)

Potenz

log,(A™) = m - log(A)

Waurzel

logy( V/A) = log,(A)/m

Daniel Bick
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logy (10 - z) — log,(40) =



Beispiel

10 -z
logy (10 - ) — logy(40) = logs( 20 )
T
-1 d
0g2(4)
z
= IOgQ(?)
— logy(z - 272)
= logy («) + logy(27%)
= logy(z) — 2
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Basistransformation

lg(A) sei bekannt. Es gilt

A =10

Wie erhalt man den Logarithmus zu einer anderen Basis, z.B. In(A)?
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Basistransformation

lg(A) sei bekannt. Es gilt

A =10

Wie erhalt man den Logarithmus zu einer anderen Basis, z.B. In(A)?
A — n(4)
10164 — 4 — n(A)
In(1084)) = In(A)
1g(A)In(10) = In(A)
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Basistransformation

lg(A) sei bekannt. Es gilt

A =10

Wie erhalt man den Logarithmus zu einer anderen Basis, z.B. In(A)?
A — n(4)
10164 — 4 — n(A)
In(1084)) = In(A)
1g(A)In(10) = In(A)

Allgemein

logy () = logy(g) - logy(x)

v
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Wiederholung: Exponentialfunktion allgemein

Allgemein:
fl@)=y=a B ¢

Faktor b im Exponenten wirkt wie andere Basis, da BY®=%0) = (Bb)(®=0)

10
— €* . ..
o0 |© Eine Basis ist genug

° i 23z |0 Ublicherweise e

6 - |

=

4 [ .|

2 [ .|

0 I / | ‘

—4 -2 0 9 4
T
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Wiederholung: Exponentialfunktion allgemein

Allgemein:

fl@)=y=a B ¢

Faktor b im Exponenten wirkt wie andere Basis, da BY®=%0) = (Bb)(®=0)

o Eine Basis ist genug

o Ublicherweise e

10 -
— e
069z

81 a 6237
6 - -
=

4 -
2 - -
0 - / | |

—4 -2 0 2 4

T

Um von einer beliebigen
Basis B auf die Basis e zu
kommen:

BT — eln(B)~:c
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Logarithmisch geteilte Achsen

Z.B. fiir die y-Achse
o Trage jeden Messwert y an der Stelle 1g(y) auf.

9
1—1g(1)=0 i
10 — 1g(10) =1
100 — 1g(100) = 2 1
2 —1g(2) ~0,3 14
5—l1g(5) ~0,7
o lg(z) nur fiir positive = |
o Darstellung nur fiir positive 0 -t
y-Werte moglich
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Beschriftung logarithmisch geteilter Achsen

100 +

10

Daniel Bick

10°
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10°

10°
5 -+
2 4
10*
54
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10°

Verschiedene Beschriftungen méglich
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|
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Einfach-logarithmisches Papier

'8 88°
8 80
7 70
6 T e e e e e e e 60
5 50
4 40
g 30
2 o o logarithmische Y-Achse
o Einsatz bei
19 30 exponentiellen
5 5 Zusammenhangen
6 6 ) .
5 5 o Achtung: Nie die Null
‘ ¢ unterschreiten
3 3
2 2
1 1
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Einfach-logarithmisches Papier

'8 88°
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6 T e e e e 60
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4 40
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5 5 o Achtung: Nie die Null
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Logarithmische Graphen

105 1 5
10t £ g 41 .
103 £ 1 30 i
102 4 20 .
10t F 4 1h .
F 3 5

= 100 %’ % EB 0 -
1071 F —1r )
1072 —21 1
1073 F | 3l |
1074 4 —4 i

10—5 L | | L L L | | | | 1 -5 | | L L L | | | |
-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 —5-4-3-2-10 1 2 3 4 5

Beispiel 10”: logarithmische Darstellung ergibt Gerade

y=10°" = lg(y) =c-x

Steigung = ¢
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Logarithmische Graphen

10° 5

104} — 4l |

108 | . 3l |

102k : 2| |

10t | 1 - 1f 1
1071 E E —1r a
10-2} 1 -2f 1
103 F -3F :
104 | —4r :
10—5 > | | | I I -5 | | | I I

L L L | L L L |
-5 -4-3-2-10 1 2 3 4 5 5—-4-3-2-10 1 2 3 4 5

Beispiel 10”: logarithmische Darstellung ergibt Gerade

y =107 — lg(y)

C

° 95
y=B“" = 1g(y) =c-x-1g(B)

Steigung = ¢ - 1g(B)
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Logarithmische x-Achse

10
8 |- .
o Logarithmische Zusammenhange
ol y = log,(z")
2| ! = log;(10) - 1g(z")
| — log,(10) - lg(a)
qoo 10! 102

Steigung: n log;(10)
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Logarithmische x-Achse

10

—y =In(z?)
al- | |— y=1g)
o Logarithmische Zusammenhange
ol y = log,(z")
2| = log;(10) - 1g(z")
= log(10) - n - 1g(x)
01()0 “HH ‘1‘51 B H1‘02

Steigung: n log;(10)

Daniel Bick Physik fiir Biologen und Zahnmediziner 27. Oktober 2017 17 / 35



Doppelt logarithmisch geteilte Achsen

Potenzfunktion

y=a-zx
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Doppelt logarithmisch geteilte Achsen

Potenzfunktion

y=a-z"
lg(y) = lg(a) +n - 1g(x)
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Doppelt logarithmisch geteilte Achsen

Potenzfunktion 50

y=a-z"
lg(y) =lg(a) + 1 - lg(x) .

Analog zu linearer Funktion mit

=

w A U O~

o Steigung n

o y-Achsenabschnitt 1g(a)

wenn man lg(y) gegen lg(z) auftragt
Vorsicht bei der Interpretation: es
sind nur positive Werte dargestellt:
lg(x) =0 bei x =1

1 2 3 4 56780910 20 30
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Doppelt logarithmisch geteilte Achsen

100
90 )
80 7 7
70 =
60
Potenzfunktion 50
40
—qa-z" 30 —
1 y a-T 1 @j{ =90 A%
=1 . 20
g(y) =lg(a) +n - l1g(x) A -
Analog zu linearer Funktion mit 0 YAVl
: H
o Steigung n 7 7
6 T 7
o y-Achsenabschnitt 1g(a) 5 /
4
wenn man lg(y) gegen lg(x) auftragt // Y=
Vorsicht bei der Interpretation: es , /
sind nur positive Werte dargestellt: / L Bl
lg(z) =0 beixz =1 T
1
i 2 3 4 5678910 20 30
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Beispiel Allometrie

Zykluslange in Stunden

Jahrhundert 10°
10°% Lebensdauer
Janr 104

Monat 103

Tag
104

o Messen und Vergleichen von ]
Beziehungen zwischen der KérpergroBe 1014
107

Minute

von Lebewesen und deren Verhiltnis zu 0] Aming
Sekunde 107 /HerzW/

verschiedensten biologischen GroBen o

10 %
mSekunde é ? ;S

107 L]
101 102 103 104 105 10° 107
Kérpergewicht, Gramm

Quelle: http://de.wikipedia.org/wiki/Allometrie

Klassische Allometrieformel

y=a-x
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1) Logarithmen

(@ Differentiation



Diffentation

Beispiel:
o Auto mit konstanter Geschwindigkeit v

o Verhiltnis aus zuriickgelegtem Weg As und dafiir bendtigter Zeit At
immer gleich

A
At

(%

Um die Geschwindigkeit zu messen, reicht es Zeit und Ort an einem
Startpunkt Py und an einem Stopppunkt P; zu bestimmen.
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Weg-Zeit-Diagramm — konstante Bewegung

s[m]

o Py: Startpunkt der Messung
to Startzeit, sy Startort

o Pj: Stopppunkt der Messung
t; Stoppzeit, s1 Stopport

As

o Geschwindigkeit konstant
= v ist Steigung der Geraden

Geschwindigkeit
_As
UTAL
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Weg-Zeit-Diagramm — Beschleunigte Bewegung

5 [m]

I e e

As

S F-=-=

o Geschwindigkeit nicht konstant,
v abhangig von t

——————— o Steigungsdreieck gibt eine

gemittelte Geschwindigkeit v

o Fiir eine genauere Messung

muss t1 naher an ¢ riicken

At

Daniel Bick
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Weg-Zeit-Diagramm — Beschleunigte Bewegung

5 [m]

o Geschwindigkeit nicht konstant,
v abhangig von t

Al e e il

o Steigungsdreieck gibt eine
As gemittelte Geschwindigkeit v

Py o Fiir eine genauere Messung
muss t1 nadher an ¢ riicken

S F-=-=

f9 bl
At

o At muss so klein gewahlt werden, dass die Geschwindigkeitsanderung
wahrend At vernachlassigbar klein wird.
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Geschwindigkeit zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢

s[m]
o Gesucht: Geschwindigkeit an
e m Punkt Py bzw. bei t = tg
As o At —0
Py
So F=== : ‘
" Tt

At
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Geschwindigkeit zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢

s[m]
o Gesucht: Geschwindigkeit an
P Punkt Py bzw. bei t = ¢y

1

e o At—0

As
Py
So F=== ‘ !
t‘o t‘l t[s]

At
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Geschwindigkeit zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢

s [m]

o Gesucht: Geschwindigkeit an
Punkt Py bzw. bei t = ¢y

o At—0
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Geschwindigkeit zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢

s [m]

o Gesucht: Geschwindigkeit an
Punkt Py bzw. bei t = ¢y

o At—0
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Geschwindigkeit zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢

s [m]

o Gesucht: Geschwindigkeit an
Punkt Py bzw. bei t = ¢y

o At—0

Ast =0
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Geschwindigkeit zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢

s [m]

o Gesucht: Geschwindigkeit an
Punkt Py bzw. bei t = ¢y

o At—0

As = So e
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Geschwindigkeit zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢

s [m]

o Gesucht: Geschwindigkeit an
Punkt Py bzw. bei t = ¢y

o At—0

o Tangen n die Kurv i P
As speetl angente an die Kurve bei Py
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Differentialquotient

Mathematisch kann man At ,unendlich klein* werden lassen

(to) = lim 25 = %
V= NS0 A T dt -

Die Steigung der Kurve im Punkt P ist die Tangente an die Kurve in
diesem Punkt.
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Ableitung

o Die Ableitung an einem Punkt P der Funktion f(x) gibt die
Steigung der Tangente an f(z) im Punkt P an.

o Mathematisch definiert durch den Differentialquotienten Z(2) — 4

o Im Differentialquotienten sind die Differenzen infinitesimal klein.

Man schreibt:

. Ay dy d
/ o 24 %499 ¢
Flo)=y = Alalcgo Az dz d:cf(x)
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Beispiel f(x) = 2°

Az
_ 2? +2zAz + Az? — o2
B Ax
_ 2zAz + Az?
N Az
=2r + Az

A
lim =2 = lim (2z + Ax) =2z
Az—0 Az Az—0
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Wichtige Funktionen und ihre Ableitungen

c 0

" n - xn—l
sin(z) cos(x)
cos(z)  —sin(x)

e’ e’
In(x) 1
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Konstanter Faktor

y=f(z)=c-u(x) > f(z) = c ()

o Faktoren konnen vor die Ableitung gezogen werden
o Beispiel: f(z) =7 -In(z) — f'(z) =
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Konstanter Faktor

y=f(z)=c-u(x) > f(z) = c ()

o Faktoren konnen vor die Ableitung gezogen werden
o Beispiel: f(z) =7-In(z) = f'(z) =L

x
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Summenregel

y= f(z) =u(z) +v(x) = f(z) = (z) +'(z)

o Summanden werden einzeln differenziert
o Beispiel: f(z) = 2% +¢® — f/(z) =
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Summenregel

y= f(z) =u(z) +v(x) = f(z) = (z) +'(z)

o Summanden werden einzeln differenziert
o Beispiel: f(z) = 2% +¢e® — f/(x) =3 22 +¢€°
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Produktregel
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Produktregel
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Quotientenregel

y= f(@) = u(@)o(@) > f(2) = (' (2) - o(z) — u(e) - v/ (2))/0(x)

o Beispiel:
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Quotientenregel

y= f(@) = u(@)o(@) > f(2) = (' (2) - o(z) — u(e) - v/ (2))/0(x)

o Beispiel:

f(l“) sin(z)/cos(z)
f'(z) = (cos(x) - cos(z) — sin(z) - (—sin(x)))/ cos?(z)
=1+ sin?(z)/ cos?(z)

=1/cos’z
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Kettenregel

o Innere Ableitung mal duBere Ableitung

o Beispiel:

flx) = e — u(z) =22 und f(u) =e"
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Kettenregel

o Innere Ableitung mal duBere Ableitung

o Beispiel:

flx) = e — u(z) =22 und f(u) =e"
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Ableitungsregeln

@ Konstanter Faktor
y=f(z)=c-u(@) = f(z) =c u(z)
@ Summenregel
y=f(@) =u(z) +v(z) = f(z) = (z) +'(z)
® Produktregel
y = f(z) =u(@) v(z) = f(z) = u'(2) - v(@) + u(z) - V'(x)
@ Quotientenregel
y = f(z) = u(@)/v(z) = f(2) = (' (2) - v(z) - ulz) V' (2))/v(2)?
® Kettenregel
y=f(z)=f(u(@)) = f'(z) = f(v) - (2)
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Beispiele fiir Ableitungen

o f(z)=5-23+22+3/x— f/(z) =

o fla)=Vad = f'(a) =

o f(z) =% In(z) = f'(z) =

o f(z) =sin(z® — 2%) = f/(x) =

o f(z) =In(z)/(z+1) = f'(z) =
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Beispiele fiir Ableitungen

o flx)=5-23+22+3/x— fl(x) =15 -22+2 -2 — 3/2?

o f(a) = Vad = f'(x) =3/(5- Va?)

o f(x) =2 -In(z) = f(z) =z* - (5 In(z) + 1)

o f(z) =sin(a® — 22) = f'(z) = (3-2%2 — 2 z) - cos(z® — 2?)

o f(z) =In(z)/(z+1) = f'(z) = 1+ 1/ — In(z))/(z + 1)
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