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Einfiihrung in die Quantentheorie

Hausiibung, Blatt 1 SoSe 2018 Abgabe: 17.04.2018

[H1] Exponentialfunktion einer Matrix (4 Punkte)

Auch fir Matrizen definiert man die Exponentialfunktion mit Hilfe der Potenzrei-
henentwicklung:

<1
exp M = E —'M”.
—n!

(a) Sei M eine konstante Matrix. Zeigen Sie, dass die Losung der Differentialglei-
chung 47(t) = iMZ(t) durch #(t) = exp(itM)Z(0) gegeben ist.

(b) Sei M eine spurlose, imaginére 2 x 2-Matrix und deshalb eine Linearkombina~
tion der drei Matrizen

i0 0 —i 0 i
= ) e ) e ()

Welche der M; sind hermitesch, welche antihermitesch?
Berechnen Sie U; = exp(itM;); welche der U; sind unitar?
Verifizieren Sie fiir die drei Falle die Beziehung det(exp A) = exp(tr A).

[H2] Basistransformationen (3 Punkte)

Es bezeichnen |2/(6)) und |y/(0)) die Basisvektoren eines um den Winkel 6 bzgl.
der (z,y)-Basis gedrehten Koordinatensystems. Man zeige, dass die Komponenten
(@' (0)|Y), (y'(0)]1) eines Vektors |¢) in dieser Basis die Differentialgleichungen

.0, /
— i O) = W OISI).
— i W O) = W OISI).

erfilllen (wobei S = M, aus Aufgabe [H1](b)). Konstruieren Sie die explizite Losung
dieser Dgl. fiir [¢) = |R) und |¢p) = |L). (|R) und |L) wie in der Vorlesung.)

Bitte wenden



[H3] Aufspaltung eines Atomstrahls (3 Punkte)

Jemand experimentiert mit einem Strahl von Helium-Atomen im angeregten 3S;
Triplett-Zustand (Elektron-Konfiguration 1s2s, Kernspin 0). Die Atome werden dem-
nach durch Zustandsvektoren in C?® charakterisiert. In einer geeigneten Basis wird
die benutzte Stern-Gerlach-Messapparatur durch die Matrix

1 0 0
M=|0 0 0 (1)
0 0 -1

beschrieben. Sie spaltet den Atomstrahl auf in drei Teile, deren Atome sich dann
jeweils in den Eigenzustédnden

1 0 0
(=)= {0, l)=|1], [&)=10 (2)
0 0 1

befinden. Die drei Teilstrahlen passieren unmittelbar darauf eine zweite, identische
Messapparatur, welche gegeniiber der ersten um 90° gedreht ist. Diese Drehung ist
in C3 realisiert durch die Matrix

R=g|-v2 0 V2, (3)

so dass der zweite Satz von Eigenzustdnden lautet
1) =RI=), o) =Rlo), [)=R[<). (4)

Bestimmen Sie die Intensitdten W,; mit ¢ =—,0,+ und « =71,e,] der neun
Teilstrahlen nach der zweiten Aufspaltung.
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[H4] Messwerte einer Messapparatur (3 Punkte)
Einer Messapparatur entspreche in der {|z), |y)}-Basis die Matrix

A= z1),<2(11+ ) ] 0) '

(a) Welche Messwerte a sind moglich? Man bestimme die zugehdrigen (normierten)
Eigenzustande |, ).

(b) Mit welchen Wahrscheinlichkeiten W, werden die Werte a erhalten, wenn sich
das System unmittelbar vor der Messung im Zustand

I
[¥) = NG (il) +19))

befindet?
(c¢) Berechnen Sie beztiglich [¢)) den mittleren Messwert (A) und die Schwankung
AA, wobei (AA)? = ((A—(A))?).

[H5] Kommutierende Operatoren (4 Punkte)

In einem dreidimensionalen komplexen Hilbertraum H seien zwei Operatoren durch
ihre Wirkung auf die Vektoren der orthonormierten Basis {|e1), |e2), |es)} folgender-
maflen definiert

Aler) = 3ler) —iv/2]ey) + es) Bler) = le1) +iv/2]ey) + |es)
Ales) = iv2|er) + 2]es) —iv/2|es) Bles) = —iv2|e1) 4 iv2|es)
Ales) = [er) +1v2]ea) + 3es) , Bles) = |ex) — iv2]es) + [es) ,

(a) Man gebe die den Operatoren A und B bzgl. dieser Basis zugeordneten Matri-
zen an.

(b) Zeigen Sie, dass die Operatoren A und B hermitesch sind und dass sie mitein-
ander kommutieren.

(¢) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A und B, deren Vielfachheiten sowie eine
Orthonormalbasis {|f1), |f2), | f3)} simultaner Eigenzustédnde von A und B.
Hinweis: Betrachten Sie das Eigenwertproblem zu A. Bestimmen Sie zuerst
den Eigenvektor | f;) zum einfachen Eigenwert. Ein Eigenvektor zum doppelten
Eigenwert lautet |f>) = 1 (le1) —iv/2|e2) — |es)). Konstruieren Sie den dritten
Eigenvektor orthogonal zu |fi) und |fs).

(d) Welche Matrizen sind A und B bzgl. der Basis {|f1), |f2),|f3)} zugeordnet?

[H6] Dichtematrix fiir einen teilweise polarisierten Lichtstrahl (3 Punkte)

Man betrachte einen teilweise polarisierten Lichtstrahl. Es seien pr und p;, der Anteil
der rechtspolarisierten bzw. linkspolarisierten Photonen.

(a) Wie lautet die Dichtematrix in der Basis {|R), |L)}?
(b) Wie lautet die Dichtematrix in der Basis {|x), |y)}?
(c) Man iiberpriife p*> # p und trp? < 1.
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[H7] Pauli-Matrizen (3 Punkte)

Die Pauli-Matrizen sind definiert als

. (01 2. (0 —i 5. (10
”‘(10)’“‘1 o) 7~ \o -1)°

(b) Fiir a, = (ag, @) und o = (1,5) ist zu prifen, dass
tra,ot = 2a

und

deta,ot = af — @*.

[H8] 2x2 Dichtematrizen (4 Punkte)

Jede 2x2 Dichtematrix kann wegen p = p' und trp = 1 in der Basis {o*} der
hermiteschen 2x2 Matrizen parametrisiert werden als

p = a0t = Y(1+d-5). 1)

Andererseits wissen wir, dass es zwei orthonormierte Eigenkets |+) und |—) geben
muss, so dass

p = plH)H+ (A-p)|=){=] mit 0<p<1. (2)
(a) Berechnen Sie det p. Welche Bedingung an @ folgt aus der Einschrankung 0 <

p < 1 7 Beschreiben Sie geometrisch die Menge aller Dichtematrizen (1).

(b) Geben Sie eine minimale Liste von Operatoren (2; an, aus deren gemessenen
Erwartungswerten (£2;) = tr(p §2;) Sie @ ermitteln und damit p rekonstruieren
konnen.

(¢) Bestimmen Sie p als Funktion von @. Finden Sie die Eigenkets |[+) und |—) in
der Parametrisierung (2).

(d) Schreiben Sie p? in der Darstellung (1). Wie grof ist tr p? ?
(e) Diskutieren Sie den reinen Fall. Was geschieht mit den Ergebnissen (a)-(d)?
(f) Was passiert bei @ =07

Bitte wenden



[H9] Langlebige und kurzlebige Kaonen (3 Punkte)

Die in einem Experiment zum Zeitpunkt t = 0 erzeugten neutralen Kaonen oder

Anti-Kaonen sind verschiedene Linearkombinationen der Zustande |Kp) und |Kg)

(langlebige bzw. kurzlebige Kaonen), genauer:

KO — S (IKg)+ 1K) oder  [R%) = —=

V2 " V2

Zu einem spateren Zeitpunkt ¢ > 0 hat sich ein langlebiger bzw. kurzlebiger Kaon-
Zustand entwickelt geméafl

(IKs) = K1)

[Ks(t)) = e™'|Ks)  baw.  |Ki(t)) = e “|Kp),

wobei wg < wp. Hierbei bleibt der Zerfall der Kaonen unberticksichtigt! Sei nun
|¥(t=0)) = |K?). Bestimmen Sie |¢(¢)). Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, zum
Zeitpunkt ¢ ein K= zu finden (mit Skizze des Ergebnisses).
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[H12]

[H13]

[H14]

ZerflieBen eines Gaufischen Wellenpakets I (4 Punkte)

Die Wellenfunktion eines freien Teilchens mit der Masse m in einer Dimension sei
zur Zeit t = 0 bekannt als

P(x,t=0) = (aﬂ)’i exp(ikom — %) :

wobei kg und o positive reelle Konstanten sind.

(a) Berechnen Sie ¢(z,t), indem Sie nach Eigenzustdnden des Hamiltonoperators

H= % entwickeln.

(b) Bestimmen Sie das Maximum (xmax,w(xmax)> der Wahrscheinlichkeitsdichte
w(z) als Funktion der Zeit.

(¢) Geben Sie die Breite A des Wellenpakets zur Zeit t an.
(d) Diskutieren Sie die Ergebnisse aus (b) und (c) fiir ¢t — oo.

Unschirfen eines Gaufischen Wellenpakets (4 Punkte)
Fiir ky = 0 reduziert sich die zeitabhangige Wellenfunktion aus [H12] auf

o\ 1

Lo :
W(x,t) = (W) (n(t)) : exp(—%f(t)) mit 7(t) = o +ikt/m.
Stimmt Ihr Resultat fir [H12a]? Berechnen Sie als Funktion der Zeit
(a) (X), (X?) und AX,
(b) (P), (P?) und AP.
(c) Geben Sie APAX als Funktion der Zeit an. Bestimmen Sie das Minimum.

Zerflielen eines Gauflschen Wellenpakets 11 (2 Punkte)
Fir kg = 0 vereinfacht sich die Anfangs-Wellenfunktion aus [H12] zu

Y(z,t=0) = (07T)*i exp(—g—g).

Die Zeitentwicklung 1 (x,t) soll alternativ bestimmt werden mit Hilfe von

(U (E)ly) = {ele ) = 6o — ) exp( 505 )

Benutzen Sie hierzu die Identitét
2% 737" = (1+a)_% o377 /(1+a)
2 Sonderpunkte:

Koénnen Sie diese Identitdt beweisen, indem Sie eine Differentialgleichung fiir die
linke Seite herleiten und diese losen?
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[H15] Lokalisiertes freies Teilchen (3 Punkte)

Ein freies Teilchen sei fiir t = 0 lokalisiert:
w(x70> = 5(:6 — gj‘o) — f% eik(:p—zo).

Berechnen Sie ¢(x,t) auf die drei bekannten Arten:

(a) Entwickeln Sie [¢(f)) nach Eigenzusténden |k) des Hamilton-Operators und
verwenden Sie, dass

(klv(t) = exp(—LE(k)t) (K[(0) .

(b) Benutzen Sie den Propagator eines freien Teilchens in der Ortsdarstellung,

(AUl = [y (™).

(c) Benutzen Sie die Darstellung des Propagators als Differentialoperator

(@UDy) = 6z —y) exp(320;) .

[H16] Pfadintegral fiir freies Teilchen (3 Punkte)

Berechnen Sie den Propagator eines freien Teilchens in einer Dimension,
U(l’, t, Zo, to) = <$|U(t — to)‘x0> s

durch ,Diskretisierung” des Feynmanschen Pfadintegrals. Zerlegen Sie dazu das
Zeitintervall [tg,t] in N gleiche Abschnitte der Dauer ¢ = (t—t()/N, faktorisieren
entsprechend den Operator U(t—ty), schieben zwischen alle Faktoren vollstandige
Ortsbasen {|z,), n = 1,..., N—1} ein und integrieren somit iiber N—1 Zwischen-
punkte z,. Das Pfadintegral ist definiert als Grenzwert fir N — oo.

Wenn e geniigend klein ist, kann der Propagator fiir ein Teilstiick von z,_; nach z,
immer approximiert werden durch

U(Zn’ tn; “n—1; tn—l) =/ ﬁ eXp{ih Sc1<zn—17 tn—l; Zn tn)} )

wobei t, = to+ne und Sy die Wirkung fiir die gerade gleichférmige Bewegung
zwischen den angegebenen Ereignissen ist. Berechnen Sie das (N—1)-fache Integral
zunachst fir N = 2 und N = 3 und verallgemeinern Sie dann das Ergebnis auf belie-
biges N. Wie hangt das Resultat von N und € ab? Kénnen Sie den Kontinuumslimes
ausfithren?

Bitte wenden



[H17] Messungen an einem Satz von Operatoren (4 Punkte)

Betrachten Sie die Operatoren

(a)

L (010 L (0 =0 10 0
Le=— |10 1|, Ly=—|i 0 —i|, L.=[0 0 0
V210 1 0 V2lo i o 00 —1

Welche Messergebnisse fiir L, gibt es? Berechnen Sie (L,), (L2) und AL, im
Zustand |L,=+1).

Berechnen Sie die Eigenwerte und die normierten Eigenzustdnde von L, in der
L .-Basis.

Ein Teilchen sei im |L,=—1) Zustand. Was sind die moglichen Ergebnisse, wenn
man L, messen wiirde? Geben Sie auch die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten
an.

Gegeben sei der Zustand
) = 3|L.=+1) + 3|L.=0) + J5|L.=—1).
Wenn L? gemessen wird und das Ergebnis +1 gibt, was ist der Zustand nach

dieser Messung? Wie wahrscheinlich war dieses Ergebnis?

Geben Sie fiir den Zustand aus Punkt (d) die moglichen Ergebnisse bei einer
L.-Messung und deren Wahrscheinlichkeiten an.

Ein Teilchen sei in einem Zustand, in dem die Wahrscheinlichkeiten

1 1 1

sind. Begriinden Sie, daf der allgemeinste normierte Zustand mit dieser Eigen-
schaft geschrieben werden kann als

') = 3¢°|L.=+1) + 5¢¥|L.=0) + 3¢"|L.=—1)

mit beliebigen Phasen «, 8 und 7. Normierte Zustinde |¢) und e|¢) sind
bekannterweise aquivalent. Bedeutet dies, dass die obigen Phasenfaktoren in
|¢") irrelevant sind? Berechnen Sie zum Test W (L,=0).
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[H19] Nullpunktsenergie des harmonischen Oszillators (3 Punkte)

Leiten Sie mit Hilfe der Unschéarferelation eine untere Grenze fiir die Energie eines
harmonischen Oszillators,

1 mw?
H= P+ —X?

2m 2
in einem stationdren Zustand her.

Hinweis: Driicken Sie (H) durch (X?) aus und minimieren Sie.

[H20] Streuung am Delta-Potential (4 Punkte)

Ein Teilchen der Masse m wird gestreut am Potential
V(z) = vpo(x) mit v €R.
(a) Setzen Sie die Wellenfunktion in den Bereichen x > 0 und = < 0 an. Welche

Anschlussbedingungen muss die Wellenfunktion an der Stelle x = 0 erfiillen?

(b) Man bestimme die Transmissionsmatrix Q(£) und die Streumatrix S(F). Fur
welches Vorzeichen von vy und welche Energie gibt es einen Pol und was be-
deutet er?

(¢) Geben Sie Transmissions- und Reflexionskoeffizient als Funktion der Energie
an (mit Skizze). Zeigen Sie, dass R(E) +T(F) = 1 gilt.
[H21] Reflexionsfreies Potential und Supersymmetrie (3 Punkte)

Betrachten Sie den Hamilton-Operator
H=3Q"'Q -1,
wobei die Operatoren QF im Ortsraum durch die Differentialoperatoren
Qt = $i + tanh x
dx
gegeben sind. Wir haben A = m = 1 gesetzt.
(a) Wie lautet das Potential V(x) in diesem Hamilton-Operator?
(b) Losen Sie die Differentialgleichung Q1 = 0. Was ist 1)}, in Bezug auf H?

(c) Betrachten Sie den mit H verwandten Hamilton-Operator
H=3QQ"-1).
Wie lauten die Eigenfunktionen ¢ (z) und die Eigenwerte Ej, von H?

(d) Berechnen Sie 1, = QT ¢r. Welche Bedeutung hat 1, fiir den urspriingli-
chen Hamilton-Operator H? Geben Sie den Transmissionskoeffizienten fiir das
Streuproblem am Potential V' (z) an.






Einfiihrung in die Quantentheorie

Hausiibung, Blatt 9 SoSe 2018 Abgabe: 19.06.2018

[H22] Zwei Delta-Zacken (3 Punkte)

Ein Teilchen der Masse m bewegt sich in einer Dimension im Potential
V(z) =—-Vp [5(3:—}—@) + 5(x—a)} mit Vo>0 und a>0.
(a) Bestimmen Sie die Gleichungen fiir die Energieeigenwerte der Bindungszustén-
de.

Hinweis: Nutzen Sie die Symmetrie des Potentials.

(b) Losen Sie die Gleichungen fur die Grenzfille a — 0 und a — oo. Skizzieren Sie
die Eigenwerte als Funktion von a.

Bemerkung: Dies ist ein Modell fiir das Hj-Ton. Die Anniherung der Kerne ist
energetisch giinstig und fithrt zur chemischen Bindung.

[H23] Verallgemeinerter Potenzreihenansatz (4 Punkte)

Gegeben sei fiir ein Teilchen der Masse m auf der Halbachse x > 0 das Potential

mw? a T\2
V(x) = 5 0/2 (x — a) .

(a) Bringen Sie die stationére Schrodingergleichung durch Einfithrung einer dimen-
sionslosen Variablen ¢ = Sz auf die Form

d2 64(14
Llf? e

wobei = /mw/h und € = E/hw sowie ¥(§) = hw/2 ¢p(x).
(b) Untersuchen Sie das asymptotische Verhalten der Wellenfunktion # fir £ — oo.

—§2+2<e+ﬁ2a2>] 5E) = 0.

(¢) Man mache den Ansatz
WE) =W(E)e €  ud W)= i an & mit ag #£0.
n=0

Gewinnen Sie eine Differentialgleichung fir W.

(d) Bestimmen Sie aus dieser Differentialgleichung den Wert von s und leiten Sie
eine Rekursionsbeziehung fiir die Koeffizienten a,, her.

(e) Das asymptotische Verhalten von 1) erfordert, dass die Reihe fiir W () abbricht.
Ermitteln Sie aus dieser Bedingung das Energiespektrum.

Bitte wenden



[H24] Koh&rente Zustinde (3 Punkte)

Ein harmonischer Oszillator befinde sich zur Zeit ¢ = 0 in einem Eigenzustand des
Vernichtungsoperators,

(a)

ala(t=0)) = ap |a(t=0)) fir ein ag € C.

Bestimmen Sie diesen Eigenzustand, indem Sie |a(t=0)) nach den Energie-
eigenfunktionen |n) entwickeln und die Entwicklungskoeffizienten berechnen.
Zeigen Sie, dass die zeitliche Entwicklung des Zustands gegeben ist durch

la(t)) ~ e “2er®a 10y mit at) = age .

Normieren Sie den Zustand |«(t)) und berechnen Sie den Erwartungswert (V).
Geben Sie die Wahrscheinlichkeit W,, an dafiir, dass sich der Oszillator im n-
ten Energieeigenzustand befindet, und driicken Sie diese als Funktion von (N)
aus.

Betrachten Sie (H) fiir grofie (N). Welche Grofie 148t sich im Vergleich zur
klassischen Theorie als Amplitude der Schwingung interpretieren?
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[H27] Paramagnetische Elektronspin-Resonanz (3 Punkte)
Ein Teilchen der Masse m, Ladung e und Spin 1/2 befindet sich in einem zeitab-
héngigen Magnetfeld B(t). Der Hamiltonoperator dieses Systems lautet

. e
H=—B({)-S= o (B1S; coswt + B1Sy sinwt + ByS,) .
me

(a) Verwenden Sie zur Losung der zeitabhdngigen Schrodingergleichung den Ansatz

(Sh) - (0%

Welche Werte fiir A sind moéglich? Die Rotationsfrequenz des Magnetfeldes sei
gleich der Prézessionsfrequenz des Teilchens: w = eBy/mc (Siehe Préasenziibung
[P27]). Bestimmen Sie a; und ay fiir alle erlaubten Werte von \.

(b) Zur Zeit t = 0 ist das System im Eigenzustand von S, mit Eigenwert s, = 1/2.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass zur Zeit ¢t > 0 der Wert s, = —1/2
gefunden wird.

[H28] Spin-Bahn-Kopplung (3 Punkte)

Die Bewegung eines Protons (Spin 1/2) in einem rotationssymmetrischen Zentral-
potential wird durch den Hamiltonoperator H = Hy + H; mit

Ho = 3~ P*+ V(R) und
lea[j-g fir o = konst.

beschrieben. H; beschreibt dabei die Spin-Bahn-Kopplung.

Im Fall fehlender Spin-Bahn-Kopplung (a=0) lassen sich die Eigenzustédnde von H
als Tensorprodukt
In, Emy, smg) = [nlmy) @ |smg)

aus einem Bahndrehimpuls-Eigenzustand |n ¢ m,) und einem Spin-Eigenzustand |s my)
schreiben (n ist eine weitere Quantenzahl). Die Eigenenergien fir =0 sind Eg,e- Be-
trachten Sie im folgenden den Fall o # 0.

(a) Verwenden Sie die Tensorprodukt-Basiszustande {|n,¢my, sms)} und geben
Sie H bei festem n explizit in dieser Darstellung fiir /=0 und /=1 an. Es gilt
die Beziehung;:

A

(LS, + i,&) +1.8..

Uy

L.

N | —

Bitte wenden



[H29]

(b) Geben Sie die Eigenzustande und Eigenenergien von H an. Benutzen Sie hierzu,
dass die Drehimpulsoperatoren J2, L2, S? und J, miteinander vertauschen.

Bemerkung: Man kann nun die Eigenvektoren von H in (b) durch die Produktzu-
stande {|n, £ my, smg)} ausdriicken. Ein Vergleich mit (b) gibt dann die Basistrans-
formation. Die dabei auftretenden Koeffizienten heiflen Clebsch-Gordan-Koeffizienten
(Siehe Présenziibung [P28]).

Dreidimensionaler harmonischer Oszillator (4 Punkte)

Die zeitunabhéngige Schrodingergleichung des dreidimensionalen isotropen harmo-
nischen Oszillators lautet

h? mw?
<_2771A+2T2> @Z)E :E¢E-

(a) Machen Sie den Separationsansatz Vg (r,d, ¢) = £ xge(r) Yo,n(9, ¢) und zeigen
Sie, dass xge(r) die Differentialgleichung

d>xg(r 2mE (041
df;,s( ) ( - 22 (r2 )) XE,Z(T) -0

mit A = mw/h erfiillt.

(b) Bestimmen Sie das asymptotische Verhalten von x g ¢(r) fiir r — 0 und r — oo.
Setzen Sie

0+1 —Lxr2

Xee(r) =r""e" 27 ug,(r)

und finden Sie die Differentialgleichung fiir ug ¢(r).

(c) Substituieren Sie ug (1) = vg () mit n = Mr? und geben Sie die Differential-
gleichung fiir vg 4(n) an. Entwickeln Sie vg,(n) in eine Potenzreihe

vpe(n) = a.n”
n=0

und bestimmen Sie die Rekursionsbeziehung fiir die Koeffizienten.

(d) Die Forderung nach polynomialen Losungen liefert eine Abbruchbedingung
fir die Rekursionsbeziehung der Koeffizienten. Berechnen Sie iiber die Ab-
bruchbedingung die Energieeigenwerte Ey,y, wobei N = 0,1,... geschickt
zu wahlen ist. In kartesischen Koordinaten findet man iibrigens E,,, ,,n, =
hw(nl—kng—l—ng—i—%). Verifizieren Sie, dass Sie tatsachlich die gleichen Energien
und Entartungsgrade gefunden haben.
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[H30] Sphéirischer Potentialtopf (4 Punkte)

Gegeben sei das dreidimensionale Potential

mit V454 >0 und R>0.
0 sonst

-1y fi <R
V() = { o s
(a) Machen Sie einen Separationsansatz fir den Winkel- und Radialanteil der sta-
tionaren Wellenfunktion und formulieren Sie die radiale Schrodingergleichung.
Man iiberpriife explizit, dass

sin z COS 2
und ng = —
z z

Jo =

mit geeignetem z Losungen der radialen Gleichung fiir /=0 sind.

(b) Wie lauten bei /=0 die physikalisch erlaubten Wellenfunktionen der Bindungs-
zustdnde im Innen- und Auflenraum?

Hinweis: Im Auflenraum wéhle man zweckmafigerweise die Hankelfunktionen
hj = j¢ +ing und h, = j, — in, als Basislosungen.

(c) Zeigen Sie, dass die Anschlufibedingung bei r=R auf folgende Gleichung fiithrt:

2mVy
72

x
tany = ——— mit x:\/z’gf2(%—|E|) und o? = R?.

a2 — 2

Diskutieren Sie die Bestimmungsgleichung fiir die Energie-Eigenwerte. Fertigen
Sie dazu eine Skizze an.

[H31] Grundzustand des Wasserstoffatoms (3 Punkte)
Ein Wasserstoff-Elektron befinde sich im Grundzustand [¢), der durch

(Flu) = (ma) 2

mit dem Bohrschen Radius ag = h?/(me?) = 0.529 - 10~°m beschrieben wird.
(a) tuberzeugen Sie sich, dass die Wellenfunktion richtig normiert ist.

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet sich das Elektron im Inneren einer
Kugel vom Radius ay?

(c) Berechnen Sie die Erwartungswerte des Hamiltonoperators H und des Drehim-
pulses L.

Bitte wenden



[H32] Erweiterte Symmetrie des Wasserstoffatoms (3 Punkte)

Betrachte das Wasserstoffatom mit dem Hamiltonoperator

Pk

S — — 2 — /2
o R k=e", R R?.

Der Pauli-Runge-Lenz Operator ist definiert als

(a)

Ein Operator 3 heiBt Vektoroperator genau dann, wenn [L;, (2;] = ig;;,2, ist.
Aus der Vorlesung ist bekannt, dass R, P und L Vektoroperatoren sind. Zeigen
Sie, dass auch A ein Vektoroperator ist.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass das Kreuzprodukt O x T zweier beliebiger
Vektgroperatoren (2, I' wieder ein Vektoroperator ist. Nutzen Sie weiter, dass
[L;, R?] = 0 und damit auch [L;, R~'] = 0 ist. (Warum ist das so?)
Zeigen Sie, dass

o, kK 2H /-

y KT A e

A_h2+m(L+1>' (%)

Hinweis: Zeigen und nutzen Sie die folgenden Identitéten:

S T S X
OxL=-LxG+2d, L-G=G-L, [PR]=ih%,

wobei (2 ein beliebiger Vektoroperator ist.
Weil A ein Vektoroperator ist, gilt [L;, A;| = ie;j,Ax. Weiter ist (dies zu zeigen
ist nicht Teil der Aufgabe):

2H
[H, Az] = 0, [AZ, A]] = _igijkLkH .

Die Existenz von A lisst sich nutzen, um die Energienieveaus und deren Ent-
artungsgrade im Wasserstoffatom zu finden. Betrachten Sie dazu den Eigenzu-
standsraum H(E) von H zu einem festen Eigenwert £ < 0, und definieren Sie
hierin die Operatoren

1 1 [ m

Zeigen Sie folgende Relationen:
S?=17, [S:, T3] =0, [Si, ;] = ieijx Sk, (T3, Tj] = icij Ty -

Nutzen Sie jetzt die Eigenschaften der Drehimpulsalgebra-Darstellungen sowie
die Beziechung (), um die Energieniveaus und Entartungsgrade im Wasserstoff-
atom fiir £/ < 0 zu finden.

Hinweis: T? hat die Eigenwerte = ¢(t + 1) mit Entartung (2¢ + 1).
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[H33] Messungen an einem Satz von Operatoren (2 Punkte)

Betrachten Sie die Operatoren

L (010 L (0 =0 10 0
Le=— |10 1|, L,=—|i 0 —i|, L.=[00 o0
V210 1 0 V21 i o 00 —1

(a) Welche MeBergebnisse fir L, gibt es? Berechnen Sie (L), (L2) und AL, im
Zustand |L, = +1).

(b) Was sind die prinzipiell méglichen Ergebnisse, wenn man L, messen wiirde?

(¢) Gegeben sei der Zustand
W) = 3|L. = +1) + 3|L. = 0) + 5|L. = —1).
Wenn L? gemessen wird und das Ergebnis +1 ist, was ist der Zustand nach
dieser Messung? Wie wahrscheinlich war dieses Ergebnis?
(d) Geben Sie die moglichen Ergebnisse bei einer L,-Messung und deren Wahr-
scheinlichkeiten fir den Zustand |¢)) aus Punkt (c) an.
[H34] Transmission und Reflexion (2 Punkte)

Berechnen Sie Transmissions- und Reflexionskoeffizienten fiir das Potential
V(z) = Ad(x) + BO(x)
mit Potentialstrufe @ und J-Funktion am selben Ort, wobei A, B > 0. Das Teilchen
laufe von links ein mit Energie £ > B.
[H35] Bilokalisiertes Teilchen (2 Punkte)
Ein freies Teilchen der Masse m in einer Dimension sei zum Zeitpunkt ¢ = 0 an den
Orten x = +a lokalisiert:
(2,0) = Ad(x —a) + (1 = A)d(z +a),
wobei A die relative Amplitude fiir die beiden Positionen x = +a parametrisiert.

(a) Bestimmen Sie die (nicht normierte) Wellenfunktion ¢ (z,t) des Teilchens fiir
einen spéteren Zeitpunkt ¢ > 0.

(b) Berechnen Sie die (nicht normierte) Wahrscheinlichkeit W, (t), dass das Teil-
chen zum Zeitpunkt ¢ am Ort x = a lokalisiert, sich also im Zustand mit der
Wellenfunktion

Yo(z,t) =0(x — a)
befindet. Skizzieren Sie qualitativ den zeitlichen Verlauf W, (¢) fir ¢ > 0.

Bitte wenden



[H36] Oszillatormodell fiir den Drehimpuls (2 Punkte)
Betrachten Sie zwei ungekoppelte eindimensionale harmonische Oszillatoren und
beschreiben Sie sie durch Erzeuger o', b' und Vernichter a, b:

[a,a'] =1, 0,0 =1, alle anderen Kommutatoren = 0.

Definieren Sie L, = afb.

(a) Driicken Sie L_ = (Ly)" und L3 =
aus.

(b) Verifizieren Sie [L3, L+] = +L.. Damit ist die Drehimpuls-Algebra realisiert.

+[L4, L_] durch Erzeuger und Vernichter

(c) Als Basiszustédnde wahlen Sie die gemeinsamen Eigenkets der beiden Anzahl-
Operatoren N, = a'a und N, = b'b:

Nalna, np) = na [na,ne)  und  Ny|ng, np) = ny [na, np) -
Berechnen Sie die Wirkung der Operatoren L3, L., L_ und L? = L3+3(LiL_+
L_L.) auf die Zustande |ng, ny).

(d) Welche Beziehung zwischen den Eigenwerten (n,,n;) und den tiblichen Quan-
tenzahlen (¢,m) finden Sie?

[H37] Relativistischer Oszillator: Stoérungstheorie (2 Punkte)

Die relativistische Energie eines Teilchens E = /c?p? + m?c* kann fir kleine Ge-

schwindigkeiten in E = mc? + % - ém%iz + O(p®) entwickelt werden.

(a) Berechnen Sie mit Hilfe dieser Naherung in erster Ordnung Storungstheorie die
relativistischen Korrekturen zu den Energieniveaus des harmonischen Oszilla-
tors,

P2 mw? 1 4

H=Hy+V Hy=—+ —X* V=-
otV 0 2m+ 2 ’ 8m3c?

(die Ruheenergie mc? kann in diesem Zusammenhang ignoriert werden).

(b) Welche Bedingung muss w erfiillen, damit dieses Ergebnis eine gute Naherung
sein kann?

Hinweis: Driicken Sie P* durch ¢ und a' aus!
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