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1 Historische Urspriinge der Quantenmechanik

Uberblick iiber Grenzen und Probleme der klassischen Physik

1.1 Ultraviolettkatastrophe des Schwarzkorperstrahlers

In einem quadratischen Kasten der Kantenldnge L sind die diskreten Moden des elektro-
magnetischen Feldes gegeben durch die Wellenzahlen

k:%<n17n27n3)7 ni:1727“'7 (1)

wobei w = ¢y k, wobei die Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢y = 1 in natiirlichen Einheiten.
Die Anzahl der Moden pro Frequenzintervall sind damit

3k 3k I 34 2 I3w?
_d Lgd _( ) w W 2)

N= 8(m/L)® T (213 \e/) (2m)3 YT 2m2c}
Da es pro Mode zwei Photonpolarisationen gibt und in der kassischen Thermodynamik
jede Osrzillator-Mode die mittlere Energie kg7 enthélt (nach dem Gleichverteilungssatz
%kBT jeweils fiir die kinetische und die potentielle Energie), hitte man fiir die Energie-
dichte

u(w)dw = kB—TwZ dw , (3)

2,3
T3¢,

so daf} die Gesamtenergiedichte divergiert. Planck postulierte nun daf§ die Energie in jeder
Mode des Strahlungsfeldes nur die diskreten Werte

E;, = nhw; = nhy; ,n=0,1,--- (4)

annehmen, wobei Frequenz v und Kreisfrequenz w iiber w = 27v zusammenhéngen und
h = 2wh ~ 6.626 x 1073* Js die Plancksche Konstante ist. Die einzelnen Energiequanten
hw werden dann als Photonen interpretiert. Da der Impuls eines masselosen Teilchens
p = FE/cy ist, ist auch der Impuls quantisiert,

pi,n:nhkiun:0717'“7 (5)

Nach der Thermodynamik ist dann die mittlere Energie in Mode ¢

D E; e PFin 0z
o > e PFin B o8

mit 8 = (kgT) ' und der Zustandssumme

7 = Z ¢ PEin (7)

(E:)

Mit Gl. (4) ergibt dies

1 hw

Z:w, <Ei>:€6hw7_1' (8)



Damit wird aus Gl. (3)
u(w)dw = n W dw 9)
w2y e — 1
Der Limes hw < kgT heisst Rayleigh-Jeans Gesetz, wihrend der entgegengesetzte Grenz-
fall hw > kg1 das Wiensche Gesetz darstellt.

1.2 Photoelektrischer Effekt

Die aus einer Metallfolie herausgeschlagenen Elektronen haben die Energie
1
E, = 5mv§ =hw—-W, (10)

was nicht von der Intensitdt abhéngt, die in der klassischen Physik durch die Energie-
stromdichte S = {2E x B reprisentiert wird.

1.3 Comptoneffekt

Die Streuung eines Photons an einem Elektron der Masse m, wird durch Energie-Impulserhaltung
beschrieben:

Bk +maco = hK + [m2c + ()] (11)
hk = hK +p', (12)

wobei k und k' die Wellenzahl des Photons vor bzw. nach der Streuung ist und p’ der
Impuls des gestreuten Elektrons. Subtraktion der gestrichenen Gréfien und Bildung des
Vierer-Skalarprodukts, d.h. Quadrieren und Subtraktion der Raum- von den Zeitkompo-
nenten ergibt

h
k—k = k(1 — cos 6 13
L k(1= cos0) (13)
oder sk 0 0
N\ = mtco sin? 5 = 47, sin” 2. (14)

wobei A = 27/k und X' = 27 /k’ die Photonwellenléngen des Photons vor bzw. nach der
Streuung, 6 der Streuwinkel, also der Winkel zwischen k und k', und A\. = h/(m.cq) die
Compton Wellenlénge des Elektrons sind..

1.4 Stern-Gerlach Experiment

Stern und Gerlach schossen 1922 einen Strahl paramagnetischer Atome mit magnetischem
Moment g durch ein variables transversales Magnetfeld. Die Strahlrichtung sei entlang
der z—Achse und das Magnetfeld B = B.e.. Dann ist die auf die Atome wirkende Kraft

F=-VV,= V(“’ : B) = ,qu<Bz)ez7 (15)

wobei die magnetische Wechselwirkungsenergie V,,, = —u - B. Klassisch ware p, und die
Auffacherung damit kontinuierlich, experimentell beobachtete man jedoch nur diskrete
Teilstrahlen, was auf eine Quantisierung von g und damit des Spins der Atome hindeutete.
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1.5 Materiewellen, de Broglie

Nach de Broglie 1923 ist jedem Teilchen mit Energie £ und Impuls p eine Materiewelle
zuzuordnen, deren Frequenz und Wellenldnge durch

E
= — 16
v =2 (16)
N o= h_zmh
p p
gegeben ist. Da die Wellenzahl k = 27/ folgt auch hier, wie bei Photonen
p = hk. (17)

1.6 Stabilitit von Atomen und Molekiilen

Ein Elektron im Orbit um einen Atomkern sollte nach Maxwells Theorie der Elektrody-
namik kontinuierlich Energie abstrahlen. Stabile Atome und Molekiile wéren damit nicht
moglich. Stattdessen beobachtet man Ubergénge zwischen diskreten Zustinden, in denen
Photonen der Frequenz v mit

hv = hw = |E; — Ey|, (18)

wobei E; und E; die Energien des Anfangs- bzw. Endzustands sind. Diese diskreten
Zustande wurden historisch zunéchst durch die Bohrschen Quantisierungsbedingungen
bestimmt: In der klassischen Mechanik beschreibt man ein System durch die Hamilton-
Funktion

H(q17”'7qD7p17”'7pD)7 (19)
wobei die Impulse p, zu den entsprechenden Koordinaten g, kanonisch konjugiert sind, 1 <
v < D. Die zeitliche Entwicklung wird durch die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

0H OH
apy Y pl/ aqy ( O)

beschrieben. Dabei lisst jede kanonische Transformation (q,,p,) — (Q., P,), d.h. jede
Transformation welche die kanonischen Poissonklammern

{Qu, Qu} =0= {va PM} {Qw PM} = 5vu (21)

respektiert, mit der Poissonklammer

{F,G}EZD: (8F G OF aa) | (22

Qv

0q, Op,, B Op, 0q,

v=1
die Form der Hamiltonschen Gleichungen unverandert.
Fiir ein integrables System, d.h. ein System, das die Wahl geeigneter kanonischer Variablen
(qv, py) erlaubt, die alle periodisch sind, lauten die Bohr-Sommerfeldschen Quantisierungs-
bedingungen nun

%p,,dq,,:n,,h n,=0,1,---, v=1,---,D (23)



2 Wellenfunktionen und Schrédingergleichung

2.1 Freie Teilchen und ebene Wellen

Wie aus der klassischen Physik bekannt, kann eine ebene, monochromatische Welle mit
Wellenzahl k und Kreisfrequenz w durch die komplexe Funktion

B(r, 1) = Aciler—ot+) (24)

beschrieben werden, wobei A die Amplitude und § die Phase bei (r,¢) = 0 ist. Im allge-
meinen besteht eine Dispersionsrelation

w=w(k) (25)

zwischen Frequenz und Wellenzahl. Elektromagnetische Wellen werden durch solche Aus-
driicke beschrieben und da sie Losungen von linearen Differentialgleichungen sind, kénnen
sie auch linear iiberlagert werden. Dies ist das wichtige Superpositionsprinzip der Quan-
tenmechanik. Eine wichtige Erkenntnis der Quantenmechanik besteht darin, dal auch
Teilchen durch Wellenfunktionen 1 (r,t) beschrieben werden, wobei die Wahrscheinlich-
keitsverteilung, das Teilchen am Ort r zu finden, durch

p(r,t) = [¥(r, 1) (26)

gegeben ist falls die Wellenfunktion auf Eins normiert ist, d.h.

/ o (r, ) 2dPr = 1. (27)

Man beachte, daf die ebenen Wellen Gl. (24) eigentlich nicht normierbar sind; in der Pra-
xis beschrankt man diese ebenen Wellen daher oft auf ein grofles aber endliches Volumen.
Das wohl beriihmteste Experiment zur Uberlagerung von Wellenfunktionen ist wohl das
Doppelspalt-Experiment. Hier wird ein Elektronenstrahl mit Wellenzahl k auf eine Blende
mit zwei Spalten gelenkt, deren Position surch ry bzw. ry gegeben seien. Die beiden Teile
der Wellenfunktion, die dem Durchgang des Elektrons durch Spalt 1 bzw. 2 entsprechen,
werden zu gegebener Zeit durch

eik|r—ri|

Pi(r,t) o , 1=1,2, (28)

Ir — 1y
bis auf ortsunabhéngige Faktoren. Hier héingen die Wellenfunktionen nur von den Betrégen
von Wellenzahl und Radiusvektor vom jeweiligen Spalt ab, da wir es bei Durchgang durch
eine Blende bzw. einen Spalt mit Kugelwellen bzw. axi-symmetrischen Wellen zu tun
haben. Falls nicht beobachtet wird durch welchen Spalt das Elektron propagiert ist, wird
die Wellenfunktion des Elektrons hinter der Blende durch

Q/J(Ta t) =1 (I‘, t) + ’17/)2(1', t) ) (29)

was zu Interferenzen in der Verteilung der Elektronen

giklr—r1|  giklr—ra| |2 giklr—r1| | giklr—ri] 2

~

p(r) (30)

r —ry| |r—ry r
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auf einem hinter der Blende aufgestellten Schirm fiihrt, wobei die N&aherung fiir » >
|r; — o] gilt. Wird dagegen gemessen durch welchen Spalt das Elektron gelaufen ist, wird
die Verteilung durch

p(r) = [ (e, ) + P, P ox ——— 4 o 2 (31)

r—r|2 |jr—rsf2 71

beschrieben und es gibt keine Interferenzen.
Freie Teilchen der Masse m haben die Dispersionsrelation

E(k) = hw(k) = + (m?c} + W2|k[>2)"* (32)

wobeil wir die de Broglie Relation Gl. (17) verwendet haben. In der nichtrelativistischen
Quantenmechanik beschriankt man sich auf die positive Losung (die negative entspriache
den Anti-Teilchen) und entwickelt bis zur ersten Ordnung in k = |k]|,

h2k?
om

E(k) = hw(k) ~ mcj + (33)
wobel der erste, k—unabhéngige Term als uninteressanter Phasenfaktor meist weggelassen
wird. Das allgemeinste drei-dimensionale Wellenpaket entspricht dann einer Uberlagerung
ebener Wellen Gl. (24) und damit einer drei-dimensionalen Fouriertransformation,

Pk - i(kp— 1E2
o0 = [ Gttt ), o
welche die Umkehrtransformation
~ dsI‘ — k.r,ﬁ
Y(k) :/W¢(rat)€ (er—tmt) (35)

besitzt. In D Dimensionen definiert man den Raum L?*(R?”) der quadratintegrablen, kom-
plexwertigen Funktionen, fiir die

/dD><|w(X)|2 < 00 (36)

ist. Man kann dies in mathematisch strengen Sinn definieren, in dem die Funktionen v (x)
nur bis auf eine Menge des Lebesgue-Masses Null definiert sind und das Integral in Gl. (36)
im Sinne von Lebesgue verstanden wird. L*(RP) ist ein Vektorraum. Man kann beweisen
daB fiir jedes ¢ € L2(RP) ein (k) existiert so daB

v = [ GrpEioe
i) = [ e
/de|1/J(X)|2 = /de|1/~1(k)|2,(Parsevalsche Gleichung) , (37)
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mit k - x = 25:1 k,x,. Mit dem D—dimensionalen Analogon zu Gl. (27) kann nach
der Parseval Gleichung daher |¢)(k)|? als Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Wellenzahl k
interpretiert werden. Der Erwartungswert einer orts- bzw. Wellenzahl-abhéngigen Grofie

f(x) bzw. f(k) ist damit gegeben durch

() = / xR, (k) = / dPK f () [ ()2 (38)

Dabei kann (f(k)) auch als Integral iiber den Ortsraum ausgedriickt werden:
009) = [ 509 [ax ) [axe it -
_ Dx | dPx" o (x') [f(—i X a7k el =x)
= [arx [ e ) v [ G
= [ Px0 e (i) (39)

wobei wir im dritten Schritt partiell integriert haben und im vierten Schritt die delta-
Funktionsdarstellung [ dPk e =% = (27)P§P(x’ — x) verwendet haben. Daraus folgt
daB der Impuls- bzw. Wellenzahloperator im Ortsraum durch

k=—iV, p=—ihV (40)

gegeben sind.
Beispiel: Das eindimensionale Gaufische Wellenpaket kann geschrieben werden als

(k) = Cexp [~ (k — ko)*d?] , (41)

wobei C' eine Normierungskonstante, kg der Erwartungswert der Wellenzahl und d eine
Langenskala sind. Mit Hilfe Gauflscher Integrationen der Form

/+OO dr e " = (§>1/2 (42)

(e}

fir &« € C mit Re(a) > 0 kann man dann leicht zeigen daf§ Gl. (34) zur Wahrscheinlich-
keitsverteilung im Ortsraum

P (x — tat)”
2 [t + (££)° e
- ()]

[Y(z, )] = (43)

2t ()]

fiihrt. Der Erwartungswert (z) bewegt sich also mit Geschwindigkeit hko/m wéhrend das
Wellenpaket gleichzeitig breiter wird. Vergleich von Gl. (43) und [¢(k)|* aus Gl. (41) mit
einer normierten Gaufiverteilung mit Mittelwert zy und Standardabweichung o,

@) = Gy e |- (44)
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ergibt

511/2
00 = Ar={(z— ()" = d+(£—td)] ,
o = Bp= {0~ @)= o2, (45)
also
A:L’Ang. (46)

Dies ist ein erstes Beispiel fiir die Heisenbergsche Unschdrferelation, die wir spéter noch
systematischer behandeln werden.

2.2 Operatoren

Gl. (40) ist ein erstes wichtiges Beispiel fiir das Konzept des Operators: Allgemein ist ein
Operator A definiert als eine Abbildung in L*(RP):

U(x) = AY(x) € LA(R7), Vo(x) € L*(RP) (47)
In der Quantenmechanik hat man es meist mit linearen Operatoren zu tun, fiir die
A (e + cathy) = 1 Ay + ¢ Ata, Yy, 1 € L*(RP) Ve, ¢, € C (48)

ist. Die wichtigsten Beispiele sind Funktionen des Gradienten, f(V), und Multiplikation
mit orts-abhéngigen Funktionen f(x). Dabei wird f als analytische Funktion angenom-
men, so dafl man definieren kann

. fn)
f(A):Zf '@An. (49)

n:
n=0

Operatoren kénnen addiert und mit komplexen Zahlen multipliziert werden. Spezielle
Operatoren sind der Einheitsoperator, 1¢) = 1 und der Null-Operator, 0¢» = 0. Der
Umbkehroperator A~! zu einem Operator A ist definiert durch A=A = AA™1 = 1.

Der Kommutator zweier Operatoren A und B ist definiert durch

[A,B] = AB — BA. (50)
Nach GI. (40) ist zum Beispiel
[.’E,/,LU“] :07 [pl/7p,u] :07 [xlhp,u] :ih’(sl/u7 M, Vy = 17"'7D (51)

Operatoren, die solchen Vertauschungsrelationen geniigen, nennt man kanonisch. In der
klassischen Mechanik entspricht das konjugierten Variablen, die den Relationen Gl. (21)
geniigen. Das Skalarprodukt zweier Wellenfunktionen ¢(x) und ¢ (x) ist definiert durch

(6 = / 0P x ¢ (X)(x) (52)

10



wobei ¢*(x) die komplex konjugierte Funktion ist. Das Skalarprodukt ist bilinear und hat
folgende Eigenschaften:

()" = (b|o)
(Plerthy + catba) = c1(@[thr) + c2 (B|1ha)
(cro1 + caolth) = 1 (D1]) + 5 (da2]P))

fiir alle ¢, co € C. Ferner ist das Skalarprodukt positiv definit, d.h.
[l = @lw)* =0 &y =0, (53)

wobei ||1|| als die Norm von 1 bezeichnet wird. In der Mathematik bezeichnet man einen
vollstindigen Vektorraum, d.h. einen Vektorraum, in denen jede Cauchyfolge konvergiert,
mit einem positiv definiten Skalarprodukt als Hilbertraum H. Zum Beispiel ist L?*(RP)
damit ein Hilbertraum. Der zu einem Operator A hermitesch konjugierte Operator At ist
definiert durch

(ATlg) = (9lAY) (54)
/ dPx (A1) (p(x) = / dPx 6 (%) At ()

Vo, € L*(RP). Ein Operator A heisst hermitesch oder auch selbstadjungiert, falls AT =
A. Ein umkehrbarer Operator heifit unitdir wenn Ut = U~!, wenn also UTU = UU' = 1.
Beispiele:

e Ein Operator, der aus Multiplikation der Wellenfunktion mit einer reellen Funktion
besteht,

mit V(x) € R, ist hermitesch.

e Wenn die Wellenfunktionen im Unendlichen verschwinden, was wegen der Normier-
barkeit Gl. (36) im allgemeinen der Fall ist, ist der Impulsoperator Gl. (40) selbst-
adjungiert, wie man durch partielle Integration verifiziert,

[ x50y wix) = [ dPx(x) (-i90) ().

e In einem D—dimensionalen komplexen Vektorraum C* kann jeder Operator A durch
eine D x D—Matrix ausgedriickt werden: Sei ¢ = Eiil ¥;e; mit den Vektorkom-
ponenten 1; in einer Basis e;, ¢ = 1,---,n. Dann wird A durch die Matrix A
1,7 = 1,---, D charakterisiert,

R

D
(Ap)i = Ay .
=1

Bilden die e; ferner eine Orthonormalbasis, d.h. ist (e;|e;) = ¢;;, so kann man mit
Hilfe der Definition Gl. (54) leicht zeigen daB die Komponenten des hermitesch
konjugierten Operators A durch

(AT)U = Aji (55)
gegeben sind.
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2.3 Schroédingergleichung und Korrespondenzprinzip

Gl. (40) ist ein Beispiel fiir das Korrespondenzprinzip, nach dem jeder phsyikalischen Grofie
in der Quantenmechanik ein Operator zugeordnet wird, der auf die den Quantenzustand
beschreibende Wellenfunktion wirkt. Ferner sieht man am Beispiel der allgemeinen Wel-
lenfunktion Gl. (34) fir freie Teilchen dafl

0
E =ih—. 56
ot (56)
Die Schréodingergleichung fiir freie Teilchen erhalten wir dann direkt durch Einsetzen der
Korrespondenzen Gl. (40) und Gl. (56) in die Dipersionsrelation fiir freie Teilchen,
2 2 2
P 0 h* s h
EF=— h— t) = —— t)=——A t).
m — 1 atw(rv ) 2mV ’QZ)(I', ) m ’QZ)(I', ) (57)
Im relativistischen Fall wiirde das Quadrat der Dispersionsrelation Gl. (32) zur Klein-
Gordon-Gleichung
92
—hQﬁQ/J = mPcy — hPcg Ay (58)
fithren, die aber eine Wellengleichung zweiter Ordnung in der Zeit wire, die man auf-
grund negativer Energielosungen nur innerhalb der Quantenfeldtheorie konsistent behan-
deln kann.
Fiir ein nicht-relativistisches Teilchen, das sich in einem Potential V (r) bewegt, ist die
klassische Energie gegeben durch

B QP—m V), (59)

was mit dem Korrespondenzprinzip auf die Schrodingergleichung

h2
(e, 1) =~ (e, )+ V (), ). (60)
fithrt. Dies wird haufig in der Form
0
zhaw(r,t) = Hi(r,t) (61)
mit dem Hamilton-Operator
h2
H=—-—A 2
o +V(r), (62)

der hermitesch ist, wenn das Potential V (r) reell ist.

2.4 Postulate der Quantenmechanik

1. Der Zustand eines Systems, das durch D Ortskoordinaten, zusammengefasst in einen
Ortsvektor x, beschrieben wird, wird durch eine Wellenfunktion (x,t) € L?*(RP)
beschrieben, wobei [1(x,t)[?dPx die Wahrscheinlichkeit beschreibt, daff sich das
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System in einem Intervall d”x um den Ortsvektor x befindet. Mathematische An-
merkung: Die quantenmechanischen Zustdnde eines Systems bilden immer einen
Hilbertraum, den wir oft mit H bezeichnen werden. Da die Zuordnung zwischen
quantenmechanischem Zustand und Wellenfunktion nur bis auf Multiplikation mit
einer komplexen Zahl ¢ € C # 0 bestimmt ist und ein Zustand damit einem Strahlim
Hilbertraum entspricht, hat die mathematische Beschreibung der Quantenmechanik
einen starken Bezug zur projektiven Geometrie.

2. Den Messgrofien (Observablen) der klassischen Physik entsprechen in der Quanten-
mechanik hermitesche Operatoren.

3. Der Frwartungswert eines Operators A in einem Zustand 1) ist in Verallgemeinerung
von Gl. (38) gegeben durch

(), = (0lAv) = [ P (x40, t). (63)
4. Die Zeitentwicklung der Zusténde wird durch die Schrodingergleichung
ihgw(x t) = Hy(x,t), mit H= —h—ZA + V(x) (64)
ot T  2m '

beschrieben. Der Hamilton-Operator H ist hermitesch und entspricht der Energie.

Die Schrodingergleichung ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeit.
Es gilt damit das Superpositionsprinzip, d.h. wenn zwei Wellenfunktionen ;(x,t) und
19 (x, t) Losungen sind, so sind auch beliebige Linearkombinationen ¢ (x,t) + catha(x, 1)
Losungen, wobei ¢q, ¢y € C. Ferner ist die Schrodingergleichung deterministisch, d.h. die
zeitliche Entwicklung ist durch Vorgabe der Wellenfunktion zu einer Zeit ¢ = ¢, (Anfangs-
bedingung) eindeutig festgelegt.

Obige Postulate gelten fiir beliebig-dimensionale Systeme, also auch dreidimensionale Sy-
steme bestehend aus N Teilchen, fiir welche D = 3N und A = V? = Ziil V?, WO-
bei V; der dreidimensionale Gradient fiir Teilchen ¢ ist. Die potentielle Energie V(x) =
V(ry,- -+, ry) héngt im allgemeinen von den Ortskoordinaten r; aller Teilchen ab.

Da beispielsweise fiir zwei Teilchen im allgemeinen t(ry, ra) # ¢ (r;)s(rs) gilt, kann es
zu Verschrinkungen (englisch entanglement) der Wellenfunktionen kommen, mit interes-
santen Auswirkungen, die etwas spéater noch etwas genauer besprochen werden.

2.5 Ehrenfestsches Theorem

Wir kénnen nun die Zeitableitung des Erwartungswertes Gl. (63) eines Operators berech-
nen,

d . 0A .
G =[x (drav 4 oG vad) . (65)
dt ot
Einsetzen der Schrodingergleichung Gl. (64) und ihrer komplex konjugierten
—ihglp* = Hy" (66)
o
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fiithrt zu
d 1 0A
G = ay+ (5 (67)

In der klassischen Physik entspricht dies der Zeitableitung einer Funktion f(q,,p,,t), die
von den Orts- und Impulskoordinaten und eventuell der Zeit abhéngen,

d - of
Ef(qyupllut>_{H7f}+E7 (68)

wobei die Poissonklammer in Gl. (22) definiert wurde. Wir kénnen nun die Kommutatoren
in Gl. (64) leicht berechnen,

DL p2 1< & ihp
[H, xu] = ; ﬁ + V(X)axu = m ;pugéuv = - mu ) (69)
S -
_ Py _ h 9 v
[H,p)] = ; - + V(x),pu| = {V(x), : mj —ih o (70)

wobei wir Gl. (51) verwendet haben. Mit Definition der Kraft F(x) = —VV/(x) erhalten
wir schliellich

d _
X = (71)
Cip) = (YY) = (F() (72)

Das FEhrenfestsche Theorem besagt also daf die klassischen Gleichungen fiir die quanten-
mechanischen Mittelwerte gelten. Beachte jedoch, daff im allgemeinen (F(x)) # F((x)),
so daB (x) und (p) im allgemeinen nicht den klassischen Bewegungsgleichungen gelten,
aufler wenn

D 92R,

() = T

(Az,Ax,) < F\, YA\ pv=1--,n.
v,u=1
2.6 Kontinuititsgleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte

Mit Hilfe der Schrodingergleichung Gl. (64) und Gl. (66) kénnen wir nun auch die zeitliche
Anderung der lokalen Wahrscheinlichkeitsdichte berechnen,

9 plo, 1) = Gt = [ (HY) — (HY) o] = oo [(V2) = (V20)] - (79)

Mit Definition der Wahrscheinlichkeitsstromdichte

. _ h * * _ E *
§(5,1) = o [ (V) — (V)] = - I [ V] (14)
kann man Gl. (73) als Kontinuitatsgleichung schreiben,
0
57 p(x,t) + V- j(x,t) =0. (75)
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Mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes kann man die zu dieser differentiellen Form &qui-
valente integrale Form schreiben als

9 [ b _ n-i(x
a/vd x p(x,t) = /avd i(x1), (76)

fiir jedes beliebige Teilvolumen V', wobei sich das Oberflachenintegral auf der rechten Seite
iiber die das Volumen V berandende Fliache 0V erstreckt und n die nach auflen zeigende

Normale bezeichnet. Als Spezialfall fiir das Gesamtvolumen, V = RP folgt daraus die
Erhaltung der Norm Gl. (36),

0

o / x| ()2 = 0. (77)

Dies folgt weil 1 € L?(RP) fiir |x| — oo mindestens wie |x|~/? abfallen muf , womit
wegen Gl. (74) j mindestens wie |x|~P~! abfillt, so dal das Oberflichenintegral in Gl. (76)
verschwindet.

2.7 Stationidre Losungen, Eigenwerte und vollstindige Ortho-
normalsysteme

Fiir zeitunabhéngige Hamilton-Operatoren kann man die Schrodingergleichung durch Se-
paration der Variablen losen:

(x,t) = f(D)Y(x),

was zu

ol 0f(t)_ ! x) = F = cons
th(t) 5 _w(X)H¢() 1) t. (78)

fithrt. Daraus folgt ‘
f(t) = e (79)

und die Eigenwertgleichung fiir den Hamilton-Operator zum Eigenwert E

Hyp(x) = Eyp(x). (80)

Die resultierende Gesamtwellenfunktion ¢ (x,t) = ¥g(x) exp(—iEt/h) heifdt stationdr weil
die Wahrscheinlichkeitsdichte [1(x,t)|? zeit-unabhéngig ist. Die Normierungsbedingung
Yp(x) € L*(RP) bestimmt die erlaubten Eigenwerte E.

Allgemein zeigt man leicht daf3 die Eigenwerte a,, zu einem hermiteschen Operator A,

Awn = anwn

reell sind, a; = a,, und daf die Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal
sind,

(Up|thm) =0 falls a,, # ayy, .

Die gilt im allgemeinen nicht fiir mehrere entartete Eigenfunktionen zum selben Eigen-
wert. Jedoch kann man diese durch unitire Transformationen so wéhlen dafl sie paarweise
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orthogonal sind. Ferner kann man die Funktionen durch Multiplikation mit einer geeig-
neten Konstanten auf Eins normieren, so dafl die Orthonormalititsrelation

(%Wm) = Onm (81)

gilt. Unitéire Operatoren U lassen diese Relationen wegen UTU = UUT = 1 unverindert,

<U¢n|me> = <¢n|UTme> = <¢n|wm> = Opm -

Der Index n kann in diesen Relationen iiber diskrete oder auch iiber kontinuierliche Werte
laufen (z.B. fiir ebene Wellen). Um die Notation einfach zu halten nehmen wir im folgenden
zunéchst diskrete Eigenwerte an. Wir versuchen nun eine beliebige Wellenfunktion ¢ (x) €
L*(RP) in Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators A zu entwickeln,

V(%) =D cnthn(x). (82)
Aus Gl. (81) folgt sofort
e = (Ualt) (83)

Ferner kann man damit schreiben
06 = 00 [ @ )0e) = [P Y v ) = [ axoxexui).

wobei wir im zweiten Schritt annehmen, dafl die Integration und die im allgemeinen
unendliche Summe vertauschbar sind. Dies kann nur dann fiir alle ¢(x) € L?(RP) gelten,
wenn die Vollstindigkeitsrelation

Y Ua(X)en(x) = 67 (x — x) (84)

gilt. Bilden die Eigenfunktionen 1, (x) demnach ein vollsténdiges System, auch genannt
eine Orthonormalbasis, so folgt aus Gl. (81) auch

[ / xR = 3 feal? (5)

n

Anwendung dieser Relationen auf den Hamilton-Operator H fithrt nun zur allgemeinen
Losung der Schrodingergleichung

Yix,t) =) cpe” P, (x) mit e, = (Walu(t =0)) (86)
wobei wir die Energie-Eigenwerte mit FE,, bezeichnen.
Wir interessieren uns nun fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung wy(a) da8 die durch einen
hermiteschen Operator A dargestellte physikalische Messgréfie in einem beliebigen, gege-
benen Quantenzustand 1 (x) einen Wert a annimmt, —oo < a < co. In diesem Quanten-
zustand wird A damit eine Zufallsvariable A, mit Verteilung wy(a). Dabei gilt fiir den
Erwartungswert einer Funktion F'(Ay) dieser Zustandsvariable

oo
(F(Ap)) = (|F(A)) = / da F(a)wy(a). (87)

o
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Insbesondere definieren wir das k—te Moment

+o0
My fp = <A1’Z> = / da a*wy(a) (88)

und die charakteristische Funktion

win =) = [Caeeu =Y St 69

wobei wir in der letzten Identitéat die Taylorentwicklung der Exponentialfunktion verwen-
det haben.

Fiir einen Zustand der Form Gl. (82) folgt nun aus den Orthonormalitétsrelationen
Gl. (81) sofort

My k = <¢|Ak¢> = Z ‘Cn|2afz (90)
und mit Hilfe von Gl. (89) und der Umkehrtransformation

oo dr

wila)= [ e

—00

Xp(1) = Y lenl’e T = wya) = Y fenl*d(a — an) . (91)
Eine Messung der dem Operator A entsprechenden Observablen fiihrt also immer zu einem
Eigenwert a,, mit Wahrscheinlichkeit |c,|?. Insbesondere misst man im Eigenzustand 1,
mit Sicherheit den Wert a,,. Dariiberhinaus befindet sich das System nach einer idealen
Messung mit dem Resultat ¢, im Eigenzustand v,,, was auch als Kollaps oder Reduktion
der Wellenfunktion bekannt ist.

Einige der bereits diskutierten Operatoren wie der Orts- und der Impulsoperator haben
ein kontinuierliches Spektrum, sind aber eigentlich nicht quadratintegrierbar. So gilt fiir
die Impulseigenfunktionen

5p(3) = s 0 | T (92)
die Orthogonalitéatsrelation
[ Px i x0(0 =70 ~ p) (93)
und die Vollstéandigkeitsrelation
[ 7B )l = 7x ). (99)

Die GL. (82) und (83) entsprechende Entwicklung nach Impuls-Eigenfunktionen ist nichts
anderes als die Fouriertransformation,

060 = [ apie) B (95)
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Die Entsprechung zwischen diskreter und kontinuierlicher Eigenwertspektren ergibt sich
somit als

cn — U (p), Z—>/de. (96)

Man kann zu normierbaren Impuls-Eigenfunktionen iibergehen, indem man die innerhalb
eines endlichen Volumens V' definierten Funktionen

1 ip-x 2rh
| 1 —
wp _mexp |:T:| ’mlt p—T(n1’~-~7nD),ni€Z7 (97)

welche den diskreten Orthonormalititsrelation Gl. (81) geniigen.
Schliefflich sind die Ortseigenfunktionen gegeben durch

xg(x) = Ebg(x), Ug(x) = 0”(x— &) (98)
und erfiillen die Orthogonalitétsrelation
(velvg) = [ aPxvzxvg () =57 - €) (99)
und die Vollstéandigkeitsrelation
[ e = 57 x - x). (100
Die Gl (82) und (83) entsprechende Entwicklung nach Orts-Eigenfunktionen ist

wx) = [ e u(©ug(x). (101)

so daB die Entwicklungskoeffizienten einfach (&) sind.

2.8 Dirac-Formalismus und Darstellungen

Bisher hatten wir Wellenfunktionen bzw. Zustdnde implizit immer in einer bestimmten
Basis bzw. Darstellung geschrieben. In der Dirac-Notation abstrahiert man davon und
schreibt

v(x) — ) . (102)
Ferner schreibt man fiir die oben diskutierten Eigenfunktionen of abkiirzend
Un(X) — [Pn(x)) — [n)
vex) — 1), ¥p(x) —[p) . (103)

Uber das Skalarprodukt ist der duale Vektorrauwm dann definiert durch die linearen Funk-
tionale

(W fulo) = W) Vo eH. (104)
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Die Vektoren (| und |¢) werden dabei als bra- bzw. ket-Vektoren bezeichnet und bilden
im Skalarprodukt ein bracket. Viele der obigen Relationen lassen sich damit abkiirzen,

€lg) = o"€-¢), (plp)=0"(P-p) (105)
) = 0l = oo | T | 010 = (€l = e | Th ]
€)= v.(6)
Die Orthonormalititsrelation Gl. (81) lautet dann

(nfm) = G (106)
Die Vollstéindigkeitsrelation

S fnl =1 (107)

ist dquivalent zu ihrer Formulierung in der Ortsdarstellung Gl. (84): Falls Gl. (107) gilt,
so folgt

Y ax)n(x) =) (xln) (nlx) = (x| (Z ) nl) [x) = (x|x) = 0" (x —x)

Gilt andererseits Gl. (84) so folgt

= [ S v = 3 0n) ()

und damit

=3 ) (Walt) Vo € H,

also Gl. (107). Ferner kann man mit Hilfe der Vollstédndigkeitsrelation Gl. (107) die Wir-
kung eines beliebigen Operators A auf den dualen Zustandsraum definieren durch

(@l A=) " (¢lAln) (n] (108)

womit die Wirkung eines Operators auf den Hilbertraum und den dualen Hilbertraum
assoziativ ist,

(¢l A) ) = (ol (Aly)) = (9l Al) Vo, € H

Damit ldsst sich ein Operator A auch schreiben als

A= 3 () ] = 3 Gl ) (] = 3 ) Gl (109)

n,m

wobei A, die Matrizelemente von A in der Basis |n) sind. Fiir den adjungierten Operator
gilt damit
(olAJp)" = (v|AT|g) . (110)
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In Dirac-Notation kann die Schrédingergleichung Gl. (61) nun abstrakt als

0
iho, [0()) = H (1)) (111)

geschrieben werden. Verschiedene Darstellungen erhdlt man nun durch Projektion dieser
Gleichung auf den dualen Vektor einer Basis, d.h. durch Multiplikation mit den dualen
Zustanden einer Basis von links. Fiir die Entwicklungskoeffizienten ¢, (t) = (n[¢(t)) in
einer diskreten Basis |n) folgt damit

S (1) = 3 (nl i) mfo(0)) = 3 Humel), (112)

m

und analog fiir kontinuierliche Basen. In der Ortsdarstellung ist damit z.B.

xeer = (EIx[€) = / dPx 67 (x — )x6P (x — &) = €07 (€ ~ &)

p££/ = <£‘p‘£/> = /dDX5D<X - £)?VX5D<X - £/> = ;VE(SD(ﬁ - £/> ’ (113)

wobei das Subskript von V angibt auf welche Variable der Gradient wirkt. Damit folgt
aus Gl. (111) sofort

(1) = ih (xl() = / dPx! (x| HIX) (X[ u(t)) =

- /dDX’ {_%AX(SD(X —x) + V(x)0”(x = x) | (x',t) =

- [ s veo] v

die wohlbekannte Schrodingergleichung Gl. (61) im Ortsraum. Ahnlich folgt in Impuls-
darstellung

J - 2 - -
iﬁ@w(p, t) = 2p—m¢(p, t)+ /de’V(p —p)Y(p), (114)

wobei V(p) und (p) die Fouriertransformierten von V (x) bzw. 1(x) sind.
Die formale Losung der zeitabhingigen Schrodingergleichung (86) 148t sich damit nun
auch schreiben als

(1)) = Mt = 0)) =Y (nfu(t = 0) e " |n) (115)

n

was als Schrdidingerbild bezeichnet wird.

2.9 Die Dichtematrix

Man kann den Erwartungswert einer Observablen A, Gl. (63) auch schreiben als

(4) = Tr(pA), (116)
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mit der Dichtematrix
p =) (| (117)
und der Definition der Spur einer beliebigen Matrix X,

Tr(X) =) (n|X|n), (118)

n

mit einem vollstdndigen Orthonormalsystem {|n)}. Die Dichtematrix Gl. (117) beschreibt
einen reinen Zustand und enthélt keine tiber |¢)) hinausgehende Information. Der Vorteil
von Dichtematrizen besteht darin, daf sie auch gemischte Zustdnde beschreiben kénnen:

Pzzpi\wiﬂdh\a (119)

wobei |1 : i) paarweise unterschiedliche, normierte, aber nicht notwendigerweise ortho-
gonale Zusténde sind und p; die statistischen Wahrscheinlichkeiten sind, dafl Zustand );
realisiert ist, mit ), p; = 1. In dieser allgemeinsten Form hat die Dichtematrix folgende
Eigenschaften:

() = Te(pd) = 3 pwilAl)

Tr(p) = 1 (120)
T
po=p
P’ = p& p= )| ist reiner Zustand

N

|
Tr(p®) = 1 < p=|Y)(¢p| ist reiner Zustand.

Diese Eigenschaften folgen aus

Tr(pA) = ZZpl (il Aln) (1)) sz (il Al

n

P’ = Z Zpipj|¢i><wi|¢j><¢j| 7
ZZM% (i) (5In) (nlabi) = szp] [(@iley)]? < Zp,ij =1.

Aus der Schrodmgerglelchung Gl. (111) und 1hrer adjungierten folgt schhethh die Von-
Neumann Gleichung fiir die Zeitentwicklung der Dichtematrix,

0 i
i _ﬁ[Hap]' (121)

Fiir die formale Losung der Schrodingergleichung,

[ (t)) = U(t, to)[¢(to)) (122)
ergibt sich fiir die Zeitentwicklung der Dichtematrix
p(t) = Ul(t, to)p(to)U' (¢, o) - (123)
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3 Eindimensionale Quantensysteme

Wir betrachten in diesem Kapitel die ein-dimensionale stationédre Schrodingergleichung

GL. (80),
Tz = 2 [E - V(@)]Ye(2). (124)

3.1 Potentialstufen

Wir beobachten zunéchst dafi die Wellenfunktion und ihre erste Ableitungen an einer
Sprungstelle xy des Potentials V' (z) aufgrund der Stetigkeit der rechten Seite von Gl. (124)
stetig sein miissen, wihrend die zweite Ableitung einen Sprung haben kann, so daf§ die
Anschlufibedingungen bei x = xy lauten

Y (w9) = Py (w0), Y (20) = 1/1;(56’0) ) (125)
wobei wir ¢/ = (d/dx) setzen und ¢4 (zo) = lime,0 >0 ¥ (2o £ €) etc.

ﬁ V(x)

— Vo
I Il
er
in t
>
0 X

Abbildung 1: Eindimensionale Potentialstufe.

Wir betrachten die Potentialstufe in Fig. 1,

1 firz>0
Vi) =viel): e ={ o ey (126
mit V5 > 0. Damit nimmt Gl. (124) die Form
dQQ/JE(ZC) 2 (ZmE)l/Q
I 2<0: R —k*Yp(x); k= — (127)
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s () [2m(E — Vo)
I 2>0: ———=—¢° ES
an, deren Losungen Linearkombinationen von e*** bzw. e*%* im Bereich I bzw. II sind.
Wir nehmen zunéchst £ > Vj an, d.h. ¢ € R. Fallen die Teilchen nur von links, x < 0, ein,
so kann es im Bereich II, > 0, nur eine nach rechts laufende Welle ox @~ Et/Mgeben.

Bis auf eine globale Normierungskonstante ist dann
Vp(z) = (€% + Re™™*) O(—x) + Te'"O (). (128)

Die Anschlussbedingungen Gl. (125) ergeben 1+ R = T und ik(1 — R) = iqT, mit der
Losung

k—q - 2k

— = 129
k+q’ k+q (129)
Mit Gl. (74) lasst sich nun leicht zeigen, da8 die Stromdichte in Bereichen I und II durch
]I(x) — “Im [(efzkm + R*ezkx)ik<ezkx o Refzk:v)} — _(1 _ ‘R|2) — ,jin _ jr
m m
: h :
jule) = TP =i, (130)

wobei ji,, jr und j; die einfallenden, reflektierten bzw. transmittierten Stromdichten sind.
Tatsédchlich folgt aus Gl. (129)

_ hk . h . . .
Jr = (U= |RP?) = i = TP, also jiw = jo + i (131)
m m
was Teilchenzahlerhaltung entspricht. Ferner kann man schreiben
L=r=|R?, L=t=1p, (132)

mit den Reflezions- und Transmissionskoeffizienten r bzw. t. Die Reflexion mit Wahr-
scheinlichkeit 7 ist ein quantenmechanischer Effekt, der klassisch nicht stattfinden wiirde.
Ferner hat man fiir £ — oo, F > V; dafl ¢ — k und damit vollstéindige Transmission,
R—0,T—1.
Fiir £ < V4 kann man in den obigen Formeln

2m(Vo — B)]'"?

g=r1ik, mit K= - eR (133)

substituieren. Damit wird
V() =Te™,  ju(zr)=0 (134)
und . ok
_ITW —
k+ ik k+ik
so daf8 |R|*> = 1 und damit j; = 0, so dafl die Teilchen vollstéindig reflektiert werden. Im
Grenzfall Vj — oo hat man Kk — oo, T'— 0, R — —1, womit

Yr(z) =™ —e7* - 5(0) =0, (136)

so daf3 die Wellenfunktion an einer unendlich hohen Barriere verschwinden muss.

(135)
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3.2 Potentialschwellen und Tunneleffekt

ﬁ V(x)

—V,
| [l 1
er
in t
1 -
-a 0 a X

Abbildung 2: Eindimensionale Potentialschwelle.

Wir betrachten die Potentialschwelle in Fig. 2,
V(z) = Vo O(a - [z]), (137)

mit a > 0, Vy > 0 fiir £ < V;. Der Ansatz fiir die Wellenfunktion, die fiir x > a nur aus
einer auslaufenden Welle besteht, lautet

Yp(z) = (e* + Re ™) O(—a—x)+ (Ae ™ + Be™) O(a—|z|) + Te**O(z—a), (138)

mit

_ (@2mE)Y? _ [2m(Vo— B
k= - , k= - . (139)
Nach langerer aber einfacher Rechnung ergibt sich
e—Qika
T(E) = : -
cosh 2ka + (1/2) (k/k — k/k) sinh 2ka
R(E) = —%T(E) (k/k + k/k) sinh 2ka. (140)

In den allermeisten Anwendungen, so z.B. Kernzerfille bei langen Lebensdauern, befindet
man sich im Grenzfall einer sehr hohen und/oder breiten Barriere mit ka > 1, in dem
man sinh 2xa ~ €*%/2 setzen kann, so daff mit Hilfe von GI. (139)

TP = = e {5 vy B} = exp {3 2miva - )2
(141)
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wobei wir in der zweiten Naherung den algebraischen Faktor gegeniiber dem sehr viel
kleineren Exponentialfaktor vernachlissigt haben. Kontinuierliche Potentialstufen V'(x),
die sich auf einem Intervall = € [a, b] erstrecken, kann man sich als aus diskreten Potenti-
alstufen zusammengesetzt denken, womit aus Gl. (141) folgt

IT(E)|? ~ exp {—% /ab dz [2m(V (z) — E)]W} . (142)

Anwendungsbeispiel: Der a—Zerfall

Fiir den Zerfall eines Kerns in zwei Teilkerne mit Ladungszahl Z; und Z,, wobei Z, = 2 fiir
den a—Zerfall, ist V (x) = Z,Ze?/x, mit der Elementarladung e. Die Integrationsgrenzen
in Gl. (142) sind dabei @ = R, die Reichweite der Kernkraft, und b = Z;Z,e?/E, wo
V(b) = E. Damit wird das Integral im Exponenten von Gl. (142)

e (Vi) - BN = ame? [Cas(bo1) =
/ /

R T
b

b ~1/2
(b— x)?2Y2 + barctan (E - 1) ] =
R

~1/2 1/2 1/2
_ vz [T b (oY (R
(2mE)"<b 5 arctan (R 1) <1 ; ) ( ;

= (2mE)1/2

R\ /2
omE)/2p |Z _o (L
(2mE) 5 7

12

Y

wobei wir im letzten Schritt eine Reihenentwicklung bis zur ersten Ordnung in der kleinen
GroBle R/b mit Benutzung von arctanz = x + O(x?) gemacht haben. Insgesamt erhalten

wir damit fur Gl. (142)
4 R 1/2
EV?— — : 143
™ (Z1Z262) } ( )
Fiir a—Zerfall erhilt man dann mit R ~ 1.5 x 107 A3 cm ~ 2 x 10_13Z11/3 cm,

A 6 MeV \ /2 7\ *?
2 a4 4
logy, |T(E)| 64 (92) < - ) 437 <92) : (144)

wobei wir als charakteristisches Element Uran mit Z; = 92 gewéhlt haben. Daran sieht
man nocheinmal deutlich, da§ die Ndherung grosser negativer Exponenten in Gl. (141)
sehr gut erfiillt ist.

Die Zerfallsrate kann man dann abschétzen als Produkt der Stofifrequenz gegen die Poten-
tialwand mit der Tunnelwahrscheinlichkeit |T'(E)|?. Die StoBfrequenz ist ~ 2R /v;, wobei
wir die Abhéngigkeit von der Geschwindigkeit des a—Teilchens im betrachteten Kern
gegeniiber Unsicherheiten des sehr viel wichtigeren Exponentialfaktors vernachlissigen
konnen und fiir schwere Kerne v; ~ 10° cms™! setzen. Fiir die Halbwertszeit erhalten wir

damit 12 23
T Z 6 MeV Z1
1 — )~ =2 4 — — — . 14
o () ~201(5) (OF) -(3) (145

25

7(2m)2 Z, Z€?
|T<E>|2:exp{— o)A




Diese Abhéngigkeit von E ist grob mit experimentellen Daten konsistent und ist auch
als Geiger-Nutall Relation bekannt. So zerfillt z.B. Uran 230 in Thorium 226 und ein
a—Teilchen mit der Energie E ~ 6 MeV mit einer Halbwertszeit 7 ~ 20.8 Tage, wahrend
aus Gl. (145) 7 ~ 0.05yr ~ 18 Tage, was recht gut mit der gemessenen Halbwertszeit
iibereinstimmt.

3.3 Der Potentialtopf

ﬁ V(x)

X

— Vg

Abbildung 3: Eindimensionaler Potentialtopf.

Wir betrachten nun noch den Potentialtopf in Fig. 3,
V(r) = -V 0(a — |z]), (146)

mit a > 0, Vp > 0.

3.3.1 Bindungszustinde

Wir interessieren uns zunéchst fiir Bindungszustinde, fiir welche —Vy < E, < 0. Wir
machen dazu zunéchst folgende allgemeine Beobachtung: Der Paritdtsoperator

Pi(x) = ¢(=) (147)
kommutiert mit dem Hamiltonoperator falls das Potential paritéatsinvariant ist, PV (z) =
V(—z) = V(z),

[P,H|=0. (148)
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Ist damit ¥p(z) eine Eigenfunktion zum Eigenwert E, so ist auch ¢ g(—x) eine Eigen-
funktion zum gleichen Eigenwert FE. Wir konnen uns daher auf gerade und ungerade
Eigenfunktionen beschranken. Die Eigenfunktion zu einem entarteten Eigenwert ist da-
mit automatisch gerade oder ungerade. Da ferner die Eigenwertgleichung (124) auch fiir
die komplex konjugierte Eigenfunktion ¢} (z) gilt, kann man die Eigenfunktionen reell
wéhlen. Fiir den spiegelsymmetrischen Potentialtopf Gl. (146) konnen wir demnach gera-
de und ungerade Eigenfunktionen ansetzen,

Vi (z) = e™O(—a —x) + Acosqr O(a — |z|) + e O(x — a), (149)
bzw.
Yp(x) =—€e™O(—a —x) + Asingr O(a — |z|) + e "O(x —a), (150)
mit 1/2 1/2
 [2m(By + V)Y _(—2mEy)Y
‘= R 2Vl (151)
h h
womit die Energie-Eigenwerte in Beziehung stehen durch
A 2 2
Ebz—vo+<2i>=—vo[1—@}, (152)
m X

wobei wir den die Stérke des Potentialtopfes charakterisierenden dimensionslosen Para-

meter
(2mVy)%a

X )

(153)

eingefiihrt haben.
Fir gerade Symmetrie lauten die Stetigkeitsbedingungen GIl. (125) bei * = 4a nun
Acosga = e " und Agsinqa = ke ", was auf die transzendente Gleichung

2 211/2
tanqa = B X"~ (ga)7 , mit 0 <gqa <y, (154)
q

qa

K

fithrt. Man sieht daraus leicht, dafi die Anzahl der Losungen von Gl. (154) fiir ga durch
den ganzzahligen Teil von y/m + 1 gegeben ist.

Fiir ungerade Symmetrie lauten die Stetigkeitsbedingungen Gl. (125) bei # = +a nun
Asinqa = e und Aqcosga = —ke "%, was auf die transzendente Gleichung

2 211/2
—cotqa:E: X — (99)7] , mit 0 <ga <y, (155)
q

qa

fithrt. Die Anzahl der Losungen von Gl. (155) fiir ga ist dann durch den ganzzahligen
Teil von y /7 +% gegeben. Insbesondere gibt es ungerade Losungen nur fiir y > 7/2, oder
wegen Gl. (153) fiir

2mVya? 2

T
2 1

(156)
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3.3.2 Streuzustinde

Betrachten wir nun noch den Fall £ > 0, d.h. Streuzustdinde. Fiir diesen Fall konnen wir in
den Ergebnissen Gl. (138)-(140) fiir die Potentialstufe das Vorzeichen von Vj invertieren.
Damit wird k = iq mit

2mE)"/? 2 E)?
po GmE Pt )T (157)
h h
und wegen cosh 1q = cos ¢ und sinh g = 7singq
e—Qika
T(E) = 158
(E) cos2qa — (i/2) (q¢/k + k/q) sin 2qa (158)
Daraus folgt
1/(q k). ) Ve !
TE)P=|1+-(--= ’(2 = |1+ ——2——sin®*(2 1
7(8) [ 1 (2-5) s qa>] L | L 59
wobei wir im letzten Ausdruck [(¢/k) — (k/q)]* = (¢* — k*)%/(¢*k?) = VZ/[E(E + V})]
verwendet haben. Fiir F > 0 ist damit 0 < |T(E)|*> < 1, wobei |T(E)|* = 1 fiir
h2q2
2qa:n7r(:>E:Er:2——VOZO,nE]N. (160)
m

An diesen Resonanzenergien ist der Potentialtopf also vollstandig durchléssig. Die Taylor-
Entwicklung

1(q k 2
—|-——)tan2qa = =(F — E,) + - --
( Q) R F( )+

2 \k
um die Resonanzenergie Gl. (160), wobei
1/2

2_|1(a k\dRa)] _ (@) a 25, +V (161)

r 2\k q) dE |, 2 hEYX(E, + V)
fithrt GL. (158) tiber in

T(B)ee ~ (—1)'— L/ (162)
= E—E, +il/2

Dabei ist I' die Breite der Resonanz. Die resultierende Form des Transmissionskoeffizienten

TP = G 737 (163)

ist die bekannte Breit- Wigner-Funktion. Man beachte daf fiir tiefe Potentialtopfe, E, <
Vo, aus Gl (161) T' ~ 2(2E,/m)Y?(h/a). Insbesondere fiir sehr breite Potentialtopfe,
h/a < (Vom)'/? wird die Breite der Resonanz sehr klein im Vergleich zur Resonanzenergie,
I'KE,.
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Betrachten wir nun die Pole von T'(E). Nach Gl. (158) treten Pole auf falls cot 2ga =
(i1/2)(q/k + k/q), oder wegen cot 2qa = (cot ga — tan ga)/2,

k k k
cotqa — tanqa =i <— + Q) & tanqa = _ 2 oder cot qga = Ly (164)
q k q q
Wenn sowohl ¢ als auch k entweder reell oder imaginér sind, also wenn entweder £ < —V}
oder E > 0 ist, haben diese Gleichungen keine Losungen. Lediglich wenn —Vj < F < 0,
wenn also ¢ reell und k = ix imaginér ist mit £ = (2m|k|)'/?/h reell, dann gibt es die
Losungen
K K
tanga = — und cotga = ——. (165)
q q

Dies sind aber gerade die Bedingungen fiir die geraden bzw. ungeraden Bindungszustéinde
Gl. (154) bzw. Gl. (155). T'(FE) hat also gerade bei den Bindungsenergien £ = E}, Pole.

3.4 Der Quantenoszillator

Wir betrachten nun die stationdre Schrodinger Gleichung (124) fiir ein quadratisches

Potential,

2
mw< ,

— (166)

welche dem klassischen Oszillator mit der natiirlichen Frequenz w = (k/m)"/* entspricht.
Wir fiihren folgende Linearkombinationen von Orts- und Impulsoperator x bzw. p ein,

wmx + ip 1 x d ¢ wmz —ip 1 x d
_ _ - — —zy— 167
(2hwm)1/2— 21/2 (xo +x0d:v) ’ 2o dz)” (167)

wobei wir die charakteristischen Linge o = [A/(wm)]'/2. Die Operatoren a und a' sind
hermitesch konjugiert zueinander. Die Umkehrung lautet

ho\Y? o ~{ hwm 1/2 ih
r = (—) (a+d') = W(ajLaT), p=—i (T) (a—a) = —m(a—cﬁ).

1
V(z) = ak:xZ =

1/2

(2hwm)1/2 T 91/2

2wm
(168)
Aus den Kommutationsrelationen Gl. (51) folgt nun
[a,a'] =1. (169)
Die Hamilton-Funktion ldsst sich damit schreiben als
2 2
P mw* 5, 1 t t t 1 1
2m+ 5% 2hw(aa+aa) hw aa—|—2 hw +2 : (170)

wobei im dritten Schritt der Kommutator Gl. (169) verwendet wurde. Damit ist das
Problem auf das Auffinden der Eigenfunktionen zum Besetzungszahl-Operator

N =d'a (171)
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reduziert. Zunéchst gilt fiir die Eigenwerte n von N zum Eigenzustand |¢,,) dai n (¢, [1,) =
<wn|aTawn> = (ay,|a,) > 0, also n > 0. Fir n = 0 gilt

ol =0 & (5 + % ) i) 0. (172)
0

mit der normierten Losung

Yo(z) = mexp [—% (%)2] : (173)

Daraus ist sofort offensichtlich, daf§ der Grundzustand eine endliche Ortsunschirfe ((Az)?) >
0 und damit wegen der Unschérferelation Gl. (46) auch eine Impulsunschérfe besitzt. Dies
bedeutet, dafl auch der Grundzustand eine positive Energie haben muss, die nach Gl. (170)
gleich %hw ist und auch als Nullpunktsenergie bezeichnet wird.
Nach Gl. (169) ist

[N,a']| =da', [N,a] = —a, (174)

woraus wegen Na' [,,) = (n+1)al |1,,) folgt, dal a' [+,,) ein Eigenzustand von N zum Ei-
genwert n-+1 ist, falls [¢),,) ein Eigenzustand zum Eigenwert n ist. Ferner ist (alt,|aly,) =

(nlaa™y) = (n|(afa + 1)hn) = (n + 1) (¢t ), womit fiir (W i1]thnsr) =1 gilt

al [gn) = (n+ 1) [hni) - (175)
Damit kann man |¢,,) aus |1y) von Gl. (173) konstruieren,

) = @ it El) = (nt g hels) (o)

SchlieBlich folgt aus Gl. (169) daB [a, (a")"] = n(a")"~!, womit aus Gl. (176) folgt
alibn) =n? [ihy_y1) fiir n > 1 und a|ty) =0, (177)

wobei die zweite Gleichung mit Gl. (172) iibereinstimmt. Aufgrund der Beziehungen
Gl. (175) und GI. (177) werden a und a' auch als Absteige- oder Vernichter-Operatoren
bzw. als Aufsteige- oder Erzeuger-Operatoren, und manchmal auch als Leiter-Operatoren
bezeichnet.

Man kann nun noch zeigen daf es neben den Zustédnden Gl. (176) keine weiteren Eigen-
zustdnde zu N gibt: Sei [¢,) eine Eigenfunktion von N mit Eigenwert v = n + a mit
ne€WNound 0 <a <1, N|th,)=v]|,). Aus Gl (174) folgt daBl [N, a™] = —ma™, so dafl
N(a™|¥,)) = (a+n—m)(a™|1,)) fiir m € Ny. Ferner ist

<am+1wu|am+1wu> = <amwy|(a’ra)am¢y> = (a +n— m) <am¢V|am¢V> )

woraus durch Iteration folgt dafl die Zustédnde a™ |),) fiir m < n+1 positive Norm haben.
Der Zustand a™*! |1, ist aber Eigenzustand von N zum negativen Eigenwert oo — 1, was
der oben abgeleiteten Positivitit der Eigenwerte widerspricht.
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Mit Hilfe von Gl. (167) und Gl. (173) kann man die Eigenfunktionen Gl. (176) schreiben

als
1 x d\" 1/2\>
Yele) = (2"77,!71’1/21’0)1/2 (ZU_O _m%) o [_5 (:1:_0) ] a

1 1/ z\" z
= exp |——= | — H,|— ), 178
(2"77,!71’1/21’0)1/2 P [ 2 <$0) ] <370) (178)

mit den Hermite-Polynomen

H,(z)= e/ (x - %) e "2 (179)

Wir betrachten nun noch Eigenfunktionen des Vernichters a,

a’|¢o¢> - a|¢o¢> . (180)
mit komplexen Eigenwerten o € C. Wegen
1 - 1 " a”
(Vn|Pa) = )12 ((a") ol ¢a) = )12 (Yola™pa) = e (0| Pa)
lautet die Entwicklung nach Energie-Eigenfunktionen
|$a) = i7ln) = = Ce™ [¢o). (181)
/
:o n=0
Fiir auf Eins normiertes |¢,) ist die Normierungskonstante
C = elol/2 (182)

Fiir die Zeitentwicklung folgt wegen |¢,(¢)) = exp[—ilw(n + 3)]|¢n(t = 0)) daraus sofort

[$a(t)) = ™ |6aqn) (183)
weshalb diese Zustande als kohdrente Zustinde bezeichnet werden. Mit Hilfe von GI. (168)
kann man dann zeigen dafl
T *
<l‘> = <¢a(t)|x¢a(t > 21/2 <¢oc t)|(a +a )¢a(t > 21—%[&(75) +a (t)] )
was mit o = |a|e? zu
(z) = 2%20|a| cos(wt — &) (184)

wird. Dies entspricht einer klassischen Schwingung ! Man kann leicht zeigen,daBl |p,(t))
einem Gauflschen Wellenpaket mit aufgrund der speziellen Phasenbeziehung zwischen
den Termen in Gl. (181) zeitlich konstanter Breite. Ferner betrachten wir die Grofle der
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Koeffizienten in der Entwicklung Gl. (181) fiir n > 1 und bezeichnen ihren Logarithmus
mit f(n). Aufgrund der Stirlingschen Niherung n! ~ (27n)"/2(n/e)" ist

§ 1
fln) = ln(T‘:!)é)t/z:nln|a|—ZanW—ZlnnJrg(l—lnn)
1 1
f'(n) =~ ln|a|—4——§lnnzln|a|_§1nn
n
1 1 1

I/ ~Y _ e~
fin) = 4n?2  2n 2n
Wir sehen daraus dafl die Koeffizienten ein Maximum bei f’(ng) = 0, also bei n = ng ~
|a|?, haben. Die Breite An dieses Maximums ist wegen

1 " 2 (n — n0)2
[(¥n]@a)| o exp[f(n)] = exp | f(no) + §f (ng)(n —ng) ] X exp {_Tno}

gegeben durch (An)?/(4ng) ~ 1, also An ~ 2n}/* ~ |a| und somit An/ng ~ 2ng"/*. Das
Maximum wird also mit wachsendem ny zunehmend schérfer. Ferner ist der Erwartungs-

wert der Energie

mw2

(ba| H|da) = hwla|* = ——A,

wobei A = 2Y/22¢|a| die Amplitude der Schwingung Gl. (184) ist. Die Energie entspricht
also genau der klassischen Schwingungsenergie !

4 Unscharferelationen

Wir bemerken zunéchst daf fiir zwei hermitesche Operatoren A und B und einen belie-
bigen Zustand |¢) gilt

(WA 1B > £ (A, B (155)

Dies folgt durch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung auf die Zustédnde |A) und
| Bi),
(WIAP) (] B*) = (AY|Av)(BY|BY) > [($|ABY)[" =

= 5 (WHABY)P + (0114, BIY)P) .

—~

[ =

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben dafi sich AB in Anti-Kommutator und
Kommutator zerlegen lasst, AB = %{A, B} + %[A, B], deren Erwartungswerte reell bzw,
imagindr sind. Anwendung von Gl. (185) auf A — (A) und B — (B) ergibt damit die
allgemeine Heisenbergsche Unschirferelation,

1
AAAB > 3 I{[A, B])| . (186)
Fir A = z; und B = p; erhélt man natiirlich wieder Gl. (46).
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Es gibt auch eine Energie-Zeit- Unschirfe, die jedoch weniger fundamental ist als Gl. (186),
da die Zeit in der Quantenmechanik ein Parameter und kein Operator ist. Im wesentli-
chen kommt sie dadurch zustande dafi der Zeitunschirfe At beim Impuls p = muv eine
Ortsunschérfe Az ~ vAt = pAt/m entspricht, womit

Ax Ax hm h

At=—=m—> —— = ——. 187

v m p — 2pAp 2AFE (187)
In der zeitabhéngigen Stérungstheorie werden wir dann auch sehen dafl ein Zustand mit
Lebensdauer 7 eine Energie-Unschérfe

h
AE = —. (188)
T
Aus Gl. (186) folgt insbesondere daf es fiir kommutierende Operatoren A und B Zustédnde

geben muss, in denen A und B beliebig genau messbar sind. In der Tat zeigen wir nun
daf

[A,B] =0 < A und B haben ein gemeinsames System von Eigenfunktionen. (189)

Aus der zweiten Annahme folgt natiirlich die erste trivialerweise weil [A, B]|¢,) = 0 fir
alle gemeinsame Eigenfunktionen |¢,,), von denen wir annehmen daf sie vollstindig sind,
also den gesamten Hilbertraum aufspannen und damit eine Basis von A und B bilden. Sei
umgekehrt [A, B] = 0 so ist fiir jeden Eigenzustand |¢;) zum Eigenwert a von A auch B|i;)
Eigenzustand von A zum Eigenwert a, allerdings im allgemeinen nicht Eigenzustand von
B. Fiir einen n—fach entarteten Eigenwert a mit einer Orthonormalbasis [¢;), i =1,---,n
ist

Blipi) =Y Cily), mit Cyj = (| Bipy) = C
j=1

Dann gibt es eine unitére n x n—Matrix U, die die hermitesche Matrix C;; diagonalisiert,
UTCU = diag(C%) und damit UTC = diag(C4)UT, oder > -1 CiCk = = C4U},. Damit sind
die orthonormierten Zustinde [1;) = > i1 Usil)) Elgenzustande von A und B, weil

Blih) =Y UiBlg) = Y UsChilthe) = Z AU ) = CLIs) .
j=1

J,k=1

In diesen Zustédnden sind A und B gleichzeitig messbar. SchlieBlich bezeichnet man einen
Satz von Operatoren A, B, -- -, L, die paarweise kommutieren und eine gemeinsame Basis
von Eigenfunktionen besitzt, die nicht mehr entartet sind, als vollstindig. Dies bedeutet
daf fiir alle Paare von verschiedenen Eigenfunktionen 1y und 1, aus der gemeinsamen
Basis O = 0197 und Oy = 0919 mit 01 # 0y fiir mindestens einen Operator O aus dem
Satz von Operatoren A, B, ---, L ist. Man kann dann leicht zeigen dafl wenn ein Opera-
tor O eine Funktion des vollstéandigen Satzes A, B, ---, L ist, dann hat O die Basis des
vollstdndigen Satzes auch als Basis. Ferner muss ein Operator O, der mit dem vollstéandi-
gen Satz kommutiert, eine Funktion dieser Operatoren sein, da er deren Basis hat und
seine Eigenwerte damit eine Funktion deren Eigenwerte sein muss. In D—dimensionalen
Systemen bilden z.B. die Orts-Operatoren z,, 1 < v < D oder die Impuls-Operatoren p,
einen vollstdndigen Operator-Satz.
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5 Drehimpuls

5.1 Drehungen im Ortsraum und ihre Erzeugenden
Der Bahndrehimpuls-Operator ist definiert durch
L:rxp:—ithV, Lizez’jkrjpka (190)

wobei im zweiten Ausdruck geméfl der Finsteinschen Summationskonvention iiber doppelt
auftretene Indizes summiert wird und der vollstéindig anti-symmetrische Tensor durch

1 fiir gerade Permutationen von (1,2, 3)
€ijt = ¢ —1 fiir ungerade Permutationen von (1,2, 3) (191)
0  sonst

gegeben ist. Durch Benutzung von Gl. (51) erhélt man die Vertauschungsrelationen

[Li, LJ] = ZhEUkLk
[Li,rj] = iheypme (192)
[Lips) = iheijipy .

Der Kommutator der Komponenten L;, r; und p;, die jeweils einen Vektor bilden, haben
also immer die gleiche Struktur. Dies ist kein Zufall und wir werden spéter sehen, dafl
dies fiir alle Vektor-Operatoren gilt.

Der Drehimpuls-Operator L ist die Erzeugende von Drehungen um einen Winkel ¢. Dies
bedeutet dal der Operator

Ugp = exp L—Z(b . L} (193)

unitér ist, da U;S = exp [—%(ﬁ . L] = Uq’; wegen der Hermitizitdt von L, und daf

Ugtb(x) = (0 gr) (194)

gilt, wobei O¢ die orthogonale Matrix ist, die einer Drehung um den Winkel |¢p| um
die Achse ¢ entspricht. Letzteres kann man fiir eine infinitesimale Rotation ¢ = d¢ mit
|0¢p| < 1, leicht zeigen,

Uyt (r) ~ [1 + %&;5. (r x ?V)} b(r) =14 (¢ x 1) - V] (r) = (r + 6 x 1),

wobei wir benutzt haben daf a- (b x ¢) = (ax b)-c (Spatprodukt). Dabei ist zu beachten
daB der Gradient immer nur auf ¢ (r) wirkt und daher rechts stehen bleiben muss. Dies
entspricht nun tatséchlich einer infinitesimalen Drehung, welche r in v’ = r 4+ d¢p X r
iiberfiihrt. Beispiel: Fiir eine Drehung um die z—Achse ist d¢p = d¢e, und somit

¥ = x—0¢y ~ xcosdp— ysinde
y = y+0¢r ~ xsindp + ycosdp
2 = z.
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Da d¢- L mit sich selbst kommutiert, kénnen wir jede Drehung um einen endlichen Winkel
aus infinitesimalen Drehungen um die gleiche Achse zusammensetzten, so dafl Gl. (194)
fiir alle Drehungen gilt.
Ferner wird damit fiir Ay (r) = ¢(r) die Wirkung eines Operators A im gedrehten Be-
zugssystem beschrieben durch

A =UAU', A(r') = o(r), (195)

was fiir infinitesimale Drehungen zu
A= At 236 [L,A] = A+ 200,(L;, A (196)
wird. Insbesondere ist fiir einen skalaren Operator
A=A, [LA=0, (197)
und fiir einen vektoriellen Operator A; mit einem rdumlichen Index muss A’ = A+dp x A
oder A} = A; + €;;,0¢; A, gelten, woraus durch Vergleich mit Gl. (196) folgt
(L, Aj] = thei Ay, (198)
was Gl. (192) entspricht.

5.2 Eigenwertspektrum der Drehimpuls-Operatoren

Im folgenden werden wir nur die Vertauschungsrelationen Gl. (192) benutzen und nicht
ihre spezielle Realisierung durch den Bahn-Drehimpuls Gl. (190) vorraussetzen. Unsere
Schlussfolgerungen werden daher auch auf den Spin zutreffen, wihrend wir auf den Bahn-
Drehimpuls im néchsten Abschnitt zuriickkommen werden.

Zunichst folgt aus Gl. (197)

L% L] =0, (199)
was natiirlich auch direkt z.B. aus [L?, L] = { Lo, [Lo, L1|}+{Ls, [L3, L1]} = —ih{ Lo, L3}+
ih{ Lz, Ly} = 0 folgt. Man kann also L? und eine der Komponenten L; gleichzeitig dia-
gonalisieren. Fiir letztere verwenden wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit L, = L;
und bezeichnen die Eigenfunktionen mit |I,m), mit

L2l,m) = R+ 1)|l,m) (200)
L.|l,m) = hm]|l,m).

Wir fiihren ferner die Drehimpuls-Leiter-Operatoren

L,=L,+iL, (201)
ein, welche die folgenden wichtigen Eigenschaften haben,
Ll = L
(L., L] = +hly
[Ly,L_ ] = 2hL, (202)
[LQ, Li} =0
LyL. = Li+L}+hL,

L2 = L,L +L*—hL,=L_L,+L>+hL,.
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Aus diesen Relationen folgt sofort dafi L. |l,m) eine Eigenfunktion |/,m £ 1) zu L, mit
Eigenwert fim + 1 und zu L? mit unveréindertem Eigenwert h%[(I + 1) ist. Wegen

[[Lell,m)||* = (I,m|LsLi|l,m) = (I, m|L* — L?> F RL.|l,m) =

= R [I(l+1) —m*F m] (I,m|l,m) (203)
ist ferner
Lill,m) =h[l(l+1) —mm+ D]l m+1) =h[lFm)l£m+ D] |l,m+1)
(204)

wenn die Zusténde |[, m) fiir alle Eigenwerte normiert sind. Da die Norm GI. (203) nicht-
negativ ist, folgt auflerdem [(I+1) > m(m+1) und I(I+1) > m(m—1) = (—m)(—m+1)
und damit I(I + 1) > |m|(Jm| + 1) oder |m| < I. Schlielich muss der grofite Eigenwert
m von L, gleich [ sein, sonst gédbe es ein | — 1 < m < [ fiir welches nach Gl. (204)
L. |l,m) eine nicht-verschwindende Eigenfunktion von L, zum Eigenwert m +1 > [ wére,
im Widerspruch zu |m| < [. Analog zeigt man daBl der kleinste Eigenwert von L, gleich
—( sein muss. Durch k—malige Anwendung von L_ auf |[,[), mit k& € IN, muss man also
auf |[, —l) kommen, weshalb [ — k = —[, womit [ = k/2 halbzahlig oder ganzzahlig sein
muss. Die zugehorigen 21 + 1 Werte von m sind

m=—l,—l+1,---,1—1,1. (205)

5.3 Eigenfunktionen des Bahn-Drehimpulses

Kartesische Koordinaten (z, y, z) und Polarkoordinaten (r, 6, ¢) hédngen iiber r = (x,y, 2) =
r(sin @ cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 0) = re, zusammen, wobei e, der radiale Einheitsvektor ist. In
Polarkoordinaten ist der Gradient gegeben durch
0 €y 0 €y 0
Vet e
©or T 90 rsm00o
wobei ey und ey die Einheitsvektoren in 6— bzw. ¢—Richtung sind. Daraus erhélt man
nach einfacher Rechnung

(206)

L, = 1h (Sin gb% + cot f cos gbi)

o9
L, = 1h (— coS (b% + cot f sin ¢((%)
L., = —z‘ha% (207)
Ly = het™ (i%ﬂmte%)
L? = —A° [Siie% (sin@%) + ﬁ%} .

Den Zusténden |l, m) entsprechen normierten Wellenfunktionen Y;,,(6, ¢) in Polarkoordi-
naten, die als Kugelfunktionen bekannt sind. Mit dem Separations-Ansatz
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fithren die Eigenwert-Gleichungen (200) in der Polarkoordinaten-Darstellung Gl. (207)
auf

() o ™ (209)

1 0 (. 0 m?

sin® 6

Wir konstruieren zunéchst Y;;(6, ¢) aus der Beziehung

w0 | . o) ‘
0=L,Yy(0,¢)=he? <% + i cot 98—¢) Ou(h) e

wobei Gl. (207) verwendet wurde. Dies ergibt

00,(0)
00

=lcotd 611(9) s

mit der Losung ©,(0) = sin’ @ mit einer Normierungskonstanten Cj, also
Yu(0, ¢) = Cysin' 0 e?
Mit Hilfe des Raumwinkelelements df2 = sin 0dfd¢ = dxd¢ mit y = cosf kann man C;
aus der Normierungsbedingung
+1
/dQ\YH(G, qb)\Q = 27r\Cl|2/ dcosfsin? § = 47r\Cl|2[l ,
-1

erhalten, wobei man durch partielle Integration die Rekursionsformel

1 1
I = / dx(1—x*)' = 21/ dxx*(1 =Xt =205, — )
0 0

erhélt, welche mit Iy =1 zu

21 [ 21 2(1—-1) 2.1 2@2l-2)---2
2A+1 7 120+l 241 @A+ @I-1)---3
2021 —2)---2]> 22L(]1)2

I, =

(20 +1)! (204 1)!
fiihrt. Damit kann man
1) [0+ 1)1 .
Ya(6, ) = (2”.) [( j : ] sin' 0 "' (210)
! T

als normierte Wellenfunktion wéhlen. Durch (I — m)—malige Anwendung von Gl. (204)
erhélt man

L™y = [20-1-@20=1)-2--(+m+ 1)1 —m)]"? =", m) =
@ —m)"*
S
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also

(l+m)‘ 1/2 I l—m
an ) (%) e i

Es bleibt, L'"™Y}(6, ¢) zu berechnen. Dazu stellen wir zunéchst fest daB fiir eine beliebige
Funktion f(#) und n € N aufgrund von Gl. (207) gilt

Vin(0.0) = |

SO = e (et ) S0 = e ) i (0)cot] =

00 ¢
_ e d[f(0)sin" ] D9 d[f(0) sin" 6]
sin™ 0 db C sin®t9 dcosf
wobei im letzten Schritt (0/06) = —sin(9/0 cosf) verwendet wurde. Durch Iteration

folgt hieraus

(L)k F(0)en — =R k[ £(6) sin” 6]

h sin" %0 (dcos@)*

Anwendung auf n = [, k = —m und f(0) = sin' § ergibt

l=m im —M [
(L) " oo - o il

h sin™ @ (dcos@)l-m’

und somit folgt aus Gl. (211) mit Gl. (210)

Yim(eagb) = <;l;|) [

| /2 im¢  gl—m[o:.21
(l+m).(2l+1)] e d'=™[sin* 0] (212)

(I —m)l4r sin™ @ (dcos@)—m "

Oft werden diese Kugelfunktionen durch die auf dem Intervall —1 < x < 1 definierten
assoziterten Legendre- Funktionen

(1 _ X2)m/2 JHm

dm
m — 2 1\l _ _2\m/2
P00 = Xm+m<X 1)'=(1-x7) y Fi(x) (213)

ausgedriickt, die ihrerseits aus den Legendre-Polynomen

1 d

— 2 l

Fi(x)
abgeleitet sind. Man erkennt aus Gl. (212), daf8 Y;,,(6, ¢) o< €™?P™(cos #). Damit muss
P (cos ) Gl (209) geniigen, was man in die Differentialgleichung

d? d m?
1-x)— —-2x————+I(+1)| P"(x)=0 215

( X)dX2 Xay 1_X2+(+) 7™ (X) (215)
umschreiben kann. Da diese nicht vom Vorzeichen von m abhéngt und beide Plim regulér
sind, muss P, ™ oc P/". Die Proportionalitdtskonstante findet man leicht durch Vergleich
des Koeffizienten von x'*™ der beiden Polynome (1—x%)™/2P™(x) und (1—x%)™2P "™ (x)
und man erhélt
(I —m)!
(I 4+m)!

B0 = (=)™ B(x)- (216)
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Damit ldsst sich Gl. (212) schliefflich schreiben als

w21 =—mn? i
Vinlt.0) = (-1 ] A coseyene, (217)
Daraus folgt insbesondere

Die Kugelfunktionen Y}, bilden ein vollstdndiges Orthogonalsystem. Mit der Abkiirzung
Q= (0, ¢) gilt daher

/dQYl;‘n(Q)Ypm/(Q) = 61 Oy (219)
und l
oo+
* / / o0 —¢' /
>3 Vi@ = 0@ - @) = 0 Mg, (220)
=0 m=—1
Aus Gl (219) und GI. (217) folgt insbesondere
1 2 (I4+m)!
ik "(x) = , fid >0.
| PR = g e firm > 0 (221)

Ferner folgt aus Gl. (213)
P"(=x) = (=1 P (x) - (222)

Da unter einer Paritédtstransformation P wie § — m — 6, also y — —xy und ¢ — ¢+ 7
transformieren, folgt aus Gl. (217) die wichtige Paritédtseigenschaft

P}/lm<Q) = }/lm(_Q) = <_1)lelm<Q> (223)
Die niedrigsten Kugelfunktionen lauten explizit

1 3\ /2 3\ 1/2 ,
Yoo(©2) = (dm)i2 Y10(02) = <E) cosf, Y1(Q)=-— (E) sinf e'?

5\ 12
Yao(Q)) = <16—7r> (3cos?d — 1), (224)

15\ 2 ' 15\ '
V) = - () smbeosset, V) = () smtee.

6 Drei-dimensionale Probleme: Zentralpotential

6.1 Kugelkoordinaten

Wir driicken zunéchst den in der Schrodingergleichung auftretenden quadrierten Impuls-
operator p? durch den quadrierten Drehimpuls-Operator L? aus,

L? = L;L; = €x7PrirsTrDs = TiDkTjDk — TiDkTkD; =
= r’p® —ihr - p — rTeprp; + Jihrip; =
= r’p® —ihr - p — ryp;ripx — ihrip; + 3ikr;p; (225)
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wobei wir die Einsteinsche Summenkonvention sowie die Identitédten €;jr€;rs = 0,05 —
0;s0kr, DkTj = TPk, — thdj; und die summierte Version pyry = 7pr — 3ih verwendet haben.
Wegen Gl. (206) ist in Kugelkoordinaten

LN A (226)

r‘ng i or’

womit aus Gl.(225) folgt

S VO AN )
P = 72 T@r r@r

Die stationére Schrodingergleichung im radial-symmetrischen Potential V(r) hat damit
die Form

L2 ”? 20 L?

or2  ror 72

%Ei(y.+2a)+§gz+vvﬂwmnawzﬂwmna@. (228)

ZmW ;E

Mit dem Separationsansatz

wE'<T7 97 (b) = Rl<r)}/2m<97 (b) (229)
folgt mit Gl. (200) die Differentialgleichung fiir den Radialanteil,
o 20 Rl +1)
|:—% <w + ;5) + o2 + V(T)} Ri(r) = ER(r). (230)

Wegen [H,L] = [H,L?] = 0 bilden H, L? und L, einen vollstindigen Satz von gleichzeitig
diagonalisierbaren hermiteschen Operatoren. Wegen der Identitét

20 (10 Y
o2 ror T@Tr

Ri(r) = (231)

folgt mit der Substitution

die Differentialgleichung

R d*>  RA(1+1)
‘%W+7WT”WPMZM®' 252
Damit ist das Problem des Zentralpotentials auf ein eindimensionales Problem mit effek-
tivem Potential

R+ 1)
V:aff(r) = V(T) + W (233)
zuriickgefiihrt. Die Normierung hat damit auch ein-dimensionale Form,
/d3r\1p(r)|2 = / driu(r)]? < oo & lim |y(r)| < TC2+ ,€>0. (234)
0 r—00 r €
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Ferner enthiilt Av(r) fiir u(0) # 0 einen Anteil der Form u(0)A(1/r) = —47wu(0)§*(r),
was mit Gl. (228) nur fiir Potentiale mit einem Delta-Funktionsanteil oc §(r) verein-
bar ist. Im allgemeinen ist daher «(0) = 0. Die Bindungszusténde im drei-dimensionalen
radialsymmetrischen Potential V' (r) mit 0 < r < oo entsprechen damit genau den Bin-
dungszusténden im eindimensionalen Potential

{ Ve (x) fiir x >0

00 fiirz <0

Vi(z) = (235)
fir —oo < x < oo. Der Grundzustand des Potentials V;(z) ist der niedrigste ungera-
de Bindungszustand des eindimensionalen symmetrischen Potentials V;(z) = Vig(|x|).
Fiir die Existenz von drei-dimensionalen Bindungszustdnden ist damit eine gewisse Min-
deststéirke erforderlich. Existiert schon fiir [ = 0 kein Bindungszustand, so gibt es auch
keine Bindungszusténde fiir [ > 0.

Im allgemeinen dominieren fiir 7 — 0 die ersten beiden Terme in Gl. (232) mit der

allgemeinen Losung
w(r) = Ar'™t 4 Br",

wobei der zweite Term mit «(0) = 0 unvereinbar und damit verboten ist, womit
w(r) = rYag +ayr + ) (236)

Fiir r — oo ist im allgemeinen Vig(r) — 0 und damit

h2 d2ul
———=F
2m dr? -
mit der normierbaren Losung
—9mEN1/2
w(r)y=Ce™, mit k= % fir r— oo (237)
fiir Bindungszustéinde mit £ < 0.
6.2 Coulomb-Potential
Wir betrachten nun das Coulombpotential
VA 2
V(r)= -2 (238)
r

mit e = 4.803 x 107 esu = 1.602 x 10~ Coulomb der Elementarladung. Wir fiihren die
Variable p = kr ein, sowie

Zelk  Zek [ 2m 1/2
=2 Za (2 (230)

womit Gl. (232) wegen V/E = py/p zu

0 =0 240
WA ]“l(p ) 210

41



wird. Wir projizieren nun das asymptotische Verhalten von Gl. (236) und GI. (237) bei
r — 0 bzw. 7 — oo heraus und schreiben

u(p) = p*e P wi(p). (241)
Damit wird aus Gl. (240)
del dwl
r +2(l+1—p)d—p+[Po—2(l+1)]wl:0. (242)

Wir setzen die Losung dieser Differentialgleichung als Potenzreihe an
wi(p) =) axp* (243)
k=0
und erhalten aus Gl. (242)
> {k(k— 10 + 201+ Dkt = 2kp" + [po — 201+ 1)] P} = 0.
k=0

Fiir den Koeffizienten von p* folgt daraus
[(k+ Dk+2(+1)(k+1D]ag +{—2k+[po—2(+ 1]} ar =0,

was zu der Rekursionsformel

T k1) (k4 20+ 2)

fithrt. Daraus folgt das asymptotische Verhalten

2
ak+1—>E fir k—oo < wip) xe* fir p— oo

ag

und somit wegen Gl. (241) w;(r) o< e fiir r — oco. Da dies nicht normierbar ist, muss die
Reihe GI. (243) abbrechen, d.h. es muss ein n, € Ny geben so dal ay = 0 fiir £ > n,.. Das
ist nach Gl. (244) genau dann der Fall wenn

po=2(n.+1l+1)=2n, n.=0,1,2,---, (245)
wobei n, radiale Quantenzahl und
n=n,+0+1=1,23,--- (246)

Hauptquantenzahl genannt werden. Aus Gl. (239) und Gl. (245) folgen daraus sofort die
Energie-Eigenwerte,

mZ2eg
C2Rn?
welche nur von 7 = n, +1+ 1 abhéingen und daher Y27 (20 +1) = n(n—1)+n = n*>—fach
entartet sind. Die Entartung bzgl. m stammt von der Kommutation [H, L.| = 0, wihrend

E, = (247)
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die Entartung bzgl. [ ein Spezialfall des Coulomb-Potentials ist fiir das der Lenzsche

Vektor,
_pxL-Lxp T

A 2= (248)
T

2m
eine zusitzliche ErhaltungsgroBist, [A, H] = 0.
Fiir diese Eigenwerte, fiir welche Gl. (245) gilt, schreiben wir nun Gl. (242) noch um in

(2/))d27w +[2l4+1)+1—(2p)] dw +[(n+10)— 20+ 1)]w=0. (249)
d(2p)* d(2p)
Dies hat die Form der Differentialgleichung fiir die zugeordneten Laguerre-Polynome
o(L3)" 4+ (s+1—x)(L) + (r—s)(L3) =0 (250)
firs=2l+1und r=n+1,

wi(kr) = CL2H(2kr) . (251)

Man kann nun zeigen daf§ Gl. (250) gelost wird durch

— (7”!)2 k

Liz) = kz%(_l)kJrsk:!(kJrs)!(r—k—s)! v (252)

Dazu schreiben wir

o r—s (_1)k/+s(r!)2 i r—s (_1)k+s+1(r!)2
oL =2 (k' = 2)1 (k" 4+ 8)!(r — k' — s)! =2 (k=Dlk+s+Dlr—k—s—1) o

k'=2 k=0

Dabei haben wir im zweiten Schritt k£ = k' — 1 substituiert und die Summe um die Terme
k =0 und k = r — s erweitert, welche wegen (—1)! = oo keinen Beitrag liefern. Analog
hat man

s N (=D (rt)? Vo1 N (=D () K
(L) = klzl (k" — DK + s)l(r — k' — s)! v kZ:O Elk+s+Dlr—k—s—1)! v

Damit sieht man leicht daf§ der Koeffizient von z* der linken Seite von Gl. (250) durch

—1 k+s+1 T! 2
Kl (& +< s +) 1)!(r<—)k — ) [k(r =k —s)+(s+1)(r—k—s)+

k(k+s+1)—(r—s)(k+s+1)] =
(—1)k+s+1(p1)2
El(k+s+Dl(r—k—2s)

gegeben ist so dafl Gl. (252) in der Tat Gl. (250) erfiillt. Man kann auch direkt sehen dafl
die Koeffizienten von p* der Losung Gl. (251) die Rekursionsrelationen Gl. (244) erfiillen.
Ohne Beweis geben wir noch an daf die zugeordneten Laguerre-Polynome auch folgende
Darstellung haben,

(ks +1)(r—k—s) = (k+s+1)(r—k—s)] =0

S ds x dT‘ —x,.T
Li(x) = T {e el ] (253)
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und die Normierungsrelationen

/000 dr z* e [L3(2)]? = 2r —(Tsjsl))!(r!) (254)

erfilllen. Zusammenfithrung von Gl (229), Gl. (231), Gl (241), GL. (251) und der Nor-
mierung Gl. (254) ergibt schliefllich die auf Eins normierten Eigenfunktionen

¢nlm (Ta 97 gb) = Rnl(r)}/lm(ea gb) ’

it fny(r) = % = (kr)le " w(kr) =
n—1—1(2K)3 1/2
- [( 2n(l(n i);)(uz)?,) } (QRT)le’“rLiILI(Qm). (255)

Diese Eigenfunktionen sind orthonormiert,

/d3r @Z):le(r)@/)n/l/m/(r) = / dTT‘QR;l(T‘)Rn/l/ (T) /dQ}/l*m(Q)Y}/m/(Q) = 5nn’5ll’5mm’ .
0

(256)
Die in Gl. (255) auftretende Langenskala iat wegen Gl. (237) und Gl. (247)
(—2mE)?  mZel  Z
p— pu— = — 2
" h h*n na’ (257)
wobel fir m = m,
h2
a=—5=0529x10"%cm (258)
me

der Bohrsche Radius genannt wird. Zusammen mit der Sommerfeldschen Feinstruktur-
konstante

2 1
a= 20 = (259)
~ hey 137.037
kann man die Bindungsenergien Gl. (247) auch als
(Zeg)? ,mct Z*
Bn = 2an2 2 n? (260)

schreiben. Insbesondere ist die Bindungsenergie des Wasserstoff-Atoms im Grundzustand
E\(Z=1)=—-13.6eV = —1 Ry (Rydberg) . (261)

Der Ubergang zwischen zwei durch die Hauptquantenzahlen m und n charakterisierten
Zusténden geht einher mit der Absorption bzw. Emission eines Photons mit der Differenz
der Bindungsenergien dieser Zusténde,

Fwpn = By — En = Z° <i — i) Ry (262)

n?2  m2
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Die niedrigsten radialen Eigenfunktionen lauten explizit

Rio(r) = 2 (E) e=7rla Roo(r) =2 (Q_a) (1 _ %) e~ 7r/(2a)

1 (2N Zr _, 0,
Ry (r) = W(Q_a) 76 Zr/@2a) (263)

Die radialen Eigenfunktionen R,,;(r) haben n, = n — [ — 1 positive Nullstellen. Wir be-
trachten nun noch den Fall n, =0, n = [+ 1. Laut Gl. (255) ist dann

<2H)n+%

[(2n)1]1/2 e Yo1m() (264)

wn,nfl,m (Tu Q) =

danach Gl. (252) L3 1(r) =const. Fiir die Normierung Gl. (256) haben wir die allgemeine

Relation
> k_—kr k'
i drr®e = e

verwendet. Mit Gl. (257) folgt daraus dann auch

S / drr?| Ry por ()2 = —= (20 + 1)n

. 27
2 — [TamR T ! 265
(rYpm-1 = i 11| Ry 1 (r)|” = 3l n+1)(n+ 5 (265)

12 an |1 1

s = (s )= G [ (1))

so daf} die relative Unschérfe mit groflen n gegen Null geht und die Zusténde zunehmend
klassisch werden.
Wir betrachten noch kurz das Zweikdorperproblem fiir zwei Teilchen der Masse m; und meo,
fiir welche der Hamiltonian die Form
Pi , P
H=—+—"—4+V(r — 266
2m1 + 2m2 + (rl r2) ( )

hat. Wir fihren die reduzierte Masse

mi1me
= — 267
e (267)
und die Koordinaten und Impulse
moP1 — M1P2
r. = Ir; —Tg, Pr:T
r. = w’ Pe = P1 + P2 (268)

M
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mit M = mj+msy ein. Aufgrund der Kommutationsrelationen Gl. (51) von Ort und Impuls
der beiden Teilchen sind auch r, und p, sowie r. und p. jeweils kanonisch konjugiert,

[ffnmpr,u] = 5uv = ["EC,;MPC,V] ) (269)

womit
Pr = _ihvra Pc = _'thc . (270)

Mit 2 2 2 2
| 51 n P>  P; |

2my - 2ms  2u  2M

zerfillt die stationdre Schrodingergleichung

h? h? ~
_EAT - mAc + V(rr) @Z)E(rra rc) = E¢E(rr> rc)

durch den Separationsansatz
wE(rra I‘c) = eikc.rcd}E(rr) (271)

in eine ebene Welle fiir die Bewegung des Massenzentrums mit einer kinetischen Energie
Fiin = k2/(2M) und in eine stationire Schrodingergleichung fiir die Relativbewegung

2
[—S—MAT " v<rr>] Ga(r) = Evs(r,) (272)
mit 22
E=B+7=. (273)

Da in Gl (272) die reduzierte Masse p auftaucht, dndern sich dadurch insbesondere die
Bindungsenergien des Wasserstoffatmos Gl. (247) um einen Faktor
W 1

o - 274
me 1+me/mg’ (274)

wobei my die Kernmasse ist. Wegen my 2> 2 x 103m, ist diese Korrektur weniger als ein
halbes Promille. Fiir Positronium, Bindungszusténde eines Elektrons und eines Positrons,
ist dieser Korrektorfaktor jedoch %! Ferner gibt es in der Atomphysik relativistische
Korrekturen, die sogenannte Feinstruktur von der GroSenordnung o?, wozu relativisti-
sche Korrekturen der Elektronenmasse, Spin-Bahn Kopplung und Darwin-Term gehoren.
SchlieBlich gibt es noch den quantenfeldtheoretischen Effekt der Lamb-shift der von Modi-
fikationen des Coulombpotentials durch Elektron-Positron Paarerzeugung herriihrt, sowie
die Hyperfeinstruktur, die von der Wechselwirkung der Spins des Kerns und des Elektrons
hervorgerufen wird und einen Faktor ~ m./my kleiner als die Feinstruktur ist.

Die bisher aufgetretenen verschiedenen atomaren Léngenskalen lassen sich mit Hilfe der
Feinstrukturkonstante Gl. (259) zueinender in Beziehung setzen:
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1. Die fiir die Wellenléingen-Anderung der Photonen bei Comptonstreuung relevante
Compton-Wellenlinge des Elektrons ist

h
A = )
meCo
sieche Gl. (14).
2. Der Bohrsche Radius Gl. (258)

h? A

a = 3 = —

meet  «

charakteristiert den Radius der niedrigsten Bindungszustdnde im Wasserstoffatom.

3. Die typische Wellenléinge des bei atomaren Ubergéingen emittierten oder absorbier-
ten Lichts ist nach Gl. (260)
3 Co hco hco a
~yY—_—= = —q = —
w AE e
4. Der klassische Elektronenradius r. ist die Léngenskala auf der man eine Elementarla-

dung einschliefen miisste damit die elektrostatische Energie von der Groflenordnung
der Ruheenergie des Elektrons ist, €3 /r. = m.cg,

Te = = ..

MeCE
Damit erhalten wir die Hierarchie

Te:de:a:A=0a:a*:a:1. (275)

7 Bewegung im elektromagnetischen Feld

Betrachten wir zunéchst die klassische Bewegung eines Teilchens der Masse m und Ladung
e in einem durch das Vektorpotential A(r,t) und das skalare Potential ¢(r,t) beschriebe-
nen elektromagnetischen Feld. Man sieht leicht, dafl die Lagrange-Funktion

L(r,t,t) = %iﬂ + Cir CA(r,t) — eg(r, t) (276)
0

die Bewegungsgleichungen reproduziert: Fiir ¢ = 1,2, 3 ist

oL e OL e x~.0A; 0¢

pi 87“1 mri + C, v 8ri Co ZTJ 8ri 687“2‘ ’ ( 77)

0

Jj=1

ALy £y 0 e 0A
dt@’r’l N ! Co = Ja’f’j Co ot ’
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wobei p; der zu r; kanonisch konjugierte Impuls ist. Da die Feldstédrken durch

B-VxA, E--vg_ LA
00615

gegeben sind, folgt aus der Lagrangeschen Bewegungsgleichung

d (oL _oL
dt \or )  or
die Newtonsche Bewegungsgleichung in Anwesenheit der Lorentzkraft,

mi = eE+ —i xB.
Co

Ferner folgt aus Gl. (277) die Beziehung zwischen Geschwindigkeit und kanonischem Im-
puls p,
1

p- SAc)]

r=—
m Co

und mit der Legendre-Transformation von 1 nach p fiir die Hamilton-Funktion

. . 1 e 2
HOp.0) = p#0) - Liniphtl = 5 o= SAG)| +eon). @19
m Co
Dalaut Korrespondenzprinzip p = —ihV, folgt aus Gl. (278) in Coulomb-Eichung, V-A =

0, der Hamilton-Operator

h2 ¥ 2
He——A+2A V-5 A24ep. (279)
2m mco 2mcg
In konstantem Magnetfeld kann man A wihlen als
x B
A=_1 — (280)

2

Wegen A -V = —2(rxB)-V =:IB - (rx V) =i/(27)B-L und A% = ;(r x B)? =
2+ y?)B?%, wobei wir B = Be, gewihlt haben, folgt fiir G1. (279)

h? e e’ B?

B-L+

2, .2
. 281
2m 2mcy 8mc3 (@ +y) +ed (281)

Der zweite Term ist der Bahndrehimpulsanteil zum Paramagnetismus, wiahrend der dritte
Term den Diamagnetismus beschreibt. Ersterer fithrt bei Anlegen eines Magnetfeldes zu
einem magnetischen Moment welches parallel zum externen Magnetfeld ist und dieses
damit verstéarkt, wiahrend letzterer ein entgegengesetztes magnetisches Moment induziert
welches das externe Feld damit abschwécht und Abstolung verursacht. Dies folgt aus der
allgemeinen Definition des magnetischen Moments

H="2g5" (282)
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was fiur Gl (281) auf

e e’B e pBy e’B
2mcq 4mct

2 42 283
60 h 4mcg<x +y>7 ( )

(@® +y%) =

IJ’:IJ’p+IJ’d:

wobei p, und p, den para- bzw. diamagnetischen Anteil bezeichnen und im zweiten

Ausdruck das Bohrsche Magneton
eoh

= 284
B = (284)

verwendet wurde. Der Proportionalititskoeffizient e/(2mcy) in p, = p;, = e/(2mey)L
wird dabei oft als gyromagnetisches Verhdltnis bezeichnet. Damit kann man GIl. (281)

auch als )

h 1

schreiben. Aus Gl. (283) folgt nun sofort dafl das diamagnetische Moment immer anti-
parallel zum &uflern Magnetfeld ist, wihrend im thermischen Gleichgewicht bei Tempera-
tur 7" sich das paramagnetische Moment aufgrund des Boltzmann-Faktors exp[—H/(kgT')]
exp[p, - B/(kgT)] in der Zustandswahrscheinlichkeit bevorzugt parallel zum dufieren Ma-
gnetfeld ausrichtet. Die relative Grofle des para- und diamagnetischen Terms kann zu

eB(x*+y*) aB B
deg (L) — 4 E, Gauss

abgeschitzt werden, wobei wir im zweiten Schritt (z? + y?) ~ a® und (L,) ~ h verwendet
haben und F, = e/a? eine typische atomare elektrische Feldstirke ist.

Es ist wichtig anzumerken dafl Para- und Diamagnetismus reine Quantenphénomene sind:
Da die Lorentzkraft in einem &dufleren Magnetfeld B, F = e(v/cy) x B senkrecht zur Ge-
schwindigkeit v der Ladung ist, kann die klassische Energie £ und damit der Boltzmann
Faktor exp[—E/(kgT)| nicht vom &ufleren Magnetfeld abhéingen, womit das thermodyna-
mische Ensemble unverdndert bleiben muss und daher keine magnetischen Effekte indu-
ziert werden konnen.

7.1 Normaler Zeeman-Effekt

Fiir B = Be, wird der zweite Term in Gl. (281) zu
eB

2mceg

L,= mlth ’

wobei wir die Eigenwerte von L, im folgenden als m;A schreiben, um Verwechslung mit der
Teilchenmasse m zu vermeiden. Dieser Term hebt die Entartung der Energie-Eigenwerte
Gl. (260) beztiglich der Quantenzahl m; auf und fiithrt zu den Energie-Eigenwerten

R
Hwnlm = <_n_§ + hWLml) wnlma (286)
wobei wir die Elektronenladung e = —eq verwendet und die Larmor-Frequenz
eoB
= 287
L 2mcy (287)
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eingefiithrt haben. Damit ist

1
Eppm = |—— +4x 107" (7
n auss

) ml} - 13.6eV . (288)

Diese dquidistante Aufspaltung der Energie-Niveaus wird als normaler Zeeman-Effekt
bezeichnet und ist das Analogon zum Stark-Effekt in einem #ufleren elektrischen Feld.
Der vom im néchsten Kapitel zu besprechenden Spin von geladenen Elementarteilchen
herriihrende Beitrag zum paramagnetischen Moment fiithrt zum anomalen Zeeman-Effekt,
von dem der normale Zeeman-Effekt eigentlich ein Spezialfall ist.

8 Spin
Nach Gl. (283) ist das dem Bahndrehimpuls L entsprechende magnetische Moment

e e L
= L= —un—. 289
2mcy €o He h (289)

1233

Wiére der Bahndrehimpuls der einzige Beitrag zum Gesamtdrehimpuls so sollte sich der
Atomstrahl im Stern-Gerlach Experiment Gl. (15) daher in eine ungerade Anzahl 2] + 1
Teilstrahlen aufspalten. Experimentell findet man aber oft zwei Teilstrahlen mit einem
Abstand, der doppelt so grof§ ist als man nach dem gyromagnetischen Verhéltnis fiir den
Bahndrehimpuls aus Gl. (289) erwarten wiirde. Daraus folgt dafl Elektronen einen inne-
ren Drehimpuls s = 1/2 besitzen, der auch Spin genannt wird und ein gyromagnetisches
Verhéltnis e/(mcp) hat. Nach Gl. (15) haben die Projektionen des zugehorigen Spinope-
rators S = (5,, 5y, 5,) auf einen beliebigen Einheitsvektor e die Eigenwerte 4h/2, mit
den zugehorigen Zustidnden |e, £),

h
e-Sle, ) = ii\e, +). (290)

Fiir e = e3 verwenden wir im folgenden die Bezeichnung

les, +) = [ 1), les,—) =11), (291)

also insbesondere

SN =21 si=-210. (292)

Die Spin-Operatoren S erfiillen natiirlich die Vertauschungsrelationen Gl. (192) des allge-
meinen Drehimpuls-Operators und insbesondere folgt aus G. (200) mit [ — 1/2,

3 3
S*(1) = SRI) 80 =) (293)
Analog zu Gl. (201) definiert man Auf- und Absteigeoperatoren

Sy =5, +iS,, (294)
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fiir welche aufgrund von Gl. (204) mit | — 1/2, m — £1/2

Selt) = 0. SN =hl)
Sell) = B, S 1) =0 (205)

gilt. Wir verwenden nun | 1) und | }) als Basis einer Darstellung der Spinzustinde durch
zwei-dimensionale Spaltenvektoren,

w=t=(o) v=10=(1). (296)

Der allgemeine Spinzustand |x) = a| 1) + a_| }) wird dann durch den Spinor

(6%
X=:((;), ar=xty, a-=x"x. (297)

dargestellt. Die Vollstéandigkeitsrelation lautet

A+ =10 et =a( g 9 ) (208)

In der Spinor-Darstellung werden die Spin-Operatoren durch die Matrizen

0 1 0 0 h(1 0
soon(O0) sen(V0) st (L 0) e

dargestellt. Mit der Umkehrung S, = (S; + 5-)/2, S, = (Sy — S_)/(2i) von Gl (294)
folgt

S:ga (300)

mit den Paulimatrizen

0 1 0 —1 1 0
Ux:<71:<1 0), cry:crg:(i OZ>, 03203:<0 _1). (301)

Die Pauli-Matrizen haben folgende wichtige Eigenschaften:

or = o,=0.=1 (302)

(04, 05] = 2ie0% (303)
{o/,0;} = 26;; (304)
005 = 04 + i€;10% (305)
o040, = il (306)
Tr(e) = 0 (307)
det(o) = 0, (308)

wobei Tr und det die Spur bzw. die Determinante bezeichnen.
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Das dem Spin S eines Teilchens der Masse m und Ladung e entsprechende magnetische
Moment wird allgemein geschrieben als

e S

(&
— S =" gup= 309
s =05 BT (309)

mit dem Landé-Faktor oder gyromagnetischen Faktor g. Wie bereits erwahnt ergibt sich
experimentell aus dem Stern-Gerlach Experiment fiir Elektronen

Ge 2. (310)

Die relativistische Wellengleichung fiir Spin-1/2 Fermionen, die Dirac-Gleichung sagt ex-
akt g = 2 voraus. Dazu gibt es quantenfeldtheoretische Korrekturen, so dafl die theoreti-

sche Vorhersage
Getn = 2,0023193048(8) (311)

ist, wahrend experimentell
Geex = 2,0023193043622(22) . (312)
Die Abweichung (g — 2)/2 wird als anomales magnetisches Moment bezeichnet. Das ge-

samte paramagnetische Moment des Elektrons ist damit

L(L+gS) - _°

2mceg 2mcey

B, = py + ps = (L+2ho) . (313)

womit die paramagnetische Wechselwirkungsenergie mit dem Magnetfeld nach Gl. (285)

e L g

Wir erwéhnen noch das fiir den Kern-Magnetismus relevante Kern-Magneton

eoh

2my,co

MK (315)

Da Nukleonen aus Quarks und Gluonen zusammengesetzt sind, ist z.B. fiir das Neutron

S
fhy —3.83,uK%. (316)

Der Spin ist ein innerer Freiheitsgrad, der damit mit den rédumlichen Freiheitsgraden
kommutiert,

S,r] = [S,p] = [S,L] = 0. (317)

Die nicht-relativistische Wellenfunktion eines Spin-1/2 Fermions ist dann gegeben durch
das Tensorprodukts von Orts- und Spin-Eigenfunktionen,

|¥) =/d3r [Wr (0) ) 1) + - (x)Ir)[ )] (318)
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mit den Projektionen

(rlg) = ()] 1) +o-(r)[ )
(TICle) = oy(r),  ({r[y) =v-(r). (319)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte, ein Fermion am Ort r mit Spin up bzw. down anzutreffen
ist damit |4 (r)|?. In Spinor-Darstellung ist dann

v = (5. (320

In einem konstanten Magnetfeld B und einem Potential V(r) wird nun der Hamiltonian

Gl. (285) mit Gl. (314) zu

h? e L ¢
H=—A—-— —+=o|-B+V(r). 21
2m eo'uB <h * 20) + Vi) (321)

Die Schrodingergleichung Gl. (111) lautet dann

ih% ( z*g; ) - [—% - 6—‘1“—;L~B+V(r) - e%guBa-B] ( :ng; ) . (322)

wobei alle Terme aufler dem Term mit den Pauli-Matrizen o proportional zur (nicht
explizit geschriebenen) Einheitsmatrix 1 sind. Diese Gleichung wird als Pauli-Gleichung
bezeichnet. Verallgemeinert zu einem variablen elektromagnetischen Feld lautet diese Glei-

chung aufgrund von GIl. (278)
ihﬁ ( Vi (r) ) = li (EV — EA(r,t))Q +eq(r,t) — fguga B ( Z+g§ ) .
: _ (323)

ot \ v_(r) 2m \ i Co

Fiir mathematisch Interessierte machen wir hier noch folgende Beobachtung beziiglich
der Spin-Darstellungen des Drehimpulses: Aufgrund von Gl. (193) wird ein Eigenzustand
zum Eigenwert o von Jj, bei einer Drehung um 27 um die k—Achse mit dem Phasenfaktor
e?™ multipliziert, und ein halbzahliger Spin-Zustand #ndert damit das Vorzeichen. An-
gesichts der Tatsache, dal eine Drehung um 27 die Identitét sein sollte, ist dies auf den
ersten Blick iiberraschend. Man beachte jedoch, dafl normierte Zustéinde in der Quan-
tenmechanik nur bis auf einen Phasen-Faktor womit eine allgemeine unitére projektive
Darstellung U(g) einer Symmetriegruppe S mit g € S auf dem Hilbertraum der Zusténde
in der Regel auch Phasenfaktoren in den Kompositions-Regeln beinhalten kénnen. Dies
ist in der Tat der Fall fir die Gruppe der Drehungen SO(3), die isomorph ist zu S3/Z,
der drei-dimensionalen Kugel im euklidischen vier-dimensionalen Raum, mit entgegenge-
setzten Punkten identifiziert, und somit doppelt zusammenhdngend ist. Dies bedeutet, dafl
Kurven, die einen geschloenen Pfad n Mal durchlaufen, nur dann kontinuierlich auf einen
Punkt kontrahierbar sind wenn n gerade ist. Halbzahlige Spins entsprechen dann Darstel-
lungen, fiir die U(g1)U(g2) = (—)"U(g192), wobei n die Windungszahl des Pfads von 1
nach g1, nach g;gs und zurck nach 1 ist, wahrend ganzzahlige Spins keinen Phasenfaktor
produzieren.
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9 Addition von Drehimpulsen

Oft stellt sich bei Kombination zweier Quantensysteme mit Drehimpulsen J; bzw. J5 die
Frage nach dem Gesamtdrehimpuls

Sind die Teilsysteme unabhéngig so ist
[J1,isJ25] =0, 4,j=1,2,3, (325)

womit auch die Operatoren J eine Darstellung der Drehimpuls-Algebra mit den Kommu-
tationsrelationen Gl. (192) ist. Die Produktzustéinde

|J1, M) |2, ma) (326)

sind Eigenzustinde von J?, J; ., J2, J, ., welche einen vollstindigen Satz von Operatoren
bilden, zu den Eigenwerten hjy (ji+1), Aimy, hja(ja+1) bzw. Ams. Die Zustande Gl. (326)
sind auch Eigenzustande von J, zum Eigenwert ii(m; 4+ ms), im allgemeinen jedoch nicht

von J2, da
[J27 Jl,z] = 2[']17 Jl,z] : J2 = ih(tjl,:rJQ,y - Jl,yJ2,:v> 7£ 0

und analog fiir [J?, J5 .]. Wir suchen nun Eigenfunktionen

‘ju m7j17.j2> (327)

zum vollstéindigen Satz von Operatoren J?, J,, J? und J3. Aufgrund der Vollstindig-
keit der beiden Operatorensétze miissen die Zustédnde Gl. (327) Linearkombinationen der
Zusténde Gl. (326) sein. Aus der Hermitizitiat der Operatoren folgt zunéchst

]z/(jz, + 1)<j17m17j57m2|jam7j17j2> = <j17m17jévm2|‘]?|jv m7j17j2> =
= ji(ji+1)<.j17mlv.jé7m2|j7m7j17j2>7
so daB nur Koeffizienten mit j/ = j; und j; = 4, beitragen. Ahnlich ist
(ma +ma)(j1, m1, Jo, malj, m, 1, J2) = {jr, ma, jo, ma| 2| g, m, g1, Jo) =
= m<.j17m17j7m2‘j7m7j17j2>7

so dal nur Koeffizienten mit m = my + my beitragen. Die Entwicklung von |7, m, j1, j2)
nach |71, m1)|j2, ma) hat daher die Form

|7, ms 1, J2) = Z (g1, ma, o, mal g, m, Ju, J2) |1, ma) |2, ma) (328)

mi,ma=m—mj

wobei (j1, my, j2, ma|j, m, j1, ja) als Clebsch-Gordan Koeffizienten bekannt sind. Dabei lau-
fen die m; iiber —j; < m; < j;. Dabei sieht man sofort dafl es jeweils einen Zustand mit
m = j1 + jo und m = —j; — jo gibt. Setzen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
J1 > jo voraus, so gibt es fir j; — jo < |m| < j; + jo fiir positives und negatives m jeweils
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J1+jo —|m|+1 Zusténde, und fir |m| < j; — jo jeweils 2jo+ 1 Zusténde. Diese entsprechen
gerade den moglichen Gesamtdrehimpulsen j > |m|. Damit ist

i —Jel SJ< i+ (329)
Damit hat man insgesamt
Jjitj2 2j2
D25+ =) 20—t k)+1] = (21— 2j2+1) (2j2+1)+252(2j2+1) = (21+1)(242+1) ,
J=j1—J2 k=0

wobei wir ), = k(k 4+ 1)/2 benutzt haben. Dies entspricht gerade der Anzahl der
Zusténde |j1, mq)|j2, ma).
Wir betrachten zunéchst den Fall j; = j, = 1/2, also Spin-1/2,

S=S,+8S;. (330)

Die vier moglichen Zusténde |[jy, mq)|j2, ma) bezeichnen wir mit | 1), | 1)), | 1) und
| 1)), wobei das erste bzw. zweite Symbol den ersten bzw. zweiten Spin bezeichen. Es gilt

SIM) = M), St =0

Sy = —hlU), S| =o0. (331)
Ferner ist
3
S?=S7+S5+2S;-S; = 5712 + 29,52, + 51182 + 89451, (332)
woraus folgt
S?| 1) =207 1), S*| L) =207 1), (333)
also s = 1, m = £1. Den dritten Zustand mit s = 1 und m = 0 erhélt man als
L L N+ 1)
m5—| TT) = M(SL— + 527—)| TT) - T, (334)
wobei der Zustand auf Eins normiert wurde, also in der abgekiirzten Notation |s,m) =
|Sa m, %7 %>7
M+
Ly =11, o= gy oy, (335)
Mit Gl. (332) folgt sofort daB fiir die orthogonale Kombination
1) = 110)
10,0) = —%m— (336)
gilt
S?|0,0) =0, S.[0,0)=0. (337)

Die Projektoren auf die Triplettzustinde Gl. (335), P;, und auf den Singulettzustand
Gl. (336) sind gegeben durch
3 Sl . SQ 1 Sl ' SQ

1t BRI

P = (338)
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SchlieBlich betrachten wir noch den Fall j; = 1, jo = 1/2, der fiir die Spin-Bahn-Kopplung
relevant ist,

J=L+S. (339)

Wir verwenden im folgenden die abgekiirzte Notation |j, m,l) = |7, m, [, ;) Mit Hilfe von

JP=L*+8*+2L.S,+L,S_ +L_S, (340)

und der allgemeinen Gl. (204) fiir die Wirkung der Drehimpuls- Leiter-Operatoren zeigt
man leicht dafl die Zustéinde mit j =1+ % und m gegeben sind durch
1
=N

1 [£m+ i\ z N2
= ml)=%+ Lﬂ lm—— |T> lﬂ
2 20+1 20+1
(341)

10 Stationire Storungstheorie

Wir betrachten nun Hamilton-Operatoren welche aus einem exakt l6sbaren Teilen Hy mit
Eigenwerten £, o und zugehorige Eigenfunktionen |ny),

Hy|no) = Ey0lno) (342)

und einem “Storterm” AH;, mit A < 1. Gesucht sind Eigenwerte FE, und zugehorige
Eigenfunktionen |n) von H,

Hn) = (Ho+ AHy)|n) = E,|n) . (343)
Wir wéhlen die Normierung (ng|ng) = 1 und
(ngln) =1 (344)

fiir alle n, womit die Entwicklung von |n) nach dem vollstdndigen System der ungestorten
Eigenfunktionen |ng) die Form

[n) = |no) + Y {mo|n)|mo) (345)

m#n
hat. Multiplikation von Gl. (343) mit (n¢| und Verwendung von Gl. (342) ergibt dann
B, = Epo + MnolHy|n), (346)
und Multiplikation von Gl. (343) mit (myg| # (no| ergibt
(En = Emo)(moln) = Xmo|Hi|n),
womit Gl. (345)
In) Y E7"°|HE1|:0 o). (347)

m#n
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Gl. (346) und GI. (347) sind implizite Gleichungen, da auf der rechten Seite jeweils der
unbekannte Zustand |n) und Eigenwert E,, auftreten. Diese Gleichungen kénnen durch
Iteration gelost werden, indem man auf der rechten Seite |n) und E,, immer wieder durch
die gesamte rechte Seite ersetzt. Die resultierenden Reihen heiflen Brillouin- Wigner Rei-
hen. Man kann diese Reihen bei einer bestimmten Ordnung von A abbrechen, indem man
auf der rechten Seite |n) = |ng) und E, = E, o setzt. So erhélt man zum Beispiel in
zweiter Ordnung in A

m0|H1|n0 9 (mo| Hi|no) (jo| Hilmo) | .
A A E 348
| + Z E EmO 0> T (En — Emp)(En — Ej,O) |]O> ( )

m#n jm#n

und

H 2
B = Buo + Mol s + 5 3 Lol ol
n — Lm0

m¥#n
Setzt man in diesen Ausdriicken E, = E, o, so erhélt man die Entwicklungen der Rayleigh-
Schrddinger Storungstheorie. Falls einige der Eigenwerte F, ( entartet sind, muss man
zunéichst im Vektorraum der zum Eigenwert E, o gehorigen Eigenzustinden [nf) eine
Basis |nY) finden, in der H; diagonal ist,

(349)

<ng|H1|ng) = H0us, (350)

was immer moglich ist, da die auf der linken Seite auftretende Matrix hermitesch ist: Mit
n0) = cialnf)
i
ist
1 _— /.0 0 1
HYy = (0| Hylnd) = S i Hless.
]

Gleichsetzen mit Gl. (350) und Multiplikation mit ¢, und Summation iiber « ergibt
wegen der Unitaritit, Y ¢l cka = Oir,

> Hijcis = Hjcrs . (351)

J
Die Eigenwerte H é erhédlt man wie iiblich aus
det (Hj,; — Hjp;) =

Damit ist sichergestellt, daf in den Summen in Gl. (348) und Gl. (349) nur Terme auftreten
fir die B, o # Epn ist.

Man kann die Grundzustandsenergie Fj eines Systems mit Hilfe des Ritzschen Variati-
onsprinzips abschitzen: Da in einer Orthonormalbasis |n) fiir jeden Zustand |¢))

(Y|H|y) = ZE (¥ln)(nv) >EOZ| (@In)[* = Eo(y[¢)

o7



also

B, < WA (352)

- (@)

Fiir “Testfunktionen” |¢)(u)), welche von einem oder mehreren Parametern p abhéngen,
kann man dann Ey durch
() 9 ()

ST o

abschatzen. Falls

) = [n) + )
mit (n|u) =0, ist H
Wiy oW

Als Beispiel betrachten wir noch die zwei wichtigsten relativistischen Korrekturen in Ein-
Elektronen Atomen oder Ionen. Die niedrigste relativistische Korrektur zur kinetischen
Energie,

2 212
2 2 4\1/2 2 p 1<P )
E:(p +m00)/:m00+%—§m3cg ERILIN
lautet )
1(p?)? 1 Zed
B = 8m3 2mc? Ho+ ) (354)
wobel ) 762
e
Hy = ;’—m - = (355)

der Hamiltonian des Wasserstoffatoms in niedrigster Ordnung ist. In erster Ordnung
Storungstheorie, Gl. (349), folgt

1 1 1
H)pim = — E2+2F, 72 ( = Ze2)? (= 356
et (s vamsa(l) (1)) oo

mit £, = E, aus Gl (260). Nach Berechnung der Erwartungswerte in den ungestorten
Zusténden Gl. (255) folgt

() =25 (7= ) B (357)

Dabei ist die Bedingung Gl. (350) fiir entartete Zusténde erfiillt, da
(nlm|Hy|nl'm") o< 6O -
Dies folgt aus [H;, L?] = 0, womit
RE[U(1+ 1) — (L4 )] {nlm|Hi|nl'm') = 0.
Analog folgt aus [Hy, L,] =0

hm’ —m] (nlm|Hynl'm’) = 0.
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Gl (356) bricht also die Entartung der Eigenwerte E, o beziiglich [. Im Ruhesystem des
Elektrons induziert die Bewegung des Kerns mit Geschwindigkeit v das Magnetfeld B =
—(v/co) x E, wobei das Coulomb-Feld E = -V ¢ = —(r/r)d¢/dr ist. Dieser Ausdruck fiir
B folgt aus der relativistischen Transformation elektromagnetischer Felder und gilt nur
néherungsweise, da das Ruhesystem des Elektrons kein Inertialsystem ist. Nach Gl. (313)
und Gl. (314) ist die Wechselwirkungsenergie damit

e e 1d 1 1d
—S-B=—-5S:-(vxr)—— =——S-L-— .
mco mc3 (vxr) r dr(b(T) m2c3 r dr(b(T)

Dies ist bis auf einen Faktor 2 das korrekte Resultat, das man aus der Dirac-Gleichung

im Rahmen der relativistischen Quantenmechanik erhélt,

1 1d 1 1 Ze?
Hy=-—5S-L-—¢(r)=-—5S-L-=20 358
27 om2e r dr(b(T) 2m2c2 rord (358)
fiir das Coulomb-Potential Gl. (238). Aufgrund von
Lo 12 @
S~L:§(J —L*-8S7)

folgt daB die Eigenzustéinde von J? von Gl. (341) auch Eigenzustéinde von S - L sind,

1 Rl 3 1 h? l 1
(359)

Der vollstéindige Satz von Operatoren in dem H, diagonal ist, ist H, J?, J,, L?, S?. Die
storungstheoretische Korrektur in den Eigenzustdnden dieser Operatoren ist damit

1 R l 5 /1
<H2>n7j:l:|:%7m,l = QmQCgE < -1 ) ZGO ﬁ . )

was nach Berechnung des Erwartungswertes

mca(Za)t l
(Hobnjmsbms = Lata+ 172)0 5 1) < -1 ) : (360)

Da im Falle des Coulombpotentials (r—3) fiir [ = 0 divergiert, ist dieser Ausdruck nur
fiir [ > 0 korrekt und verschwindet aufgrund des Faktors [ in Gl. (359) fiir [ = 0, j =
1/2 fiir realistische Potentiale, die i.a. zu endlichem (r=3) fiihren. Allerdings fiihrt eine
dritte Korrektur, der von der relativistischen Zitterbewegung herriihrende Darwin-Term,
zu einem Term o §; 9, der genau die Form GI. (360) fir [ = 0 hat. Man kann dies nun
leicht mit Gl. (357) zusammenfassen zu der relativistischen Gesamtkorrektur

(Za)? n 3
<H1"el>n,j:l:|:%,m,l = n2 j + 1/2 - Z En,O’ (361)

welche fiir alle [ > 0 gilt.
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11 Zeitabhingige Storungstheorie

Der Hamilton-Operator H in der Schrodingergleichung Gl. (64) ist im allgemeinen zeitabhéngig,

0
tho, [U(t)) = H{t) [¥(1)) - (362)

In der stationidren Storungstheorie haben wir uns bisher auf zeitunabhéngige H be-
schriankt; jetzt behandeln wir den zeitabhéngigen Fall. Formal kann man die Losung von

Gl. (362) schreiben als

() = U(t, to)|¥ (o)) (363)
wobei der unitédre Operator U(t,ty) mit der Anfangsbedingung
Ulto, to) = 1 (364)
die Operator-Differentialgleichung
L0
ih—Ul(t, to) = H(t)U(t, to) (365)

ot

erfiillt und die zeitliche Entwicklung eines beliebigen Anfangszustands [¢(¢y)) beschreibt.
Formal wird Gl. (365) gelost durch

Ult,to) = Texp [—% / t dt’H(t’)} | (366)

to

wobei der Zeitordnungsoperator T die in der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion
unter den Integralen auftretenden Faktoren H(#') in zeitlich aufeinanderfolgender Reihen-
folge von rechts nach links anordnet. Fiir den stationédren Fall mit zeitunabhéngigem H
folgt insbesondere

Ut 1) = exp {—%H(t - to)] | (367)

Bisher haben wir die zeitliche Entwicklung der Zustédnde betrachtet, was dem Schrodin-
gerbild entspricht. Wir gehen jetzt zum Heisenbergbild oder Heisenberg-Darstellung tiber
und definieren dazu den Heisenberg-Operator

Ap(t) = Ul(t, o) AU(t, 1), (368)

wobei A der entsprechende Operator im Schrodingerbild ist. Dieser Operator erfiillt die
Differentialgleichung

Lt = L (0), An(0) + 2 A(t) (369)
dt H - A H s 41H 875 H )

wobei der letzte Term, (A /0t) = U(t, o) (0A/0t)U(t,ty) nur bei expliziter Zeitabhingig-
keit auftritt. Der zugehorige Heisenberg-Zustand ist

W) r = Ut to)|v(t) - (370)
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Wegen Gl. (363) ist 1) g zeitunabhingig, wihrend nun die Operatoren Ay (t) zeitabhidngig
sind.

Wir nehmen nun an daf§ H(t) = Hy+ V (¢) mit einer kleinen zeitabhéngigen Stérung V (¢),
welche gleich Null ist fiir ¢ < to. Die Losung [1o(t)) der ungestorten Schrodingergleichung

0
Zha 1o (t)) = Ho [to(1)) (371)
sei bekannt und gesucht wird die Losung der Gleichung
0
iy [W(0) = [Ho + V(O] (1)) (372)
mit der Anfangsbedingung
(1)) = [tho(t)) fiir ¢ < to. (373)

In der Wechselwirkungsdarstellung spaltet man den von H herrithrenden Teil der zeitli-
chen Entwicklung von |¢(t)) ab,

[0(t))r = (D)) (374)

In dieser Darstellung lautet die Schrodingergleichung aufgrund von Gl. (372)

0
thay [W() = Vi) (), (375)
mit der Stérung in Wechselwirkungsdarstellung
Vi(t) = eot/hy (1) iHot/h (376)
Als Integralgleichung dargestellt lautet Gl. (375)
ot
i
(), = [t — 5 [ Vi), 37)

to

welche zu

?

(O, = o)), = 5 [ Vit =5 [ dt [ a i+
0 0 0 (378)

iteriert werden kann, was als Neumann-Reihe bekannt ist. Die Eigen-Zusténde |ng) von
Hy zum Eigenwert E, o haben die triviale Zeitentwicklung

[n0(t)) = €0 |ng) . (379)

Wir wihlen nun [¢(t)) = |mo(t)) fiir den Anfangszustand in Gl. (373) und interessieren
uns fiir die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir einen Ubergang in einen anderen Eigenzu-
stand |ng(t)) von Hy zum Zeitpunkt ¢ > ¢,

(no(t)]1 (1)) = (nole’ ™Mb (1)) = (nolth (1) (380)
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Fiir den letzten Ausdruck erhalten wir durch Multiplikation von Gl. (378) mit dem zeit-
unabhéngigen Zustand (ny|

l l

t t
(al)0(0) = G — 5 [ A0l Vi(®) o) = G — 5 [ e B En gV (¢ ).

to to
) (381)
Die Ubergangswahrscheinlichkeit P, ,,(t) von |mg) nach |ng) mit n # m ist damit

1], , 2
Pocon(t) = (OO = 35| [ e PP gV (¢ o) (352)
to
Fiir eine instantan eingeschaltete Storung, die ansonsten zeitlich konstant ist,
V(t) =VO(t) (383)

folgt aus Gl. (382)

2

[(no] V |mo) | _ [{nolV[mo)? Fm@nmt/z)r _
h2 h? Whim /2

=t 561w /2) (0| Vo) 2, (384)

t
/ dtlei(En’O —Em0)t'/h

to

wobei wir die Ubergangsfrequenz

En 0 Em 0
m = T 385
w - (3%5)
und die Funktionenfolge
sin? ot
o) = 28 (386)

eingefiihrt haben. Diese hat den Grenzwert

lim &;(a) = d(a), (387)

t—o00
was man leicht daran sieht daf [*° dad;(a) =1 und &;(c) fiir grofe ¢ immer schéirfer um
a = 0 konzentriert ist. Im Grenzfall w,,,,,t ~ AFEt/h > 27, mit AE die Breite der Ener-
gieverteilung der Endzusténde, ist also Gl. (387) proportional zu ¢ und die Ubergangsrate
wird

2m 9
Lo = —-0(Eno = Emo)l{n0]VImo) ", (383)

was als Fermis goldene Regel bekannt ist. Solange die Breite von 6;[(Ey o — Emo)t/(2h)]
grofl gegen den Abstand J F' benachbarter Zusténde ist, kann man die Zusténde als Kon-
tinuum auffassen und eine Zustandsdichte pro Energie-Intervall p(F) verwenden, womit

2
> Toon 2 [ BBl = 7 0(E) (r0lV o). (350)
Dies gilt also fiir Zeiten ¢ mit
2rh 2mh
N Lt K SE (390)
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Wir betrachten schliellich noch periodische Stérungen,
V(t) = (Fe ™ + Fle“)O(t), (391)

wobei F' ein Operator ist. Ein Beispiel stellt ein Atom in einem periodischen elektro-
magnetischen Feld dar: Sind A(r,t), ¢(r,t) o< ¢! so haben die in der Pauli-Gleichung
(323) auftretenden Terme die Form Gl. (391). Die Ubergangsrate ist damit ganz analog
zu Gl. (388) mit einem um FhAw verschobenen Argument der Delta-Funktion, wobei es fiir
hinreichende Zeiten keinen Interferenzterm gibt, da die Argumente der Delta-Funktionen
nicht gleichzeitig verschwinden kénnen,

27

Linsn = == [0(Eno = Bmo = hw)[(nol Flmo)[* + 8(Eno = Epmo + hw)| (o F'[mo)[*] -
(392)
12 Streckenweise konstantes Zentralpotential
12.1 Lo6sung der stationidren Schrodingergleichung
Wir betrachten Gl. (230) fiir ein konstantes Potential V' (r) = V4,
R (0> 20 R+ 1)

=4 S A =F .

[ 2m (8r2 * r@r) * 2mr? +Vo| Fulr) Ru(r) (393)
Wir definieren in diesem stiickweise konstanten Potential die Wellenzahl

2m(E — Vp)]"?

h, Y
das fiir F >V} positiv genommen und fiir £ < Vj dhnlich wie in Abschnitt 3.3 als k = ix

mit £ > 0 geschrieben wird. Damit kann man Gl. (393) nach Substitution von p = kr
umschreiben in

ld_2+2 d I(l+1)
dp®>  pdp p

— + 1} Ri(p) =0. (395)

Nach Substitution von
Ri(p) = p'xi(p) (396)

erhalten wir die Differentialgleichung fiir y;,

& 21+1)d B
{d—/)? + o + 1} xi(p) =0. (397)

Man zeigt nun leicht dal wenn y,;(p) Gl. (397) geniigt, dann geniigt

1d
Xi+1 = —5Xi
T pdp

Gl. (397) mit I — [ 4+ 1. Wir erhalten damit die Rekursionsrelation

1dY
= . 398
w=(51) (399)



Fir [ = 0 hat Gl. (397) die beiden linear unabhéngigen Losungen

sin p cos p

Jo(p) = ) no(p) = — P (399)

Nach Wieder-Einsetzen in den Ansatz Gl. (396) und aufgrund der Rekursionsrelation
Gl. (398) sind fiir [ > 0 die beiden linear unabhéngigen Losungen der radialen Schrodin-
gergleichung (395) damit gegeben durch die sphdirischen Bessel-Funktionen

(i) %

Ji(p)

und die sphdrischen Neumann-Funktionen

HMﬂE—pmy(%%)%ip

wobeil die Vorzeichenfaktoren nur Konvention sind. Ferner definiert man die ersten und
zweiten sphdrischen Hankel-Funktionen durch

W2 () = Gi(p) =+ imi(p) (402)

Fiir grole p > 1,1 haben diese Funktionen folgendes asymptotisches Verhalten,

) 1 . I 1 I U ilo—in
ﬁ@%ﬁ;ﬂncwv—), m@)%-¢0%<p——>, hf”@%%?;f“”/”-

2
(403)
Fiir [ = 0 sind diese asymptotischen Ausdriicke aufgrund von Gl. (399) exakt und gelten
fiir alle p.

: (401)

12.2 Der sphérische Potentialtopf
Wir betrachten nun ein sphérisch symmetrisches Kastenpotential der Form
V(r)=-VO(a—r) (404)

mit a > 0, V5 > 0. Fiir die Bindungszustiande mit Energie E,, —V, < E}, < 0, konnen wir
die Losungen aus dem letzten Abschnitt gemé&f

Ry(r) = Aji(qr)©(a — 1) + Bhl(l)(im“)@(r —a), (405)
zusammensetzen, wobei, vollig analog zu Gl. (151), die reellen Wellenzahlen
2m(E, + Vp)]'/? —2m )"/

auftreten und in Gl. (405) wegen der Normierbarkeit der Bindungszusténde fir r > a
nur die exponentiell abfallende Hankel-Funktion hl(l)(mr) auftreten kann. Division der
Stetigkeitsbedingungen Aj;(ga) = Bhl(l)(z'/m) und Agjj(qa) = Bi/{hl(l)/(ma) fithrt auf

dln j, ~dlnh!

q P (ga) =ik 0 (ika) . (407)
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Fiir I = 0 ist aufgrund von Gl. (399) und (402)
up(r) =rRy(r) = A'singr®(a —r) + B'e " O(r —a),
so dafl die Stetigkeitsbedingungen auf

—cotqa = r : (408)
q

fithren, welche identisch mit der Stetigkeitsbedingung Gl. (155) fiir ungerade Bindungs-
zustande im eindimensionalen Potentialtopf Gl. (146) ist. Insbesondere benétigen Bin-
dungszusténde im dreidimensionalen Potentialtopf eine Mindeststiarke des Potentials von

Vo> o (409)

wie in GL (156).

13 Streutheorie

13.1 Streuamplitude und optisches Theorem

Wir bringen die stationire Schrodingergleichung Hiy (r) = h*k?/(2m)iy(r) mit H aus
Gl (62) in die Form

(V2 + K)o (r) = — V(r)du(r). (410)
Mit Hilfe einer Greenschen Funktion G(r) der freien Wellengleichung,
(V2 +KH)G(r, k) = 6*(r) (411)
kénnen wir Gl. (410) in die Integralform

2m

Ui (r) = e®T + =) /d?’r’G(r — 1) V() (1), (412)

bringen, was der Summe einer einlaufenden ebenen Welle ¢ und einer durch den zweiten
Term beschriebenen gestreuten Welle entspricht. Da wir an physikalisch auslaufenden
Streuwellen interessiert sind, wiahlen wir die retardierte Greensche Funktion, welche aus
der Elektrodynamik bekannt ist,

6zkr

G.(r,k) = — (413)

Ar

Man erhélt diese Form durch Fourier-Transformation von Gl. (411),

d3q elar 1 00 elar e—iqr 1 0o elar
+{r, k) / 2r)P K — q? <27r>2z'r/0 Ry <27r>2z'r/ We—we
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wobei wir Polarkoordinaten mit r = re, verwendet haben. Das verbleibende Integral kann
man wegen r > (0 in der oberen komplexen Halbebene schlielen, so dafi die Singularitat
bei ¢ = k im Gegenuhrzeigersinn umlaufen wird was nach dem Residuensatz der Funk-
tionentheorie tatsichlich zu Gl. (413) fiihrt. Einsetzen in Gl. (412) und Verwenden der
Néherung |r —1'| ~ r —r-r’/r fiir Radien r grofl gegen die Reichweite des Potentials fiithrt
7u G (r —1') ~ —e*"e= " /(47r) mit der Wellenzahl k' = kr/r des in die Richtung r
gestreuten Teilchens. Damit wird
ikr
Tt (r) = €7+ ——f(k,kr/r) = il r) + (), (415)

mit der Streuamplitude

m

Sz | A e TV (v (r), (416)

f(k7 k/) = -

wobei k = k’. Man beachte daf§ f(k,k’) die Dimension einer Lénge hat.
Andererseits lautet die allgemeine Losung von Gl. (410) fiir ein radialsymmetrisches Po-
tential, V' (r) = V(r),

ZClRl ) Yio(r/r) = ZClRl ) Bi(cosb), (417)

wobei €} und C] Konstanten sind und benutzt wurde daf fiir ein radialsymmetrisches
Potential einlaufende und gestreute Wellenfunktionen nicht vom Azimuthwinkel ¢ um
die Richtung der einlaufenden Welle k abhéngen konenn (die Kugelkoordinaten sind so
gewahlt dal k = ke,). Dabei gilt k - k' = kk'cosf. Die radiale Wellenfunktion R;(r)
geniigt dabei der Differentialgleichung (393) und wir wissen von der Diskussion aus dem
vorhergehenden Kapitel daf die Losung fiir V() — 0 eine Linearkombination aus sphéri-
schen Bessel- und Neumann- oder Hankel-Funktionen sein mufl. Da fiir jedes realistische
Potential lim, ., V' (r) = 0 mufl das asymptotische Verhalten von R;(r) wegen Gl. (403)
zwangslaufig die Form

1 [
Ry(r) o< —sin [k'r’ — % + 51(/’{;)] (418)
r
haben, wobei wir gleichzeitig wissen, daf} fiir verschwindendes Potential §;(k) = 0 sein
muB, da die bei r = 0 regulédre Losung der freien radialen Schrodingergleichung Ry(r) o
Ji(kr) ist. Die Phase §;(k) wird daher als Streuphase der Partialwelle | bezeichnet.

Die generelle Asymptotik Gl. (418) folgt auch aus der Tatsache daf die radiale Gleichung

fir wy(r) = rRy(r) [siche Gl. (231)], GL. (232),

o) + 1 = Z Va0 ) =, (419)

mit Veg(r) aus Gl (233) fir r — oo, Veg(r) — 0 eine freie Wellengleichung mit der
allgemeinen Losung der Form

w(r) o sin {m - %l + 51(@}
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ist.
Einsetzen von Gl. (418) in Gl. (417) fithrt damit auf

7@]67’ e zk:r >

C —idy(k zl7r/2P 9 C 16y (k zl7r/2P 0). (420
Z e (cos i Z e ) (cos @) . (420)

lim ¢y (r) =

r—00 2 r

Wir wollen dies nun mit Gl. (415) vergleichen. Dazu verwenden wir ohne Beweis die
Entwicklung der ebenen Welle in Kugelfunktionen

, > > i kr—l—”)
ekT = (21 + 1)j;(kr)P(cos 6) ~ (20 + 1 Sm(—QP cosf), 421
> e+ itk leost) = 320+ )L R(eost), (421

wobei im zweiten Ausdruck der Limes der sphérischen Besselfunktion j;(kr) fiir r — oo

eingesetzt wurde. Einsetzen in Gl. (415) und Vergleich der Koeffizienten von ek mit
Gl. (420) ergibt
]
C = %(25 +1)et®) (422)
und
1 0 62161(@ -1
f(kX) = e 27(2#1—1 )Pi(cos 8) Ze“;’(k sin &;(k)(20+1)P,(cos ) . (423)
)

=0

Gl. (423) ist als Partialwellenentwicklung der Streuamplitude bekannt. Man sieht insbe-
sondere dafl die Streuamplitude verschwindet wenn die Streuphasen verschwinden.
Der differentielle Wirkungsquerschnitt pro Raumwinkel-Element, do/dS2, ist definiert als
. 2. . do
Py(Q) = Tim 12,(Q) - €, = jin (). (424)
r—00 dQ
wobei I'4(€2) die Rate der in Richtung 2 gestreuten Teilchen pro Raumwinkel ist, j;, die
Stromdichte der einlaufenden Teilchen und j, die Stromdichte der gestreuten Teilchen in
radialer Richtung. Diese Stromdichten erhélt man durch Anwendung von Gl. (74) auf den
einlaufenden bzw. gestreuten Teil der Wellenfunktion Gl. (415),

h hk
jin = Elm Wf (k r)V@Z)m(k I‘)]

) _h . 0 _h f*(k,K)e * 9 f(k, k')er
1) e = 2t [y i) = 1w | PO D TR
hk | f(k,K)?
. Tk ] )| | (425)
m r
wobei letzteres fiir r — oo gilt. Vergleich mit der Definition Gl. (424) ergibt nun
do
—(Q) = |f(k, k)| 426
() = |, ) (126)

Aus der Orthonormalitétsrelation Gl. (221) folgt nun fiir den totalen Wirkungsquerschnitt
(k) = [ 4097 — 4TS o1 4 1)sin (k) (427)
o a0 2 2 S l .
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Dabei tragen fiir ein Potential der Reichweite a nur Terme mit [ < ka bei, da die Wel-
lenfunktion aufgrund der Drehimpulsbarriere h2I(I 4 1)/(2mr?) fiir r < [1(1 4 1)]/?/k
exponentiell abfallt.

Man sieht an der Definition der Legendre-Polynome, Gl. (214), leicht dafi P (1) = 1.
Vergleich von Gl. (423) mit Gl. (427) ergibt das optische Theorem,

o(k) = %Imf(k K =k), (428)

welches den Imaginérteil der Vorwiérts-Streuamplitude zum Gesamtwirkungsquerschnitt
in Beziehung setzt. Man kann dies auch allgemeiner fiir inelastische Streuung zeigen, wobei
sich o(k) in Gl (428) dann auf den Gesamtwirkungsquerschnitt, die Summe aus elasti-
schem und inelastischem Wirkungsquerschnitt, bezieht: Fiir den Fall dafl das Potential
fiir 7 > a verschwindet oder mindestens wie 1/r? abfillt ist die radiale Wellenfunktion fiir
r > a durch

Ry %(r) = % [h; (kr) + si(k) e " by (k)] (429)

gegeben, wobei hy(p) = hl(l) (p) die erste Hankelfunktion ist und die Amplitude 0 < s;(k) <
1 den nicht-absorbierten Teil der Wellenfunktion beschreibt. Unter Ausnutzung der Asym-
ptotik aus Gl. (403) fiir r — oo erhélt man

- % Z (20 + 1)(20" + 1) Pi(cos ) Py (cos ) Im {Rf <T>dljzly)}

—% So@i+1)[1- k)]

=0

wobei im letzten Ausdruck bereits {iber die Raumwinkel gemittelt wurde. Damit ist der
absorbierte Fluss

[e.9]

hk m
— 2, __ 2
T, = —/er =03 ;(m + D[ - sH(k)],
was dem inelastischen Wirkungsquerschnitt
T o
Tina (k) = 73 > @+ 1)1 - s7 (k)] (430)

=0

entspricht. Andererseits kann man I', aus Gl. (415) berechnen und erhélt neben den
Raumwinkel-Integralen von Gl. (425), von denen das erste verschwindet, einen Interfe-
renzterm, der schliefllich wieder auf Gl. (428) mit o(k) = opa(k) + os(k) fithrt. Dies
entspricht Erhaltung der Zahl der gestreuten Teilchen. Der totale elastische Wirkungs-
querschnaitt ist fiir diesen allgemeinen Fall

ga(k) = %; (20 + 1)[1 + s2(k) — 2s(k) cos 26,(k)] (431)
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13.2 Streuphasen und Streulinge
Fiir elastische Streuung, s; = 1 wird aus Gl. (429)

R7(r) = €™ [j,(kr) cos 6 (k) — ny(kr) sin 6;(k)] (432)

wobei hy(p) = hl(l)(p) die erste Hankelfunktion ist. Aus der Stetigkeit von R;(r) und Rj(r)

bei r = a folgt dann
_ knj(ka) — ay(k)ny(ka)

cot 0;(k) = — , , 433
= i) = (ko) )
wobei 1o RS
n a
k) = l 434
k) = | (134)
worin R “(r) die radiale Wellenfunktion fiir r < a darstellt. Daraus folgt auch

a;(k)h(ka) — k hj(ka)

Unter Verwendung der Asymptotik der sphérischen Bessel- und Neumann-Funktionen fiir
kleine Argumente in Gl. (433) zeigt man leicht da8

20+ 1 [ —aoy(k)

tan §;(k) ~ (20 + 1)!!]2 [+ 14 aoy(k)

(ka)* fiir k — 0 (436)

gilt, wobei (214+1)!! = 1-3-5- - (2141) ist. Dies stellt auch die Konvergenz von Streuampli-
tude Gl. (423) und Wirkungsquerschnitt Gl. (427) fiir kleine Energien sicher. Insbesondere
folgt aus Gl. (436) daBl man die Streulinge ay definieren kann als

1
llgii% k cot do(k) = % (437)
woraus fiir die Streuamplitude
a .. _
folk,X) = fo(k) ~ _ikaoo—i— - it b < ap” (438)
folgt und damit fiir den Wirkungsquerschnitt
d in? 4,
d—g( ) =~ SH;Q O~ a?, oo~dnd, (439)

was um einen Faktor 4 grofler ist als der klassische Wirkungsquerschnitt einer Kugel mit
Radius ag. Man sieht leicht dafl Gl. (439) quantenmechanischer Streuung an einer harten
Kugel mit Radius a = ag entspricht: In diesem Falle ist R;%(a) = 0 und damit nach
Gl. (434) oy(k) = oo, somit nach Gl. (433)

cot & (k) = — (440)
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Insbesondere gilt fiir s-Wellen
50(1{7) = —ka = —]{Zao, (441)

wobei letzteres aus Gl. (437) fiir £ — 0 und damit do(k) < 1 folgt. Fiir ein schwaches
anziehendes Potential (ohne Bindungszustand) ist die Streuphase positiv, da die Wellen-
funktion bildlich gesprochen zum Zentrum “hingezogen” wird (die effektive Wellenzahl k
ist grofer bei kleinen r), womit aufgrund von Gl. (437) die Streuldnge negativ ist. Fiir
ein abstoflendes Potential ist es genau umgekehrt; die Wellenfunktion wird vom Zentrum
“weggedriickt”. Ferner ist fiir einen Bindungszustand k£ = ix und somit

omE) Y2
R7%(r) o< ly(ikr), mit k = (Z2mEy) mh ) ,
womit Gl. (434)
. hj(ika)

k) =ik 442
(k) = ir hi(ika) (442)
ergibt. Daraus folgt nach Gl. (435) daBl €%*) — 1 und damit fo(k) bei k = ix = i/ag
eine Singularitdt hat. Damit ist ¢y = 1/k > 0 bei Existenz eines Bindungszustands;

insbesondere ist ay positiv und die Streuphase negativ bzw. groflier als /2. Im Grenzfall
hoher Energien folgt fiir Streuung an einer harten Kugel mit Radius a aus Gl. (440) und
der Asymptotik aus Gl. (403)

[
5i(k) = —ka + g
und man kann zeigen dafl
o(k) ~2ma® fiir ka > 1. (443)

Aufgrund von Beugungseffekten ist dies doppelt so grofl wie der klassische Streuquer-
schnitt.

13.3 Bornsche Niherung

Die Bornsche Niherung fiir den Wirkungsquerschnitt erhdlt man indem man )y (r) ~
e®T in Gl. (416) mit der ungestérten einlaufenden Welle annéhert. Die Streuamplitude
Gl. (416) wird damit zu

m
2w h?

i(k—K')-r/ m -~
By’ Ry (r) = —27Th2V(k’ —k), (444)

fkK) =
wobei V(q) die Fourier-Transformierte des Potentials ist. Fiir ein Yukawa-Potential

Vir)=g9—, (445)

mit V(q) = 4rg/(¢* + p?) folgt wegen
9 2
(K — k)? = 2k*(1 — cosf) = (Zk sin 5)
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(k = k') mit dem Streuwinkel 6 fiir den Wirkungsquerschnitt, Gl. (426),

o _ 7
ds2 [4E)sin®0/2 + h2p?/(2m)] ?

(446)

mit der kinetischen Energie Ey = k?/(2m). Fiir p = 0 beschreibt dies die Streuung an
einem Coulomb-Potential. Die Néherung ist in diesem Falle sogar exakt und ist auch
identisch mit dem klassischen Streuquerschnitt.

14 Mehrteilchensysteme, Fermionen und Bosonen
Wir betrachten den unitaren Permutationsoperator

U(P)(ry, -+, n) = 9¥(rp1, -+, TPN), (447)

der auf eine Wellenfunktion v (ry, - - -, ry) wirkt, welche N identische Teilchen beschreibt.
Jeder Operator A, der eine sinnvolle physikalische Observable beschreibt, muss mit dem
Permutationsoperator vertauschen,

[U(P), Al =0. (448)

Dies gilt insbesondere fiir den Hamilton-Operator, A = H. Die Matrixelemente eines
solchen Operators sind in den Zusténden ¢ und U(P)1) identisch,

(UP)YIAIU(P)Y) = (V|U(P)TAU(P)|¢) = (WU (P)'U(P)Aly) = (¢|Al¢) ,

womit ¢ und U(P)vy physikalisch ununterscheidbar sind. In der Natur sind nun die
vollstéandig symmetrischen und vollstédndig anti-symmetrischen Zustédnde realisiert. Die
symmetrischen Wellenfunktionen,

U(P)(ry, -+ tn) =(rpr, -+, Tpn) = (1, -+, TN), (449)

entsprechen dabei den Bosonen, wihrend die anti-symmetrischen Zusténde,

U(P)wu'lv T rN) = w<rP17 T rPN) = <_1)Sign(P)7vb<r17 T rN) ) (450)

den Fermionen entsprechen. Wegen [U(P), H] = 0 sind diese Symmetrie-Eigenschaften
zeitlich invariant. Das Spin-Statistik- Theorem besagt dabei, dafl Bosonen ganzzahligen
Spin haben, wiahrend Fermionen halbzahligen Spin besitzen.

Wir betrachten insbesondere den Fall nicht-wechselwirkender Teilchen,

N

H(ry, - o pn) = 3 h(ro, i) (451)

=1

wobei die Einteilchen-Zustdande ,(r) die Eigenzustidnde des Einteilchen-Hamiltonians
sind,

h(r, p)in(r) = entfu(r), (452)
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welche durch eine Quantenzahl n charakterisiert sind, die fiir einen drei-dimensionalen
Ortsraum im allgemeinen aus drei Komponenten besteht. Die bosonischen und fermioni-
schen N —Teilchenzustéinde werden nun durch Symmetrisierung bzw. Anti-Symmetrisierung
der Produktzusténde

N
Un(ry,orn) = [t (ro)
=1

N
H(ri;, pi)tn(ri) = Enbu(r;) mit E,= Z €n; = Z Nu(n)én (453)

gebildet, wobei wir die N—Teilchen Quantenzahl
n=(ng, -, ny) (454)
und die Besetzungszahlen
No(n) = #{i € {1,---, N},n; = n} (455)

der Ein-Teilchenzustédnde 1y, eingefiithrt haben. Der auf Eins normierte bosonische Zustand
ist damit

1/2
) = 0y ) = (M) S ) o, 50

wobei sich die Summe Y, iiber alle Permutationen erstreckt, die zu den N!/(]],, Na!)
orthonormalen Termen fithren, was auch den Normierungsfaktor begriindet. Der auf Eins
normierte fermionische Zustand ist

_ _ 1 .
{Na})™ =ty (v, oo1n) = G ;mgn(P)wnm(rl) Ynpy (TN) =
1 wm (rl) o wm (rN)
= et : ’ (457)

wnN<r1> wnN<rN)

was auch als Slater-Determinante bekannt ist.

15 Bellsche Ungleichung und verschrankte Zustinde

Der Singulettzustand gebildet aus zwei Teilchen mit Spin %, Gl. (336), spielt eine wichti-
ge Rolle im Einstein-Podolsky-Rosen (EPR) Paradoxon: Préipariert man diesen Zustand,
z.B. durch Zerfall eines Spin-0 Systems, und lasst sich die beiden Teilchen beliebig weit
entfernen, so wiirde eine Messung des Spins eines der beiden Teilchen entlang einer be-
stimmten Richtung n zu +A/2 so wiirde instantan feststehen, daf§ die Spinprojektion des
anderen Teilchens entlang der gleichen Richtung gleich Fh/2 ist, was scheinbar die Kau-
salitédt verletzt. Allerdings ergibt eine genauere Analyse dieser Situation dafl damit keine
Information {ibertragen werden kann, so dafl die Kausalitédt nicht verletzt ist.
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Man kann auch leicht zeigen dafi sich Quantenzusténde wie der Singulettzustand klassisch
nicht durch verborgene Parameter beschreiben lassen: Betrachten wir einen Detektor, der
Teilchen 1 genau dann registriert wenn die Projektion seines Spins auf eine Achse n;
positiv ist und einen zweiten Detektor, der Teilchen 2 genau dann registriert wenn die
Projektion seines Spins auf eine andere Achse n, positiv ist. Befinden sich die beiden
Teilchen im verschrdankten Singulettzustand, so sagt die Quantenmechanik voraus dafl die
relative Anzahl von Versuchsausgéngen in denen beide Detektoren ansprechen durch

1 1
Nig(ny|ny) = <0,0|§(1+01'n1)§(1+02'n2)|070>:

1 1
= (0,015 +01-m)5(1-01-1)0,0) =

= i(l —n; - ny) (458)
gegeben ist. Dabei haben wir im ersten Schritt die Projektoren auf die positiven Spin-
komponenten verwendet, im zweiten Schritt haben wir verwendet dafl der Singulettzu-
stand anti-symmetrisch unter Vertauschung von Teilchen 1 und Teilchen 2 ist, und im
dritten Schritt wurde (0,0[o1|0,0) = 0 und (o - n;)? = 1 verwendet. Wiirde sich der
Singulettzustand klassisch durch einen verborgenen Parameter, z.B. durch den Wert der
Spinprojektion von Teilchen 1 auf eine Referenzachse n,, beschreiben lassen, so miisste
gelten

Niz2(np|ny) = Ni(ng, n,|ny) + Ni(n;|n,, ny), (459)

wobei Ny (- |- --) die Wahrscheinlichkeit ist daf§ Teilchen 1 positive Spinprojektion auf die
Achsen links des Balkens und negative Spinprojektion auf die Achsen rechts des Balkens
haben. Gl. (459) gilt da negative Projektion des Spins von Teilchen 1 auf eine gegebene
Achse wegen der Antisymmetrie des Singulettzustands gleichbedeutend ist mit positiver
Projektion des Spins von Teilchen 2 auf die gleiche Achse und da die beiden Projektionen
auf n, sdmtliche Moglichkeiten ausschopfen. Analog zu Gl. (459) gilt nun

Nip(n,|ny) = Ny(ng, n,ny) + Ny (n,|ng, ny),

und damit Ni(nj, n,|ng) < Nis(n,|ny) da alle Wahrscheinlichkeiten nicht-negativ sind.
Analog ist Ni(nj|n,, ng) < Nio(ng|n,) und durch Einsetzen in Gl. (459) folgt schlielich
die Bellsche Ungleichung

Niz(n[ng) < Nig(ng|n,) + Niz(n,[ng) . (460)
Withlen wir nun die koplanaren Richtungen n; = e,, n, = e,, und n, = (e, + e,)/2/2,

so ist Nyp(niny) = 1/4, Nip(ny|n,) = Nyp(n,|ny) = (1 — 271/2)/4, was die Bellsche
Ungleichung (460) verletzt.
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