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1 Einleitung

1.1 TUbersicht

Unter den vier grundlegenden Naturkraften
e Gravitation
e Elektromagnetische Wechselwirkung
e Starke Wechselwirkung
e Schwache Wechselwirkung

nimmt die elektromagnetische Wechselwirkung eine besondere Rol-
le ein. Ursache hierfiir ist vor allem die sehr kurze Reichweite der
schwachen Wechselwirkung (107'® m) und der starken Wechselwir-
kung (107! m). Beide sind also nur im sub-atomaren Bereich rele-
vant. Im Gegensatz dazu ist die Reichweite der Gravitation und der
elektromagnetischen Wechselwirkung im Prinzip unendlich grok.
Die Gravitationskraft ist aber viel schwécher.

Elektromagnetische Wechselwirkungen sind daher fiir unsere Um-
gebung, unser tagliches Leben und technologische Entwicklung von
iiberragender Bedeutung. Mit ihr kénnen so unterschiedliche Pha-
nomene wie Reibung, chemische Bindungen, Licht oder allgemeiner
elektromagnetische Wellen und viele andere durch das gleiche Sy-
stem von Naturgesetzen vollstindig erklart werden.

Ein tiefes Verstdndnis des Elektromagnetismus ist in essentiel-
len Fragen nur auf der Grundlage der Relativitatstheorie und der
Quantenphysik mdéglich. Tatséachlich kann sogar eine rigorose Ablei-
tung des Elektromagnetismus erfolgen, wenn man eine bestimmte
Symmetrieeigenschaft elementarer Teilchen postuliertl] Da hier die
Quantenmechanik nicht vorausgesetzt werden kann, werden an den
entsprechenden Stellen die Folgerungen aus der Quantenmechanik
als Annahmen formuliert beziehungsweise aus Experimenten abge-
leitet.

Die elektromagnetische Wechselwirkung beschreibt Krafte, die
sich mit Hilfe von

e clektrischen Feldern, E
e magnetischen Feldern, B

e Teilchen mit elektrischer Ladung, ¢

!Grundlage ist die 'Phaseninvarianz’ der Quantenmechanik und darauf be-
ruhend die "Eichtheorie’ des Elektromagnetismus. Ganz dhnlich lassen sich
auch die Starke und die Schwache Wechselwirkung ableiten. Diese Ablei-
tungen werden in der Regel im Rahmen der Vorlesungen zur Teilchenphysik
behandelt.

1.1 Ubersicht



1.1 Ubersicht

beschreiben und mathematisch formulieren lassen. Diese Grofen
lassen sich nicht direkt beobachten, sie dienen vielmehr der effekti-
ven Beschreibung der Kréfte zwischen Teilchen und z.B. des Ener-
gietransports durch elektromagnetische Wellen. Im Einzelnen:

e Elektrische Ladungen erzeugen elektrische Felder.
e Bewegte elektrische Ladungen erzeugen Magnetfelderf]

e FElektrische Felder bewirken eine Kraft auf Teilchen mit elek-
trischer Ladung.

e Magnetische Felder bewirken eine Kraft auf bewegte Teilchen
mit elektrischer Ladung.

e Die Anderung elektrischer Felder fithrt zu magnetischen Fel-
dern, und umgekehrt.

Offenbar bendtigt man zur Beschreibung aller dieser Effekte nicht
Maxwell-Gleichungen nur eine Gleichung, sondern mehrere miteinander gekoppelte Glei-
chungen.
Im Anhang findet sich dazu eine Sammlung mathematischer und
physikalischer Formeln.

2Offenbar ist dies eine zu einfache Darstellung, da der Unterschied zwi-
schen bewegten und ruhenden Ladungen ja nur einem Wechsel des Be-
zugssytems entspricht. Die E und B Felder miissen also durch Lorentz-
Transformationen ineinander umgerechnet werden kénnen.
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2.1 Coulomb-Kraft und elektrische Ladung

Abb. 2.1 Durch Reiben
verschiedener Stoffe aneinan-
der verbleiben Elektronen der
Atombhiillen iiberwiegend auf
einem der Stoffe. Bernstein
heist griechisch FElektron.
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Abb. 2.2

Die Coulombsche Drehwaage,
dghnlich der Gravitationswaa-
ge von Cavendish, mit der
Coulomb das elektrostatische
Kraftgesetz ermittelte.
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2 Elektrostatik

2.1 Coulomb-Kraft und elektrische
Ladung

Im Folgenden werden zundchst Phéanomene besprochen, die statisch
sind, d.h. bei denen sich die elektrischen Ladungen nicht bewegen
und die elektrischen Felder sich zeitlich und raumlich nicht &ndern.

C::O + Glas
© | )

— Baumwolle

— Bernstein

-+ Katzenfell

Durch Reibung lassen sich auf einfache Weise elektrische Krifte
demonstrieren. Es liegt nahe den Stoffen eine physikalische Eigen-
schaft zuzuschreiben, die sich durch den Reibungsvorgang gedndert
hat. Diese Eigenschaft wird als elektrische Ladung bezeichnet. Sie
soll so definiert werden, dass die Kraft zwischen zwei beteiligten
Materialien proportional zu ihrer Ladung ist.

F~q
Da dies wechselseitig gelten muss folgt auch

F~qq

Experimentell und auch aus Symmetriegriinden folgt, dass die Kraft
nur parallel oder antiparallel zur Richtung €, zwischen den Ladun-
gen sein kann,

F ~ 4142 Er
Experimentell findet man mit hervorragender Genauigkeit, dass
der Betrag der Kraft fiir zwei Punktladungen mit dem Abstand

r= |’l_;1 - 7_:2|
quadratisch abnimmt, so dass
P %;12 g
r
Durch einfache Experimente findet man, dass sowohl anziehende
als auch abstoftende Kréfte vorkommen, die man mit positiven und
negativen Ladungen assoziiert. Ladungen mit gleichem Vorzeichen

stofen sich ab, Ladungen mit ungleichem Vorzeichen ziehen sich
an.



2.2 Das MKSA Finheitensystem
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Abb. 2.3 Holundermark Kugeln werden durch Bernstein oder Glas
aufgeladen. Gleichsinnige Ladungen stofsen sich ab und ungleichsinnige
Ladungen ziehen sich an.

a1

T12 e

£
Die Proportionalitdtskonstante hingt von der Wahl des Einhei-
tensystems fiir die elektrische Ladung ab. Im MKSA System gilt
fiir das Coulomb-Gesetz Coulomb-Gesetz

5ol g
Fo_— 1k 2.1
dmey 12 c (2.1)

€o: Elektrische Feldkonstante, Influenzkonstante (im Vakuum)

107 (2 2
- = 8,854187817... - 10712 —— 2.9
€0 47 ¢2 Ng? ’ N2 (2.2)

Dies ist keine neue Naturkonstante, sondern ergibt sich durch die

Definition des Coulomb im MKSA-System (siche GI. [2.6). Coulomb C
Einheit der elektrischen La-
Beispiel: Firg =¢=1C undr=1m ist dung
1 C2 Ns®
pe L9 07N g 0876. 100N
47mey m? m?

1 C ist diejenige Ladung, die in 1 m Abstand von einer gleich groften
Ladung mit einer Kraft von 89876 -10° N abgestoften wird.

2.2 Das MKSA Einheitensystem

In der MKSA Konvention wird nicht die Ladung (Einheit Cou-
lomb) sondern die Stromstérke (Einheit Ampere) als Grundgrofe
definiert. Wir miissen daher zur Erklarung des Einheitensystems
zwei Vorgriffe machen, zum einen auf den Zusammenhang zwischen
Stromstérke und Magnetkraft und zum anderen auf die Lichtge-
schwindigkeit.

11



2.3 Die Elementarladung

1 A
¢ LI o
Abb. 2.4

Versuch von Millikan zur
Bestimmung der Elemen-
tarladung anhand der
Sinkgeschwindigkeit von
Oltropfchen  aufgrund — von
Coulomb-Kriften, Gravitati-
on, Auftrieb und Reibung.

12

e Die Ladungsmenge ¢ = 1 Coulomb wird bei einer konstanten
Stromstérke von [ =1 A in einer Sekunde transportiert,

23

e Ein Ampere ist die Stromstérke, die im Vakuum zwischen zwei
geraden Leitern im Abstand von 1 m eine Kraft von 2- 1077
N je Meter Drahtldnge hervorruft. Wie spéter gezeigt wird,
folgt hierfiir (siehe Gleichung |4.9)

F_o o p

L 27R

Diese Definition des Ampere legt die magnetische Feldkon-
stante (Permeabilitét) fest auf

N
po = 4m - 10 7@ (2.4)

e Elektromagnetische Wellen, d.h. auch Licht, bereiten sich im
Vakuum mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ aus. Das Meter ist
definiert als die Lénge, die Licht in exakt 1 / 299 792 458
Sekunden zuriicklegt. Wie spater gezeigt wird, ergibt sich fiir
die Lichtgeschwindigkeit

1
c= 2.5
vV €oHo (25)
Damit gilt auch exakt
1 107 C?
= = 2-6
0 foc? 4mc® Ns? (26)

Der Zahlenwert ist bereits in Gl. angegeben worden.

2.3 Die Elementarladung

Die elektrische Ladung ist eine Eigenschaft elementarer Teilchen
wie z.B. der Elektronen und Quarks. Entsprechend dem Konzept
der ununterscheidbaren Teilchen in der Quantenmechanik haben
alle Elektronen exakt die gleiche Ladung. Experimentell ist dies
sehr gut bestétigt. Den Betrag dieser Ladung bezeichnet man als
Elementarladung

e =1,602176565(35) - 10720 C (2.7)

e Es gibt positive und negative Ladung. Teilchen und ihre An-
titeilchen besitzen genau entgegengesetzt gleiche Ladungen.
Theoretische wurde dies erstmals von Dirac bei der Ableitung
der relativistischen Quantenmechanik gezeigt.



2.3 Die Elementarladung

e Ladungen sind additiv. Die Gesamtladung eines Korpers ist
die Summe seiner positiven und negativen Ladungen. Ist die
Summe = 0, heifst der Korper elektrisch neutral. Da die La-
dung iiber die Coulomb-Kraft gemessen wird, entspricht dies
dem Superpositionsprinzip fiir Kréfte, d.h. die elektrischen
Felder zweier Ladungen addieren sich ebenfalls ohne sich ge-
genseitig zu beinflussenf]

e Aus historischen Griinden ist die Ladung des Elektrons als
negatives der Elementarladung definiert,

qe = —1le

e Die stabile Materie ist aufgebaut aus u-Quarks, d-Quarks und Teilchen Ladung

Elektrone -le

2
up-Quark u  +3e

down-Quark d 1ie

Elektronen. Die Atomkerne bestehen aus Protonen und Neu-
tronen. Diese setzen sich aus je 3 Quarks zusammen.

Protonp 1le
Quarks: u U d = Proton x Neutronn Oe
Ladungen: +§e +§e —%e =le
Quarks: w d d = Neutron
Ladungen: +§e —%e —%e =0e

Es ist nicht bekannt, warum die Ladung der Quarks exakt
—-1/3e oder +2/3e, also ein rationales Vielfaches der Ladung
der Elektronen, sein sollte. Damit ist auch nicht klar, warum
Neutronen elektrisch neutral sind und warum die Ladung der
Protonen exakt entgegengesetzt gleich der Ladung der Elek-
tronen sein sollte (siehe aber “Grand Unified Theories”). Expe-
rimentell findet man fiir die Summe der Ladungen von Proton
+ Elektron

lgp + qel < 1072 e

Im Folgenden wird postuliert, dass die Ladungen von Elek-
tronen und Protonen betragsmafig exakt gleich sind.

e Atome bestehen aus Protonen im positiv geladenen Kern, an
den durch die elektrische Anziehungskraft eine Hiille von ne-
gativ geladenen Elektronen gebunden ist. Atome sind elek-
trisch neutral.

e Die Summe der elektrischen Ladungen ist in allen Prozessen
erhalten. Man kann zwar elektrisch geladene Teilchen neu er-
zeugen oder vernichten, aber nur so, dass die Ladung erhalten
bleibt. Theoretisch lésst sich auch die Ladungserhaltung aus
dem Prinzip der Eichinvarianz ableiten.

3Dies ist nicht selbsverstiindlich, kann aber fiir den Elektromagnetismus exakt
gezeigt werden (Abel’sche Eichtheorie des Elektromagnetismus). Fiir die
starke und schwache Wechselwirkung gelten andere Gesetze.

13



2.4 Das FElektrische Feld

=1
b

Abb. 2.6
Richtung des elektrischen Fel-
des.
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Abb. 2.5 Proton-Proton-Kollision im CMS Experiment am Large Ha-
dron Collider. Gezeigt ist die Krimmung im Magnetfeld von neu pro-
duzierten positiv und negativ geladenen Teilchen, die aus Quarks beste-
hen. Die Summe aus positiven und negativen Ladungen bleibt auch bei
hochsten Energien in Prozessen der elektromagnetischen, starken und
schwachen Wechselwirkung erhalten.

2.4 Das Elektrische Feld

Die Coulomb-Kraft lasst sich auch so interpretieren, dass eine der
beiden elektrischen Punktladungen im Coulomb-Gesetz (hier: ¢;)
am Ort 7, ein elektrisches Feld E(7) im Raum erzeugt. Dieses elek-
trische Feld iibt dann auf eine (Probe-) Ladung ¢’ am Ort 7 die
Kraft

F=q - E(F)

aus. Das elektrische Feld einer Punktladung am Ort 7 ist damit

7 1 qQ1
E(if)s——"——¢6, 2.8
(T) 477'60 (77—771)2 c ( )
mit L
- r—m
€r = 15—
|7 — 7]

Fiir eine positive Ladung ¢; zeigt der elektrische Feldvektor von der
Ladung weg. Das E- Feld lisst sich durch Feldlinien darstellen. Sie
verlaufen in jedem Raumpunkt in Richtung des Feldes. Thre Dichte
ist ein Mafs fiir die Stérke des elektrischen Feldes.

Das elektrische Feld hat Bedeutung weit iiber die Coulomb-Kraft
hinaus. Es kann selber Energie tragen und ist damit zusatzlich zu
den geladenen Teilchen ein dynamischer Freiheitsgrad elektrischer
Systeme. Es kann auch ohne Ladungen durch Anderungen von Ma-
gnetfeldern erzeugt werden. Auch umgekehrt gilt, dass Anderungen
elektrischer Felder Magnetfelder erzeugen.



2.5 Elektrisches Potential und Spannung

2.5 Elektrisches Potential und Span-
nung

Die potentielle Energie einer Probeladung ¢’ am Ort 7 in einem
festen elektrischen Feld E(7) ist aufgrund der Coulomb-Kraft

Epot(f):—[ F-d§:—q’[ Eds
To To

Hierbei ist 7y ein beliebig wéhlbarer Bezugspunkt. Physikalische
Bedeutung hat nur die Differenz der potentiellen Energien an zwei
Orten 7; und 75, da sie unabhéngig vom Bezugspunkt 7 ist,

Epot(Fg)—Epot(F1)=—q'/2Ed§+q’f 1Ed§=—q’/ *Bds
7 7o 71

0

Wir definieren das elektrische Potential ¢(7) durch elektrisches Potential ¢
Epot(,ﬁ) = q, (IO(F) (29)
so dass
p(i)=- | Eds (2.10)
70

Die Umkehrung dieser Beziehung mit Hilfe des Gradienten lautet

—

E=-Vy (2.11)

Das Potential ist also ein skalares Feld. Es ist unabhéngig von der
Probeladung ¢’. Aus ihm l&dsst sich leicht das E-Feld berechnen.
Potentialdifferenzen werden als Spannung bezeichnet, also Spannung U

U = o(2) - p(71) (2.12)

Die Einheit des Potentials und der Spannung ist das Volt (V)

~ ~J  kgm?
[QO]_[U]_C_ ASS _1V

Fiir das elektrische Feld ist damit eine praktische Einheit

V. N

[E]= m C

Beispiel 1: Durchlduft ein Teilchen mit einer Elementarladung

(¢" = le) eine Potentialdifferenz von U = 1 Volt, so éndert sich

seine potentielle Energie und seine kinetische Energie (je nach Be-

wegungsrichtung) um ¢’U = le - 1V. Diese Energieeinheit wird als

ein eV bezeichnet und betréigt Elektronvolt eV

leV=1,602-1070] (2.13)

Chemische Bindungsenergien zwischen Atomen in einem Molekiil
liegen typisch im Bereich E =1 eV, die Masse des Elektrons betragt
E. =m.c? = 511000 eV, die des Protons E, = m,c? = 938000000 €V.

15



2.6 Influenz und Metalle

Abb. 2.7
Ebenen konstanten Potentials
um eine Punktladung.

|

Frrrenn 0t

P4t 4t914444

Abb. 2.8
Metall in einem &ulleren FE-

Feld
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Beispiel 2: Wir betrachten eine Punktladung ¢, die am Ursprung
(7 = 0) festgehalten wird. Im Feld E dieser Ladung wird eine Pro-
beladung ¢’ aus unendlich grofser Entfernung auf die Ladung ¢ zu-
bewegt. Fiir eine Punktladung wahlt man als Bezugspunkt ry = oo
und legt die potentielle Energie dort per Konvention fest zu

Epot(TO =00) =0, @(rg=100)=0

Haben beide Ladungen das gleiche Vorzeichen so stofsen sich die La-
dungen ab. Gegen diese Kraft muss Arbeit verrichtet werden, dem
System wird also potentielle Energie zugefiihrt. Fiir ein Zentralfeld
E gilt

Eds=Eé. ds=Edr

so dass die potentielle Energie nur vom Abstand r vom Urprung
abhéngt, ¢ = ¢(r). Damit erzeugt das E-Feld eine konservative
Kraft, das Integral ist unabhéngig vom Weg.

r r ]_ q 1 q r
- [ Ed =—]‘ Ly =4
() ./oo " o 4meg T2 " deg 7o

und damit

1 q
= .= 2.14
() deg T ( )

Das Potential ist nur vom Betrag von r abhéangig. Damit sind Fla-
chen gleichen Potentials (Aquipotentialflichen) Kugelflichen um
die Punktladung und immer senkrecht zu den Feldlinien. Aquipo-
tentialflichen mit (7) = const stehen senkrecht auf dem E-Feld, da
eine Ladung bei einer Bewegung senkrecht zum E-Feld keine Arbeit
verrichtet. Da ¢ nur von r abhéngt gilt fiir eine Punktladung

—

E=-Vo(r) = —(8,0)é.

Der Gradient von ¢ steht senkrecht auf den Aquipotentialfliichen
p = const.

2.6 Influenz und Metalle

Metalle zeichnen sich durch Kristallstrukturen aus, die aus positv
geladenen Atomriimpfen bestehen, wihrend Valenzelektronen iiber
das ganze Gitter verteilt sind und nicht mehr an ein einzelnes Atom
gebunden sind. Diese frei beweglichen Elektronen liegen in hoher
Zahl vor und konnen ihre Position durch duRere E-Felder leicht &n-
dern. Metalle sind daher sehr gute elektrische Leiter. Bringt man
einen Leiter in ein stationéres elektrisches Feld, so bewegen sich so
lange Ladungen auf die Oberfliche zu, bis die dadurch aufgebaute
Oberflichenladung das dufere Feld im Innern kompensiert. Diese
Verschiebung der Elektronen erfolgt sehr schnell und endet, wenn
sich durch die Ladung der Elektronen und Atomriimpfe ein Gegen-
feld aufgebaut hat, das das dufsere Feld kompensiert. Fiir statische
E-Felder gilt daher sobald sich ein Gleichgewicht eingestellt hat:



2.6 Influenz und Metalle

e Das gesamte F-Feld im Innern eines Metalls ist Null, denn
E # 0 wiirde zu einer weiteren Verschiebung der Leitungs-
elektronen fithren.

e Das F-Feld steht senkrecht auf der Oberfliche des Metalls,
denn jede Tangentialkomponente fiihrt zu einer weiteren Ver-
schiebung der Elektronen parallel zur Oberflache.

e Das Potential im Innern des Metalls ist damit konstant, die
Oberflache eines Metalls also eine Aquipotentialfiiche, ¢ =
const.

Diese Verschiebung der Elektronen durch ein &duferes E-Feld nennt
man Influenz. Sie fithrt auch dazu, dass ein elektrisch neutrales  Influenz
Metall von einem &ufseren Feld angezogen wird, siehe Fig.

Beispiel: Trennung von Ladungen
In einem Feld F wird eine Leiterplatte von einer anderen getrennt.
Danach tragen beide Platten entgegengesetzt gleiche Ladungen.

4 .
L R o
] I3 @)
i['MF Jl T+ + ¥ Cr+++

\ '

@ E ® g G)
Abb. 2.9 Trennung zweier Leiterplatten in einem &dufseren Feld

Spiegelladung Wir betrachten eine Ladung vor einer insgesamt
ungeladenen Matallplatte. Die influenzierte Ladung in der Platte
andert das E-Feld aufserhalb des Leiters, so dass die Feldlinien senk-
recht auf der Metalloberfliche stehen. Das enstehende Gesamtfeld
entspricht dem eines Feldes, das eine Spiegelladung mit entgegen-
gesetztem Vorzeichen auf der anderen Seite der Metalloberfliche
erzeugen wiirde. Das F-Feld einer Punktladung im Abstand a vor
einer ebenen Leiterfliche laft sich durch eine Spiegelladung im glei- 441 9 19
chen Abstand hinter der Leiterfliche darstellen.

Feld einer Ladung vor ei-
ner Metallfliche mit Spiegella-
Faraday’scher Kafig Ist ein Hohlraum von einem Leiter umgeben,  dung

so schirmt die influ-enzierte Ladung ein &ufseres E-Feld komplett
ab. Der feldfreie Innenraum wird Faraday’scher Kéfig genannt. Dies
macht man sich auch beim Van de Graaf Generator zunutze. Hier-
bei rotiert ein Band iiber zwei Rollen. Es wird mit Ladungen (aus
einer Spannungsquelle) bespriiht, die dann im Innern einer metalli-
schen Hohlkugel auf die Kugel abgeleitet werden. Da im Innern der
Kugel (fast) kein Feld ist, kénnen immer weiter Ladungen nachge-
fithrt werden. Die Ladungen stofien sich gegenseitig ab und fliefen
daher auf die duftere Oberflache der Kugel. Dort baut sich eine ho-
he Oberflichenladung und Spannung auf. Diese hingt nur von der
Isolation der Kugel und der Luftfeuchtigkeit ab und betrégt oft bis
zu 100 kV. Abb. 2.11

Van de Graaf Generator

17



2.7 Ladungsverteilungen

Raumladungsdichte p

Flachenladungsdichte o
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2.7 Ladungsverteilungen

2.7.1 Superpositionsprinzip

Experimentell findet man, dass sich die Coulomb-Kraft mehrerer
Ladungen ¢; addieren lasst, so dass fiir eine Probeladung ¢’ gilt

= = 1 qq . 1 7q@ .
F, es — E = = = €o1 t+ = — €t ...
g ZZ: dmeq (7o —71)? 01 dreq (Fo —To)? 02

mit éy; als Einheitsvektor mit Richtung von ¢; nach ¢’. Da F li-
near von F abhangt, folgt fiir elektrische Felder und auch fiir das
Potential allgemein

Eges = ZEw Pges = Z i (2.15)

Ahnliche Gleichungen gelten auch fiir Magnetfelder und die dazu-
gehorigen Potentiale. Diese Superpositionsgesetze fiir Kréfte und
Felder scheinen trivial. Sie hédngen aber kritisch davon ab, dass in
den Gleichungen des Elektromagnetismus alle Felder nur linear auf-
tauchen. Tatséchlich ist dies fiir die Maxwell-Gleichungen gegeben.
Diese Linearitét ist gleichbedeutend mit der Aussage, dass die Fel-
der sich gegenseitig nicht stéren oder beeinflussen (Licht wechsel-
wirkt nicht mit sich selber). Fiir die schwache und starke Wechsel-
wirkung gilt das nicht. Die entsprechenden Felder reagieren mitein-
ander, so dass auch das Superpositionsgesetz fiir diese Wechselwir-
kungen nicht im obigen Sinn gilt.

Das Superpositionsgesetz fiir den Elektromagnetismus bedeutet,
dass sich die Felder fiir Ladungsverteilungen leicht wie oben gezeigt
(als Summen) berechnen lassen.

Da die Elementarladung sehr klein ist und héufig sehr viele Elek-
tronen oder Protonen betrachtet werden, macht es Sinn, auch (In-
tegrale {iber) kontinuierliche Ladungsverteilungen zu betrachten.
Hierzu definiert man die Raumladungsdichte

o(7) = AA—g, fir AV >0 (2.16)

Damit ist die Gesamtladung ¢ in einem Volumen V' gegeben durch

q= fff@dv (2.17)

Analog ist die Flachenladungsdichte o z.B. an der Oberfliche eines
Leiters definiert durch

o Ag
RV

Die Gesamtladung ¢ auf einer Flache A ist dann

q:/]adA

fir AA -0



2.7.2 Elektrischer Dipol in einem aufse-
ren Feld

Ein Dipol ist eine Anordnung von zwei entgegengesetzt gleichen
Ladungen +q, die sich im Abstand @ # 0 befinden. a zeigt von der
negativen zur positiven Ladung. Das elektrische Dipolmoment p ist

definiert durch
(2.18)

In einem homogenen adufieren F-Feld wirkt auf den Dipol ins-
gesamt keine Kraft,

F=F.+F =¢q-E-q-E=0 (2.19)

M:foﬁ=gxﬁ++7xﬁ_=q ixE (2.20)
und daher
M=pxE (2.21)

Die potentielle Energie des Dipols im homogenen FE-Feld ist

Epor = qutps+q-tp- = qps — qip- (2.22)
- —q[ﬂEd§+q[ﬂEd§=—q/r?+Ed§ (2.23)
= 4B f " 45 = —qBa (2.24)
oder
Epu=—p-E (2.25)

Der Dipol dreht sich also im FE-Feld so, dass p in Richtung des
E-Feldes zeigt. Er ist im Gleichgewicht, wenn er parallel zum Feld
steht, denn dann ist die potentielle Energie minimal.

In einem inhomogenen FE-Feld ist die gesamte Kraft auf den
Dipol

Foq (Bu-F)+0
Fiir einen im E-Feld ausgerichteten Dipol wird der Dipol also ins-
gesamt in die Richtung gezogen, in der das E-Feld stirker wird.

2.7.3 Das Potential eines Dipols
Durch Uberlagerung der Einzelpotentiale im Punkt R ergibt sich

1 _(q q)_ q  T2-T

dmeg \r1 19 dmeg 1T1°T9

2

2.7 Ladungsverteilungen

Abb. 2.12
Dipol in einem homogenen FE-
Feld

Abb. 2.13
Elektrischer Dipol
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Ladungen Ladungen
entgegengesetzt gleich gleich

Abb. 2.14 Elektrisches Feld eines Dipols (links) und von zwei gleich
groken Ladungen (rechts).

Héaufig reicht es in erster Ndherung, das Feld in grofer Entfernung
r > a vom Dipol zu berechnen. Hierfiir gilt

9 —1T1 ~a cos riry ~ T2
so dass
. q acost p cosl
Prern = 47eq r2 dwey 12
1 p-7
=—- 2.26
Plern dmeg 13 (226)

Weggelassen sind Terme, die starker abfallen als r=2. Das Potential
eines Dipols fallt also mit =2 ab, das Potential einer Punktladung
dagegen mit r~1.

Die elektrische Feldstirke eines Dipols (in Fernfeld Néherung)
ergibt sich aus

Efern ==V P fern

Die x-Komponente lautet

0 1 0 [pzx+ +D.
Efern:r = __90 == ‘o P2 TRWTE 3Z (227>
’ ox dreq Ox (22 + 92 + 22)2
1 3xp-7 pm)
= . - 228
47eq ( 7o r3 ( )
so dass insgesamt
o 1 3p-7. P )
Eep=—- - = 2.29
f 47eg ( rd " r3 ( )

Die radiale und die transversale Feld-Komponente ergeben sich aus
der Darstellung des V -Operators in Kugelkoordinaten (siche For-
melsammlung)

dp  pcosb 10p psinf
bl Ey=--2C =

r o0  Ameyrd

" or 2mwegr?

Die Kompenente F, ist aus Symmetriegriinden gleich Null.
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2.7.4 Flachenladungen, Kondensator und
Kapazitat i
=AY

Die Flachenladungsdichte o einer unendlich ausgedehnten Metall-
fldche sei konstant. Berechnet werden soll das E-Feld im Punkt P

mit Abstand z von der Platte. Fiir einen schmalen Kreisring (wie o
in Abb. gezeigt) mit Ladung dg =0 -dA = o -27mr - dr ist R

Ecosd. Up

P

dE(z,r) = cosfé, = —— —¢é, (2.30)

Aus Symmetriegriinden wird das E-Feld nur in z-Richtung zeigen.
Der Faktor cosf = z/R sichert, dass von jedem Teil des Kreisrings 0
nur die E-Feld Komponente in z-Richtung benutzt wird. Hierbei
ist R(r) der Abstand des Kreisrings von P. Das Integral tiber die
ganze Fliche von 7 = 0 bis r = co kann wegen R? = 22 +7? und damit 14 o4 5
rdr = RdR umgerechnet werden in

E-Feld iiber einer geladenen

reoco reo g rdr z Metallplatte.
E = f dE(z, =f — —Zg¢, 2.31
r=0 (Z T) r=0 260 R? Re ( )
R=eo g RdR z oz R=co R
= — —€,=—§¢, — 2.32
-/R:z 260 R? Re 260 c ./R:z R? ( )
und damit
E="¢, (2.33)
260

Da die Flache unendlich ausgedehnt sein soll, ist das Ergebnis un-
abhéngig von z; das Feld ist iiberall im Raum gleich (homogen).

Plattenkondensatoren bestehen im einfachsten Fall aus zwei par-
allelen Metallplatten im Abstand d. Werden die Platten mit entge-
gengesetzt gleicher Ladungsdichte +o aufgeladen, so addieren sich
im Raum zwischen den Platten die E-Felder vektoriell, E = E, +E._,

Feld eines Plattenkon-
o

E="¢ (2.34) densators
€0

wobei E von der positiv geladenen zur negativ geladenen Platte
zeigt. Die Spannung zwischen der + und — Platte ist dann

U=g0+—gp_=—f?+E’d§+fFE‘d§=—fF+Ed§ (2.35)

0 0

(2.36)

Auch fiir endlich grofe Platten mit Radius r wird obige Rechnung
giiltig bleiben, solange der Abstand viel kleiner als die Ausdehnung
r der Platten ist, d < r. Fiir eine Plattenfliche A erhélt man als
Gesamtladung ¢ = 0 - A und damit

1d
U=="4q (2.37)

€0
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Kapazitat
*3
L Gn ﬁ‘_a
. T\b--
n
* . ® ﬁ_
e s
0/
%
Abb. 2.17
Multipolentwicklung

Abb. 2.18
Dipol-Moment eines HoO Mo-
lekiils.
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Die Kapazitat einer Anordnung aus Leitern wird allgemein definiert
als

q
C=—= 2.38
U ( )

und gibt an, wieviel Ladung bei gegebener Spannung gespeichert
ist. Im Fall des Plattenkondensators ist also

C= €0 % (239)

Kapazitiaten werden oft in der Einheit 'Farad’ angegeben, wobei
1F=1C]V ist.

Die Homogenitédt des Feldes in einem Plattenkondensator lasst
sich z.B. mit der Braun’schen Roéhre zeigen, bei der ein Strahl von
Elektronen in den Kondensator gelenkt wird. Bei konstanter Kraft
ergibt sich eine Parabelbahn.

Abb. 2.16 Ablenkung eines Elektronen-Strahls in einer Braun’schen
Rohre

2.7.5 Raumladungen und Multipole

Fiir mehrere Ladungen an beliebigen Positionen im Raum oder ei-
ne beliebige Raumladungsdichte reicht es nicht mehr aus, nur die
Gesamt-Ladung oder das Dipolmoment zu betrachten. Da wir be-
reits gesehen haben, dass das Coulomb-Potential fiir

e cine Punktladung ~ R~!
e cinen Dipol im Fernfeld ~ R~2

mit dem Abstand R abfillt, bietet es sich an, fiir den allgemeinen
Fall das Potential als eine Reihenentwicklung in Potenzen von R™"
zu beschreiben, die sogenannte Multipolentwicklung. Die einzelnen
Terme nennt man Monopol, Dipol, Quadrupol, Sextupol etc.. Die
Multipol-Naherung ist nur gut fiir Absténde, die sehr viel grofier
sind als die Abstdnde der Ladungen untereinander.

Bei mehreren diskreten Ladungen ¢, qs ....q, mit den Koordina-
ten 71, 75 ....r,, ergibt sich das

e Monopolmoment (die Gesamt-Ladung) zu ¢ =¥, ¢;
e Dipolmoment zu
ﬁqufl +QQ’f”2....+qn7jn = Zqu; (240)

wobei Y, ¢; = 0 sein muss.



2.8 Gaufi’scher Satz

Fiir den kontinuierlichen Fall mit der Ladungsdichte o(7) definiert
man entsprechend

e Monopolmoment:

q=ff odV
ﬁ:ff o7 dV

e Quadrupolmoment: (analog fiir Qyy, @z, Quz, Qyz)

Que = [[[ oatav Q= [[[ oxyav

Das Potential ¢(R) am Ort R = (X,Y,Z) ist dann gegeben durch

e Dipolmoment:

PR
e = G
1 1
+2R5 (Q$$(3X2_R2)++Qxy6XY+) +ﬁ ......

2.8 Gauld’scher Satz

2.8.1 Integrale und Differentielle Form

Nach dem Coulomb-Gesetz und dem Superpositionsprinzip lasst

sich das Feld einer Ladungsverteilung aus der Addition der Felder

aller Ladungen berechnen. Eine dazu dquivalente aber oft einfachere

Formulierung ist der Gauft’sche Satz der Elektrostatik. Er besagt,

dass der Fluls & des elektrischen Feldes durch eine geschlossene

Oberflache A proportional zur gesamten eingeschlossenen Ladung

q ist, 1. Maxwell’sche Formel
in integraler Form

@:#Edﬁ:i (2.41)
A €0

Dabei ist die Ladung innerhalb A im Volumen V'

q= f[VQdV (2.42)

Dies ist die erste Maxwell’sche Formel in integraler Form. Die Ober-
fliche A kann beliebig geformt sein. Der Flichenvektor dA zeigt
iiberall nach aufsen. Ladungen aufserhalb der Oberflache tragen
nicht bei (obwohl ihre Felder natiirlich auch die Oberflache durch-
dringen).

Unter Benutzung des Gaufi’schen Integralsatzes der Mathematik
(siche Formelsammlung in Abschnitt |A]) folgt

f[v(vE) dV=ﬁ4Edﬁ=%:% /]VQdV (2.43)
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1. Maxwell’sche Formel
in differentieller Form

Poisson-Gleichung und
Laplace-Gleichung

24

Da diese Gleichung auch fiir beliebig kleine Volumen gilt, folgt
durch Vergleich der Integranden die differentielle Form der 1. Max-
well’schen Gleichung. Feld und Dichte sind hierbei am gleichen Ort
auszuwerten.

vE=2 (2.44)

€0

Unter Verwendung von Gleichung m, E = -V, folgt die Poisson-
Gleichung fiir das Potential,

Ap=-2 (2.45)
€o

Von Interesse ist haufig auch die Losung fiir das Potential in
raumlichen Bereichen ohne Ladung, in denen daher die sogenannte
Laplace-Gleichung gilt,

Ap=0 (2.46)

2.8.2 Begriindung des Gaufi’schen Satzes

Wir betrachten zunéchst eine Punktladung ¢ bei 7 = 0 mit dem
Coulomb-Feld wie in Gleichung[2.8] Die Fliche soll eine Kugelflache
A mit dieser Ladung im Zentrum sein.

Eine anschauliche Begriindung ergibt sich aus dem Bild der Feld-
linien. Die Feldstdarke E entspricht der Dichte der Feldlinien, der
Fluf ¢ ist dann einfach die Anzahl der Feldlinien, die die Fliache
durchqueren. Offenbar durchqueren immer alle Feldlinien der von A
komplett eingeschlossenen Ladung die Flache A, egal wie A geformt
ist. Es macht Sinn, dass die Anzahl der Feldlinien einer Ladung pro-
portional zur Ladung sein soll.

Quantitativer ist fiir eine Kugelfliche A um eine Punktladung im
Ursprung ein Flichenelement dA = €, - dA. Da auch das Feld aus
Symmetriegriinden radial nach aufien zeigt, E = E - é,, folgt

E-dA=E-dA

Da E aus Symmetriegriinden nur von r und nicht von 6 und ¢
abhéngt, folgt mit dem Coulomb-Gesetz

L 1
# EdA-E dA=Edm? = — Lym2 = 4 (2.47)
Kugel Kugel

Fiir diese Wahl der Flache sind also Coulomb-Gesetz und Gaufs’scher
Satz dquivalent. Die Abhéangigkeiten vom Abstand heben sich fiir
das Feld (~772) und der Kugelflache (~ r?) gegenseitig auf, so dass
die Grofe der Fliache oder des eingeschlossenen Volumens offenbar
keine Rolle spielt.

Um anders geformte Flachen zu diskutieren, drehen wir das Fla-
chenelement dA um einen Winkel o und vergrofern es gleichzeitig
um einen Faktor 1/cosa, so dass es den gleichen Raumwinkel ab-
deckt, dA; = dA/ cosa. Der entsprechende Fluf durch das neue
Flachenelement A; bleibt unverindert, denn

d®, = E-dA, = E-dA, cosa = E -dA = dd
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Es kommt also nur auf die Abdeckung des ganzen Raumwinkels
an. Man kann also die Kugel verschieben oder die Ladung in der
Kugel verschieben oder die Form der Integrationsfliche ganz anders
wahlen, ohne dass sich der Fluft dndert.

Nach dem Superpositionsgesetz addieren sich die Felder aller La-
dungen innerhalb der Fliache. Da im Gaufs’schen Satz sowohl das
Feld als auch die Ladungen linear auftreten, kann man die entspre-
chenden Gleichungen fiir alle Ladungen innerhalb der Fléche ein-
fach addieren, der Gauls’sche Satz gilt also fiir die Gesamtladung
innerhalb der Flache, egal wie sie dort verteilt ist.

Ladungen aufserhalb der Fldche A tragen nicht bei, denn ihre
Feldvektoren durchdringen die Flache erst von aufsen und dann von
innen. Da der Fliachenvektor immer nach aufen zeigt, gibt es also
negative und positive Beitrage zum Integral, die sich gegenseitig
aufheben.

2.8.3 Anwendung des Gauli’schen Satzes

Bei beliebigen Ladungsverteilungen lisst sich das E-Feld am Be-
sten durch Integration der Ladungsdichte mit dem Coulomb-Gesetz
berechnen. Hingegen ist fiir Ladungsverteilungen, die Symmetrien
aufweisen, die Anwendung des Gauf’schen Satzes viel einfacher.
Dies konnen vor allem ebene Symmetrien, Zylindersymmetrien oder
Kugelsymmetrien sein.

Punktladung, Hohlkugel und Vollkugel

Zur Berechnung des E-Feldes aukerhalb einer Vollkugel oder Hohl-
kugel mit Gesamt-Ladung ¢, Radius R betrachtet man als Integra-
tionsfliche eine zentrierte Kugeloberfliche mit Radius » > R.  Aus
Symmetriegriinden ist E(r) = E(r) €, , so dass mit dA = &, dA folgt:

Abb. 2.19
Flachen zur Integration fiir

o = ﬂ E(r)dA = E(r) 4mr? das Feld von Kugeln.
A

Da beim Gauf’schen Satz nur die eingeschlossene Gesamt-Ladung,
nicht aber deren rdumliche Verteilung, eine Rolle spielt, folgt das
gleiche Feld wie fiir eine Punktladung gleicher Grofe in der Mitte
dieser Kugeln, also einfach das Coulomb-Gesetz fiir eine entspre- E
chende Punktladung q.

Eq,Kugel,r>R = Eq,Punkt = ﬁeo % Er (248) . ,
Zur Berechnung des E-Feldes im Innern einer homogen gelade-  Apb. 2.20
nen Vollkugel mit Ladung ¢ und Ladungsdichte o = ¢/ (§WR3) be-  Feld im Innern einer homogen
trachtet man als Integrationsfliche eine zentrierte Kugeloberfliche  geladenen Kugel.
mit Radius r < R. Nur die eingeschlossene Ladung ¢,.r darf beim
Gauk’schen Satz berticksichtigt werden,

4 73

Grer = 0=TT° = ¢

. i (2.49)
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s
Abb. 2.21

Integration fiir eine geladene
Ebene.

Abb. 2.22
Integration fiir einen gelade-
nen Draht.
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so dass

7~ 1 dr<R - 1 ro_
) ugel, r = - Cr = =2 Er 2.50
@ Kugel,r<R Amey 12 c 4Teg 4 R3 c ( )

Das Feld steigt also im Innern einer homogen geladenen Kugel linear
an. Im Zentrum ist das Feld aus Symmetriegriinden Null.

Bei einer homogen geladenen Kugelschale ist das Feld im Innern
iiberall gleich Null, denn die von einer kugelférmigen Integrations-
fliche im Innern eingeschlossene Ladung ist Null.

Feld einer homogen geladenen, ebenen Oberfliche

Wie in Abschnitt betrachten wir eine ausgedehnte Ebene mit
Flachenladung o. Als Integrationfliche A fiir den Gauk’schen Satz
wahlen wir die Oberflache eines Zylinders, dessen ebene Fléchen
knapp oberhalb (Flache A;) und unterhalb (As) der Ladungsebene
liegen. Die eingeschlossene Ladung ist dann ¢ = o A;. Fiir eine aus-
gedehnte Ladungsebene ist aus Symmetriegriinden das Feld E; und
EQ homogen und senkrecht zur Ladungsebene, so dass ®; = E’lﬁl =
E1 Ay ist. Aus Symmetriegriinden ist ®; = ®5. Auf dem Zylinder-
mantel (Fliache Aj) ist E5 1 dAs. Aus dem GauR’schen Satz folgt
dann

q 0O Ay

®=@1+¢2+@3:2®1:2E1A1=—— (251)
€0 €0

Dies stimmt mit dem Ergebnis aus der viel komplizierteren Inte-
gration von Gleichung [2.33] iiberein,

B =Ze, (2.52)

260

Da Eg 1 dzzlg kann man den Zylinder beliebig hoch machen (A3
beliebig grof), ohne dass sich der Fluf &ndert. Damit gilt auch, dass
das Feld Ei, E5 unabhéngig vom Abstand von der Ladungsflache
und damit homogen ist.

Feld eines geladenen Drahtes

Wir betrachten einen unendlich langen Draht mit Ladung/Lange=A\.
Als Integrationsflache wihlen wir aus Symmetriegriinden einen Zy-
linder mit Radius R und Hohe z, der den Draht zentrisch um-
schliesst. Die Ladung innerhalb der Flache ist dann ¢ = A L. In
Zylinderkoordinaten R, ¢, z ist das Feld aus Symmetriegriinden ra-
dial, E = Eég, so dass nur der Zylindermantel zum Fluf beitrégt,

- # Bdd = B(r)orRs = 22 (2.53)
€0
und damit
- A
E = e 2.54
(F) 2reg R ‘R (2.54)

Ladungsdichte in Metallen

Im Abschnitt ergab sich fiir den elektrostatischen Fall, dass im
Innern eines Metalls E = 0 gilt. Aus der differentiellen Form des
GauR’schen Satzes VE = p folgt dann als neues Ergebnis, dass die
Ladungsdichte innerhalb von Metallen g = 0 ist.



2.9 Energie des E-Feldes

Ein Plattenkondensator sei mit der Ladung +q aufgeladen, so dass
die Platten sich gegenseitig anziehen. Bei der Erhéhung des Plat-
tenabstandes um d mufs daher am System Arbeit verrichtet werden.
Da die Feldstéarke zwischen den Platten unabhéngig vom Platten-
abstand ist besteht also die einzige Anderung darin, dass in einem
zustzlichen Volumen V = A - d ein elektrisches Feld E aufgebaut
wird. Die Arbeit wird also vollsténdig in die Energie dieses Feldes
transferiert. Die Kraft F auf die positiv geladene Platte im Feld E_
der negativ geladenen Platte ist

F=qFE.
Da nach Gleichung und Abbildung

E--L &  E-_E. E=2E
26014

folgt auch
. 1
F=-2¢,AE? ¢, = —56014 E?%é,

Die im Feld des Kondensators gespeicherte Arbeit ist dann
z+d 1
W= - f Fdi = SenAd B (2.55)

Mit der Definition der Kapazitdt aus Gleichung 2.38 und U = Ed
zeigt sich, dass die gespeicherte Energie proportional zur Kapazitét
des Kondensators ist,

W= %CUQ (2.56)

Die im Volumen V = Ad gespeicherte Energiedichte ist dann

w 1
w = V = 560 E2 (257>

Diese Gleichung gilt ganz allgemein, also auch fiir inhomogene F-
Felder.

Alternativ kann man die Energie in einem Kondensator auch her-
leiten, indem man kleine Ladungsmengen von einer Platte zur an-
deren bringt, gegen die sich langsam durch die schon verschobene
Ladungsmenge aufbauende Potentialdifferenz. Viel allgemeiner gilt
jedoch fiir beliebige Anordnungen, dass man zur Verschiebung einer
kleinen Ladungsmenge dq um eine Potentialdiffferenz U = &4 — &,
die Arbeit

1
dW:qu:Eqdq

aufbringen muss, wobei die Potentialdifferenz U fiir jede schon trans-
ferierte Ladungsmende ¢ durch C' = ¢/U gegeben ist. Integration
ergibt dann wieder Gleichung [2.56]

_ 1 R TR e
W—de—O[qu—2Oq - 5CU

2.9 Energie des E-Feldes

Abb. 2.23

Kraft zwischen zwei Konden-

satorplatten
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2.10 Dielektrika

Abb. 2.24
Orientierung elementarer Di-
pole in einem &uferen Feld.

Leiter JJI”

Hi~

Gaufische L[

T=+ O

.

frei

T == O

_Dielektrikum;

” - Ep -
Flache - Ey M
b= \/n
g =~ Op g=+ Up
Abb. 2.25
Dielektrikum in einem Kon-
densator.

28

2.10 Dielektrika

Bringt man Metalle in ein F-Feld, so wandern die frei beweglichen
Elektronen, bis deren eigenes E-Feld das dufsere Feld komplett ab-
schirmt.

Bei nicht-metallischen Stoffen ohne frei bewegliche Ladungstra-
ger (Monopole) ist dies nicht moglich. Die ndchste Naherung der
Reaktion des Stoffes auf das &dufere Feld ist daher die Ausrichtung
von Dipolen im Material.

e Manche Molekiile haben bereits aufgrund ihrer Bindungsstruk
tur ein Dipolmoment. Hierzu gehéren z.B. NaCl und H50O.
Solche Dipole erfahren im &ufseren E-Feld ein Drehmoment

(sieche Abschnitt [2.7.2]).

e Bei anderen Atomen oder Molekiilen ohne natiirliches Dipol-
moment kann durch das dufere F-Feld die Atombhiille gegen
den Kern verschoben werden. Der entstehende Dipol ist eben-
falls im &ufseren Feld ausgerichtet.

Orientieren sich die Dipole im Material im Mittel in eine Richtung
(Polarisation), so bleibt das Material im Innern elektrisch neutral,
allerdings entstehen effektiv an den Réndern Oberflaichenladungen
+0,, die - dhnlich wie bei Metallen - das dufiere Feld teilweise ab-
schirmen. Das gesamte Dipolmoment des Dielektrikums ergibt sich
aus der Summe der elementaren Dipolmomente p; (Superpositions-
prinzip). Dieses muss gleich dem makroskopischen Dipolmoment
aufgrund der Oberflachenladung sein, das sich aus der Dicke d und
Volumen V' = Ad des Dielektrikums ergibt,

Zﬁi=0'pAdéE=0'pVéE (258)
Die Dipolvektoren zeigen in Richtung des E-Feldes. Die Polarisati-
on P ist definiert als das Dipolmoment pro Volumeneinheit. Fiir ein
Dielektrikum im homogenen Feld eines Plattenkondensators ergibt
sich .
P==Yp= 2.59
% Zi:p (2.59)
Fiir die Anwendung des Gaufs’schen Satzes mit der Integrationsfla-
che wie in Abbildung gilt:

e Das Feld aullerhalb des Kondensators ist Null.

Op€E

e Das Feld an den Seiten der Integrationsflache ist senkrecht zu
den Fliachenvektoren und trégt daher nicht zum Integral bei.

e Das Feld im Innern ist homogen und parallel zum Flachen-
vektor.

Fiir die Summe aus Oberflaichenladung der Kondensatorplatte (o)
und des Dielektrikums (-o,) folgt dann




2.10 Dielektrika

so dass fiir das homogene E-Feld gilt:

o—0p _

E-= éE (2.60)

€0

Im Vergleich zum Feld ohne Dielektrikum (Ey = o/e) ist das Feld
im Dielektrikum reduziert um die Polarisation des Dielektrikums,

—

E=Ey- £ (2.61)
€0

Die elektrische Verschiebungsdichte D

D = EQEV = €0E + ﬁ (262)

ist hingegen unabhéngig von den Polarisationseigenschaften und
nur von den frei beweglichen Ladungen abhéngig. Das Verhaltnis

Ey Material €r
‘=5 (2.63) Vakuum 1
ist eine reine Materialkonstante und wird als relative Dielektrizi- I[}ufg 1’0(;%576
tatszahl bezeichnet. Hiermit gilt PIQexiglas e
D=cye E (2.64) Keramiken bis 8000

Auch die Spannung zwischen den Kondensatorplatten U = Ed ist
damit kleiner als im Vakuum (Uy = Eyd), so dass bei gleicher La-
dung ¢

_Ev Uy _C

““E U o

Die Kapazitat des Kondensators steigt also mit einem Dielektrikum,

C=eer % (2.66)

(2.65)

Es kann also mehr Ladung gespeichert werden. Schiebt man ein
Dielektrikum in einen Kondensator ein, so beobachtet man:

e Liegt eine feste Spannung U am Kondensator an, so fliefen
zusatzliche Ladungen auf den Kondensator.

e Ist der Kondensator aufgeladen aber isoliert, so bleibt die La-
dung ¢ konstant, aber die Spannung U sinkt.

Der Energieinhalt des Feldes

1 1 A
W = §OU2 = 560 € E E2d2 (267)
und damit die Energiedichte
1= -
w = §D E (2.68)

sind also geringer, wenn das Dielektrikum im Feld ist als aufierhalb.
Es wird also ins Feld hineingezogen.
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3.1 Strom und Ladungserhaltung

s OLE S/ I/ B R

A/

Abb. 3.1
Stromdichte durch Ladungs-
trager.

Richtungskonvention:
Fiir positiv geladene La-

dungstrager zeigt die
Stromdichte in Richtung
ihrer Geschwindigkeit
(technische  Stromdichte-
richtung).
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3 Elektrische Leitung

3.1 Strom und Ladungserhaltung

Elektrischer Strom wird durch die Bewegung von Ladungstragern
hervorgerufen. Er ist definiert iiber die Anderung der Ladung in

einem bestimmten Volumen,

Wir betrachten in einem Leiter zunéchst ein Volumen V = Ax mit
konstanter Raumladungsdichte o und Ladung ¢ = o V.

Mikroskopisch betrachten wir Ladungstrager mit mittlerer Ge-
schwindigkeit ¥ = v é,, die in der Zeit t die Strecke = zuriicklegen.
Die durch die Flédche A in der Zeit t transportierte Ladung ist

(3.1)

q=0Azx
so dass fiur den konstanten Strom [

q Lo - =
I==-=0pA—-=p0A=3 A
; 0 ; ov J

gilt mit der konstanten Stromdichte

J=00 (3.2)

In Realitit werden o, ¥ und damit j nicht konstant sondern orts-
abhéngig sein. Betrachtet man daher lieber eine infinitesimal kleine
Fliche dA mit beliebigem Winkel zur Geschwindigkeit und damit
zur Stromdichte 7, so ist der entsprechende inifitesimale Strom

dI = jdA (3.3)

Fiir beliebig geformte, makroskopische Oberflichen gilt entspre-

chend
I- ff GdA

Insbesondere gilt fiir eine geschlossene Flache mit dem Gauf’schen

Integralsatz
I:#}dfi:f/ (V) dV

Makroskopisch bedeutet Ladungserhaltung, dass ein Strom I von
Ladungstréagern von Innen durch die Oberfliche des Volumens die
Ladung innerhalb des Volumens verringert (fiir V konstant),

J:—atq:—atff gdvz—ff (9,0) AV

Diese Definition des Stroms ist ebenfalls fiir beliebig geformte Vo-
lumen anwendbar.

(3.4)

(3.5)

(3.6)



3.2 Mechanismen des Ladungstransports

Da die letzten beiden Formeln auch fiir beliebige Volumen gelten
miissen, folgt durch Vergleich der Integranden als Folge der elek-
trischen Ladungserhaltung die sogenannte Kontinuitatsgleichung in
integraler und differentieller Form,

Vj=-00 (3.7)

Kontinuitatsgleichung:
ﬂ JdA=-8,q (3.8) Ladungserhaltung

3.2 Mechanismen des Ladungstrans-
ports

Ladungstréger, die aufgrund eines dufseren elektrischen Feldes zum
Strom beitragen, liegen in vielen verschiedenen Materialien vor. Thre
mittlere Geschwindigkeit ¢ entsteht durch die Coulombkraft, sollte
also in einem homogenen E-Feld linear mit der Zeit wachsen. Viele
Streuprozesse der Ladungstrager mit den Atomen im Material sor-
gen allerdings dafiir, dass diese einen Teil ihrer kinetischen Energie
abgeben, effektiv also gebremst werden.

Der Energietibertrag auf das Material geht als thermische Ener-
gie verloren und fithrt zu einer Temperaturerhéhung. Die Verlust-
leistung P ist die Arbeit pro Zeit,

aw d

P=—=—"(qU 3.9
= ) (39
Bei konstanter Spannung gilt
dq
P=U—=UI 3.10
7 (3.10)
Die Einheit dieser Leistung ist das Watt, [P] =1 W = 1VA =

1 Nms™!.
Wie bei einem Vorgang mit Reibung stellt sich ein Gleichgewicht
zwischen beschleunigender Kraft und Reibung ein. Die im Mittel
erreichte Geschwindigkeit und damit auch die Stromdichte ist nor- ~ Ohm’sches Gesetz
malerweise proportional zum &aufseren Feld,

U=uE, j=ot=0opE=04E (3.11)

Die Beweglichkeit p beziehungsweise die elektrische Leitfahigkeit
oe sind Materialkonstanten. Das Ohm’sche Gesetz gilt, wenn ge-
niigend Stofe vorkommen, entsprechend effektiv Energie abgege-
ben wird und durch die Energietibertragung selber keine neuen La-
dungstriger entstehen (Ionisation). In den meisten Materialien ist
dies erfiillt, so dass p und o, unabhéngig von E sind.

Driickt man das F-Feld durch die Potentialdifferenz U = E L ent-
lang des Stromwegs L aus, so folgt

A
I:jAZUelEAZO'EZEU
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3.2 Mechanismen des Ladungstransports

Damit ist der elektrische Widerstand R eines langen Leiters gegeben
durch

1L
r-U_ 11l

= 12
I Ol A (3 )

mit der Einheit Ohm, [R] = Q = V//A. Der materialspezifische Wi-
derstand p, hingegen ist das Inverse der Leitfdhigkeit,

ps = —=R= (3.13)

O¢l L

1 A

Material  pg
Kupfer 1,7-108Qm und hat die Einheit Qm.
Porzellan 3-10'6Qm

e In Metallen liegen, wie bereits erwéahnt, Elektronen in grofser
Zahl als Ladungstriager vor, die sich im Kristallgitter frei be-
wegen konnen. Der Widerstand ensteht durch Streuprozesse
der Elektronen an Briichen oder Fehlstellen im Kristall sowie
bei hoheren Temperaturen durch die Stérung des Gitters auf-
grund der thermischen Bewegung der Atome im Kristall. Der
Widerstand steigt daher mit der Temperatur.

e In perfekten Halbleiterkristallen brauchen Elektronen eine Min-
destenergie AE, um aus der Valenzbindung in das sogenann-
° te Leitungsband zu gelangen (Silizium: AE = 1,1 eV). Erst
______ dann tragen sie zur Leitfdhigkeit bei. Licht oder auch ther-
o mische Energie kann hierfiir ausreichend Energie liefern. Die
P e © o L Wahrscheinlichkeit bei einer Temperatur 7' die Energieliicke
zu iiberspringen ist proportional zu ~ exp(-AE/kT), die La-
> dungstriagerdichte g steigt also schnell mit der Temperatuif]
X Atome im Kristall, die ein Elektron an das Leitungsband ab-
Abb. 3.2 gegeben haben, konnen von Nachbaratomen ein Elektron auf-
nehmen. Durch weitere Prozesse dieser Art entsteht effektiv
ein zusétzlicher Strom, der als Bewegung positiver Ladungs-
triager (Defektelektronen) beschrieben werden kann. Diese ha-
ben eine andere Dichte und Beweglichkeit als die Elektronen
im Valenzband. Fiir den Gesamtstrom gilt dann

Energie E

m
A
|
I
|
1

Energieniveaus im Halbleiter

j = (0-p- + 04 f14) E

Bei nicht perfekten Kristallen mit Fremdatomen anderer Bin-
dungsstrukturen konnen diese weitere Elektronen an das Lei-
tungsband abgeben (Donatoren) oder von benachbarten Kri-
stallatomen Elektronen aufnehmen (Akzeptoren). Besteht der
Halbleiter aus 4-wertigem Silizium, so kénnen 3- oder 5-wertige
Atome in Konzentrationen von z.B. ~ 1077 eingebracht wer-
den. Der durch Dotierung entstehende Anteil der Ladungs-
dichte ist unabhéngig von der Temperatur und fiihrt zu deut-
lich erhéhter Leitfahigkeit.

4Ohne Kiihlung besteht daher die Gefahr, dass die Verlustwiirme den Halblei-
ter aufheizt, hierduch mehr Ladungstriger entstehen, wodurch der Strom
und damit wiederum die Verlustwérme steigt (Thermal Runaway).
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e In Losungen liegen in der Regel Anionen und Kationen vor,
die beide zur Leitfahigkeit beitragen.

e Gasentladungen entstehen bei sehr hohen Spannungen durch
Stofionisation, d.h. beschleunigte Elektronen ionisieren wei-
tere Gasatome und es entsteht ein Lawineneffekt (Luft: 3,3
kV /mm).

e In Plasmen liegen Atome weitgehend ionisiert vor, so dass es
sehr viele sowohl negativ wie positiv geladene frei bewegli-
che Ladungstriger gibt. Plasmen liegen z.B. in der auferen
Atmosphére und in der Sonne vor.

3.3 Stromkreise

Leiter: Wie bereits diskutiert ist der Widerstand eines Metall-
drahts extrem klein, es sei denn, der Draht ist extrem lang oder
extrem diinn. Die Leitungen in einem Stromkreis haben daher in
der Regel einen vernachlissigbaren Widerstand und Energieverlust.
In dieser Naherung ist die Spannung an jedem Punkt eines Leiters
in einem Stromkreis gleich.

Ohm’scher Widerstand: An einem extrem diinnen und langen Draht

tritt ein Ohm’scher Widerstand R auf. Es entsteht daher an ihm
ein Spanungsabfall von U = RI.

Spannunsgquellen: In einer Spannungs- oder Stromquelle wird
Energie z.B. durch eine chemische Reaktion oder aufgrund mecha-
nischer Bewegung in einem Generator so umgewandelt, dass Elek-
tronen Energie gewinnen und damit auf héheres Potential gehoben
werden. In der Spannungsquelle flieken also Elektronen aufgrund
einer sogenannten “elektro-motorischen Kraft” (emk) anders als bis-
her diskutiert von negativem zu positivem Potential.

Dies ist nicht mit beliebiger Effizienz md&glich, so dass auch in der
Spannungsquelle ein Energieverlust auftritt, der in einem Schaltbild
ersatzweise als Innen-Widerstand R; dargestellt werden kann. Diese
sind in der Regel klein, R; < 1€2, kénnen aber nur vernachléssigt
werden, wenn die Aufenwiderstdnde deutlich grofer sind, R; << R.

Knotenregel: Elektrische Ladungserhaltung gilt an jedem Punkt
eines Leiters und insbesondere auch an Kontaktstellen zwischen 3
oder mehr Leitern (Knoten). Fiir die Stréme in den beteiligten Lei-
tern muss daher gelten

Qq=0=>"1, (3.14)

3.3 Stromkreise

Abb. 3.3
Stromkreis

mit Spannungs-

quelle, Innenwiderstand R;
und dullerem Verbraucherwi-

derstand R.
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3.3 Stromkreise

.
R1
0
RZ
——
1
Abb. 3.4

Stromkreis mit zwei Wider-
standen in Reihe geschaltet.

1

L} {h
__‘O R.‘ RZ

P ——

1

Abb. 3.5
Stromkreis mit zwei parallel
geschalteten Widerstanden.
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Maschenregel: Da in einer geschlossenen Leiterschleife

S U= ¢ Eds=0

gilt, folgt, dass die Spannungsverluste U, an dufseren Widerstanden
R, von den Spannungsquellen U,,,; kompensiert werden miissen,

ZUemk = ZUCL = ZRa[a

(3.15)

Addition von Widerstanden: Bereits aus der Gleichung fiir
den Widerstand eines langen Drahts ist klar, dass eine Verlangerung
des Drahts zu einer linearen Erhohung des gesamten Widerstands
fiihrt,

Lges = L1 + LQ = Rges = Rl + RQ (316)

Fiir die Reihen-Schaltung in Abbildung folgt auch aus der
Knotenregel, dass der Strom durch alle Widerstinde gleich ist,
I = I; = I,. Kann man den Innenwiderstand der Spannungsquel-
le vernachlassigen, so folgt mit der Maschenregel

Uemk = U1 + U2 = Rlll + R2]2 = (R1 + Rg)]

Hierbei wurden die Vorzeichen der einzelnen Beitrage durch die
Stromdichte-Richtung in der Abbildung festgelegt. Es folgt wie in
Gleichung antizipiert fiir die Reihenschaltung

Ues U1+U2
Res= 9% = =R1+R2
A R

(3.17)

Falls relevant muss der Innenwiderstand der Spannungsquelle ad-
diert werden, Ryes = R; + 1 + Ro.

In der Parallel-Schaltung von Widerstinden in Abbildung
gibt es zwei Schleifen und zwei Knoten. Mit den Vorzeichen wie in
der Abbildung ergibt sich aus den Knoten

I=1+1
und damit fiir die Maschenregeln
0 = U1 - UQ = Rlll _RQ_[Q

Uemk = Ul = RIII

Aus den drei Gleichungen folgen die drei Unbekannten [y, I5, I3
und damit der Gesamt-Widerstand fiir die Parallel-Schaltung

R _ Uges _ R1[1 _ lel _ RlRQ
ges ]ges ]1+IQ Il+%]1 R1+R2
oder
1 1 1
=—+ — 3.18
Rges Rl RQ ( )




4 Statische Magnetfelder

4.1 Magnetismus und Strome

In der Natur treten zahlreiche magnetische Effekte auf, die hier
kurz zusammenfassend dargestellt und spéater quantitativ diskutiert
werden.

Es gibt “magnetische” Materialien (z.B. Magnetit), die Kréfte
aufeinander ausiiben. Es treten immer anziehende und abstofende
Krifte auf, das Vorzeichen héngt ausschlieflich von der relativen
Orientierung dieser “Magnete” zueinander ab. Teilt man einen Ma-
gneten, so enstehen wieder zwei Magnete, die nach wie vor anziehen-
de und abstofende Krifte aufweisen. Dies bedeutet offenbar, dass
es - anders als bei elektrischen Kriéften - keine magnetischen Mono-
pole gibt. Tatsachlich lasst sich diese Form des Magnetismus durch
den quantenmechanischen Spin von Elektronen und Atomkernen
erkldren. Dieser Spin ist mit Drehimpuls und einem magnetischen
Dipol-Moment verbunden. In magnetischen Materialien richten sich
diese elementaren Dipole relativ zueinander aus, so dass ein grofier
gemeinsamer Dipol entsteht.

Die beiden Enden eines magnetischen Dipols nennt man Nord-
und Siid-Pol. Durch Versuche mit drei Magneten lésst sich leicht zei-
gen, dass sich gleiche Pole abstofsen und ungleiche Pole anziehen. Da
sich Dipol-Magnete in der Nahe anderer Magnete ausrichten, lassen
sich dadurch die Kraftrichtungen als magnetische Feldlinien sicht-
bar machen. Das zugehorige Vektorfeld B heift aus historischen
Griinden magnetische Induktion. Historisch wurde die Orientierung
durch das Erdmagnetfeld festgelegt (siche unten). Aufserhalb eines
Magneten zeigt das Feld vom Nord- zum Siid-Pol.

Magnete richten sich auch in der Néhe eines stromdurchflossenen
Leiters aus. Die Magnetfeldlinien zeigen dabei kreisférmig um die
Stromrichtung herum. Die Richtung des Stroms legt die Orientie-
rung des B-Feldes fest. Diese Feldlinien sind geschlossen. Es liegen
also keine Monopole vor, an denen die Magnetfeldlinien enden oder
anfangen wiirden (vergleiche Coulomb- E-Feld).

4.1 Magnetismus und Strome

Abb. 4.1

Schema von ungeordneten
Elementarmagneten in einem
unmagnetischen Material.

Abb. 4.2
Schema von ausgerichteten
Elementarmagneten in einem
Magneten.

Abb. 4.3

Magnetfeld eines Dipolmagne-
ten mit Hilfe von Eisenfeilspé-
nen.
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4.2 Lorentz-Kraft

Rechte-Hand-Regel fiir
technische  Stromrich-
tung und Magnetfeld-
richtung

! *
oPA
o
ﬁf IRMITTEL
3

Abb. 4.5
Magnetfeld einer Leiterschlei-
fe.

Rechte-Hand-Regel fiir
Spulenwicklung und
Magnetfeldrichtung
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Abb. 4.4 Geschlossene Magnet-
feldlinien um einen stromdurchflos-
senen Leiter.

Das Magnetfeld einer Stromschleife berechnet sich aus den Beitra-
gen der einzelnen Linienelemente nach dem Superpositionsprinzip.
Im Zentrum der Schleife zeigt das B-Feld senkrecht zur Schleifene-
bene.

Eine Spule besteht aus mehreren Leiterschleifen, die vom glei-
chen Strom durchflossen werden. Die Magnetfelder der einzelnen
Schleifen addieren sich nach dem Superpositionsprinzip.

= Abb. 4.6 Magnetfeld einer Spule.

+
Das resultierende Magnetfeld im Innern der Spule ist ndherungs-

weise homogen. Seine Richtung ergibt sich aus der Rechten-Hand-
Regel.

4.2 Lorentz-Kraft

Ahnlich wie bei der Coulomb-Kraft soll die Wirkung eines Stroms
auf eine Ladung beschrieben werden durch zwei Schritte,

e die Erzeugung eines Magnetfeldes durch den Strom,
e die Wirkung des Magnetfeldes auf geladene Teilchen.

Das Magnetfeld B ist wie das E Feld keine Hilfskonstruktion, son-
dern kann selber Energie tragen und E-Felder erzeugen oder von
ihnen erzeugt werden. Es ist also ein weiterer dynamischer Freiheits-
grad des Elektromagnetismus. Zunédchst wird die Wirkung durch
das Magnetfeld betrachtet.



Kraft auf eine Ladung Elektrisch geladene Teilchen erfahren im
Magnetfeld B eine Kraft senkrecht zum Feld und senkrecht zu ihrer
Bewegungsrichtung. Die Kraft ist proportional zur Geschwindigkeit
der Teilchen,

F=qixB (4.1)
Zusammen mit der Coulomb-Kraft ergibt sich also die “Lorentz-
Kraft” auf elektrisch geladene Teilchen zu

Foq(E+ixB)

(4.2)

Das Einheitensystem wurde so gewéahlt, dass in dieser Gleichung
keine weitere Proportionalititskonstante zwischen E und B not-
wendig ist.

Die Kraft durch das Magnetfeld fiihrt zu Kreisbahnen bezie-
hungsweise Helix-Bahnen im Magnetfeld. Effektiv folgen geladene
Teilchen damit Kreisbahnen um die Magnetfeldlinien herum.

Die durch das Magnetfeld auf einem kleinen Wegstiick ds an ei-
nem Teilchen verrichtete Arbeit ist

dW = —F d3

Die Geschwindigkeit v zeigt in die gleiche Richtung wie ds. Da die
Kraft F = ¢ x B senkrecht zu ¢ und damit auch zu d3 ist, ist das
Skalarprodukt fiir dW = 0. Das Magnetfeld verrichtet also keine
Arbeit an einem geladenen Teilchen. Die Geschwindigkeit ¥ und
damit auch der Radius R der Kreisbahn bleibt also konstant.

Der Radius der Kreisbahn ergibt sich durch Gleichsetzen der
Kraft durch das Magnetfeld mit der Zentrifugalkraft. Mit vy als
Komponente der Geschwindigkeit senkrecht zum B Feld folgt

7
qur B = mE
Damit lasst sich der Transversalimpuls Pr = muvr eines Teilchens

aus seiner Kreisbahn im Magnetfeld bestimmen,

Diese Gleichung gilt auch fiir hohe Geschwindigkeiten, wenn der
relativistische Impuls P = ymuv eingesetzt wird.

Fiir ein Elektron oder Proton in einem Magnetfeld von B = 1T
und einem Bahnradius R = 1m ist der Impuls Pr =3-108 eV /c.

(4.3)

Kraft auf einen Leiter Die Kréfte auf die einzelnen Ladungen in
einem Leiter addieren sich zur Gesamtkraft auf den ganzen Leiter.
In einem kleinen Volumen dV eines Leiters mit Ladungsdichte o
erfahren die Ladungen dq = pdV aufgrund ihrer Geschwindigkeit ¥
die Kraft

dF = odV o xB=(jxB)dV

Die Gesamtkraft ergibt sich durch Integration iiber das Volumen,

F:[f (G x B)dV

4.2 Lorentz-Kraft

Einheit des Magnetfel-
des
1 Tesla = 1T = 1%

*techn,
Strom-
Magnetfeld richtung

richtung

-

Kraftrichtung

Abb. 4.7

Rechte-Hand-Regel fiir die
Lorentzkraft auf eine positive
Ladung durch ein Magnetfeld.

Abb. 4.8

Ablenkung eines Strahls aus
Elektronen auf eine Kreisbahn
im Magnetfeld.
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4.3 Biot-Savart Gesetz

Biot-Savart Gesetz

Abb. 4.9
Zur Berechnung des Magnet-
feldes um einen Leiter.
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Speziell fiir einen diinnen Leiter mit konstanter Stromdichte J par-
allel zur Drahtrichtung €; folgt mit 5 dV = jdAdl:

F:ff (jxé)dAd1=ffjdA-fdixB

ﬁ:ffdl’xé (4.4)

und

Falls B konstant ist, vereinfacht sich dies fiir einen geraden Leiter
mit Gesamtldnge L (L zeigt in Richtung von 7) zu

F=ILxB (4.5)

4.3 Biot-Savart Gesetz

Bewegte elektrische Ladungen (Strome) erzeugen ein Magnetfeld.
Durch kleine Kompasse oder die Darstellung von Magnetfeldlinien
mit Eisenfeilspdnen sieht man experimentell, dass um einen lan-
gen geraden Leiter die Magnetfeldlinien geschlossene Kreise bilden.
Die Stérke des Magnetfeldes ist proportional zum Strom durch den
Leiter und nimmt mit dem Abstand quadratisch ab.

Fiir stationire Strome, Vj = 0 und damit auch 8,0 = 0, die sich
zeitlich nicht &ndern und bei denen nirgendwo Ladungen erzeugt,
vernichtet oder angehéuft werden, findet man experimentell die Ab-
héngigkeit

S dl < 7
B:ﬁ][ . (4.6)

Es beschreibt das Magnetfeld aufgrund eines Stroms I durch einen
Leiter. Hierbei ist dl ein kleines Stiick Lange entlang des Leiters in
Stromrichtung, 7 ist der Abstand von dem Stiick Leiter zum Punkt,
an dem das Magnetfeld berechnet werden soll.

Dieses Gesetz entspricht in seiner Bedeutung dem Coulomb-Gesetz
der Elektrostatik. Das Kreuzprodukt beschreibt, dass das Magnet-
feld nicht auf den Leiter zeigt, sondern senkrecht zu di. Die Kon-
stante o wurde schon bei der Einfithrung des MKSA Systems er-
klart.

Magnetfeld eines unendlich langen Leiters Gesucht ist das Ma-
gnetfeld in einer Ebene senkrecht zum Leiter. Es sei R der Abstand
eines Punktes in dieser Ebene vom Leiter und [ der Abstand der
Ebene von einem Leiterstiick dl. Damit ist das Kreuzprodukt in

Gleichung [4.0]
|dl x 7| = dl - rsin(g+oz) =dl - r cosa
Aus der Winkelbeziehung [ = Rtan « folgt dl = %da und damit

|dl % 7| _cosadl R cosada R cosada

2 r? cos? a R?
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4.4 Ampere’sches Gesetz

Damit folgt

[ [ I
= ZSR s cosada = f;R sin 04|7_rf/2 (4.7)
Als Resultat
2 pol
B-= on R €y (48)

féllt das B-Feld mit dem Abstand von einem unendlich langen Lei-
ter ~ 1/R und zeigt an jeder Stelle tangential um den Leiter herum,
€4 = € x €. Die Orientierung ergibt sich aus der Rechten-Hand-
Regel.

Fiir einen Strom von I = 1A ergibt sich in R = 1m Abstand ein
Magnetfeld von B =2-1077T. Zum Vergleich: Das Magnetfeld der
Erde betragt im Mitteleuropa ca 4.8 - 10757

Kraft zwischen zwei Leitern Kombiniert man Gleichung [£.8] mit
.5, so erhélt man fiir die Kraft zwischen zwei parallelen Leitern
mit Strom I} =1, =1

L I
F:JLXB:JLX(Q“;R%)

Normiert auf die betrachtete Lange L des Leiters folgt

F _ [1,012
L 27R

(4.9)

Dieses Resultat wurde bereits bei der Definition des Ampere als
Einheit des Stroms verwendet (siehe Abschnitt [2.2). Die Kraft ist
anziehend, wenn der Strom in beiden Leitern in die gleiche Richtung

fliefit.

4.4 Ampere’sches Gesetz

Das Ampere’sche Gesetz wird aus dem Biot-Savart-Gesetz abgelei-
tet und gilt damit nur fiir den Fall stationédrer Ladungsverteilungen,
9,0 = 0, und damit zeitlich konstaner elektrischer Felder, §,F = 0.
Der allgemeine Fall wird in Abschnitt diskutiert.

Wir betrachten wieder einen unendlich langen Leiter nach Ab-
bildung [£.9] Bildet man das Wegintegral um diesen Leiter entlang
eines geschlossenen Kreises mit Radius R, so ist jedes Wegstiick
ds = dsé, parallel zum jeweiligen Magnetfeld B=B €4. Daher ist
auch Bds = Bds. Das Integral ist daher einfach

fédngfds:Bsz

Der Vergleich mit dem Ergebnis fiir das Biot-Savart Gesetz (Glei-
chung |4.8)) zeigt, dass Ampere’sches Gesetz in
Integralform

}{é ds = o I (4.10)
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4.5 Quellenfreiheit von Magnetfeldern

Ampere’sches Gesetz in

differentieller Form

2. Maxwell’sche
chung

40

Glei-

Offenbar gilt dies nicht nur fiir einen kreisformigen Weg, sondern fiir
beliebige geschlossene Wege, denn man kann jedes Wegelement ds
in Komponenten parallel und senkrecht zu €, aufteilen. Wegen der
Multiplikation mit B = Béy zahlen aber nur die parallelen Kom-
ponenten. Wichtig ist nur, dass der Weg geschlossen ist und den
Strom einschliefst. Aus dem Superpositionsprinzip folgt auch, dass
man die Magnetfelder mehrerer Stréme addieren kann. Das Gesetz
ist also sehr allgemeingiiltig fiir beliebige Wege und beliebige sta-
tiondre, umschlossene Strome, beziehungsweise Stromdichten.
Nach dem Stokes’schen Integralsatz lasst sich das Linienintegral
iiber einen geschlossenen Weg umformen in ein Oberflichenintegral,

fédgzf[(wé)dﬁ:uo[:ff(uoj)dﬁ

so dass durch Vergleich der Integranden folgt:

VxB=puj (4.11)

Das Magnetfeld ist ein Wirbelfeld, das durch Strome erzeugt wird.
Wie das Biot-Savart Gesetz ist auch das Ampere’sche Gesetz nur
giiltig fiir den statischen Fall und muss spéater erweitert werden.

4.5 Quellenfreiheit von Magnetfel-
dern

Die Magnetfeldlinien um einen Strom sind geschlossene Linien ohne
Anfang und Ende. Es gibt also (zumindest durch Strome) keine
magnetischen Monopole. Mathematisch lasst sich dies durch das
Integral des Feldes iiber eine geschlossene Oberfliche beschreiben,

cbm=jz_‘7{ BdA=0 (4.12)

Der magnetische Fluf ®,, beschreibt die Anzahl der magnetischen
Feldlinien, die durch die Oberflache dringen. Der Flufs muss Null
sein, da alle Feldlinien, die durch die Flache eindringen, auch wieder
auslaufen, denn es gibt ja keine Quellen oder Senken fiir das B-Feld.
Mit dem Gaufs’schen Integralsatz folgt

@m=ﬂédﬁ=fff(vé)w=o (4.13)

Dies kann fiir beliebige Volumen nur gelten, wenn

vB=0 (4.14)

Mit Divergenz und Rotation ist das B- Feld komplett bestimmt.
Diese Gleichungen stellen das zweite Maxwell’sche Gesetz dar.
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4.6 Magnetfelder von Stromvertei-
lungen

4.6.1 Magnetfeld in einer Spule

In einer unendlich langen Spule lésst sich das Magnetfeld B be-
rechnen, indem man das Ampere’sche Gesetz in Integralform be-
nutzt. Das Feld in der Spule wird aus Symmetriegriinden parallel
zur Spulenachse liegen und homogen sein. Daher wahlt man als
Integrationsweg ein Viereck, das in der Spule eine Strecke s; par-
allel zur Spule lduft und sich aufserhalb der Spule in unendlicher
Entfernung schliefst. Man nimmt nun an, dass das Magnetfeld in
unendlicher Entfernung Null und auf den nach auften fithrenden
Strecken senkrecht zum Integrationsweg ist. Man braucht daher fiir
das Wegintegral nur die Strecke s; zu betrachten.

Fiir den Strom miissen alle vom Weg eingeschlossenen Windun-
gen der Spule einzeln zéhlen. Die Windungsdichte n sei die Anzahl
der Windungen je Meter Lange. Dann ist die Zahl der eingeschlos-
senen Windungen N =ns;. Damit folgt

de§= Bsy = o I N
so dass das Feld der unendlich langen Spule gegeben ist durch
B=ponl (4.15)

Bei n = 1000/m ergibt sich z.B. fiir I = 1A das Feld B =0,00127T.
Mit den oben gemachten Annahmen fiir eine unendlich lange Spu-
le gilt diese Formel scheinbar unabhéngig vom Abstand zur Spulen-
achse oder der Geometrie der Spule. Bei realistischen Spulen hangt
die Homogenitét des B Feldes vom Verhéltnis Durchmesser/Lange
ab und ist selbst auf der Spulenachse bereits sehr inhomogen. Im
Detail kann es durch das Biot-Savart Gesetz berechnet werden.

4.6.2 Leiterschleife und magnetischer Di-
pol

Rechteckige Leiterschleife Fiir eine rechteckige Leiterschleife in
einem homogenen Magnetfeld gilt nach Gleichung[4.5] dass die Vek-
toren L; der Seiten in Richtung der Stromdichte zeigen. Durch die
Anderung der Stromrichtung bei einander gegeniiber liegenden Sei-
ten gilt daher

le = _-Z;37 EQ = —fz4

Damit ist die Kraft auf die Schleife insgesamt gleich Null,

F:ZILXB=I~(ZL)XB=0

B(R)-s

So - N
+B-ds:0
.ds =
S‘—__
=

ol
o

5

—— 0 —ad

=t =

Bs

7
fT-dE:%—Is

Abb. 4.10

Zur Berechnung des Magnet-
felds in einer sehr langen Spu-
le.

L

Abb. 4.11
Leiterschleife im Magnetfeld.
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(@ @

Abb. 4.12
Richtung eines magnetischen
Dipols aus einer Stromschlei-
fe. N

B

<,

Abb. 4.13
Dipolfeld einer Leiterschleife.

B
3
Hal
2n

Abb. 4.14
Magnetfeld im Abstand vom
Zentrum auf der Achse.
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Die Drehmomente M; durch den Strom in den einzelnen Seiten der
Leiterschleife ist (bei Orientierung der Drehachse parallel zu L)
gegeben durch

—

- I, 7. .
7 x By = 22><(IL1><B):—§L2><(L1><B)

—

M,

I- - I - .

5[/1 X (B X LQ) + EB X (LQ X L].)

Hierfiir wurde die Jacobi-Identitatf] benutzt. Beim ersten Term ist
das Drehmoment senkrecht zur Drehachse. Dieses Drehmoment be-
lastet nur die Aufhdngung der Drehachse. Fiir den zweiten Term

ist Ly x Ly = A, wobei die Richtung von A entsprechend dem Um-
laufsinn des Stroms durch die Rechte-Hand-Regel gegeben ist.

I S
M1: §A><B (416)
Die gegeniiberliegende Seite tragt ein gleich grofses Drehmoment
bei, die anderen beiden Seiten dagegen ergeben keine Komponente
entlang der Drehachse. Damit ist das gesamte Drehmoment

M=1AxB (4.17)

Definiert man das magnetische Dipolmoment als

(118

so folgt fiir das Drehmoment einfach

(119

Analog zur Rechnung beim elektrischen Feld ergibt sich fiir die
potentielle Energie im Magnetfeld

(4.20)

Kreisformige Leiterschleife Offenbar kann man aus kleinen Vier-
ecken beliebige andere Leiterschleifen zusammensetzen, so dass die
obigen Gleichungen z.B. auch fiir eine Leiterschleife (Ring) gelten,
insbesondere auch m = I A.

Das Magnetfeld einer Leiterschleife kann man mit dem Biot-
Savart Gesetz berechnen. In der Kreisebene zeigt das Magnetfeld
immer senkrecht zur Kreisebene in Richtung m. Man findet im Mit-
telpunkt des Kreises mit Radius R:

5 ol . pom
B = =
2R AT or ks
Auf der Achse des Kreises findet man im Abstand r
JL
27 (r2 + R2)3/2
Bei R =1cm und I = 1A wére das Feld im Mittelpunkt 6,3-10-°T.

In grofem Abstand r >> R gilt also dhnlich wie beim elekrischen
Dipol

B=

S

p=Ho
2 13

5 Jacobi-Identitét: @ x (bx &) +bx (éxa) +éx (daxb) =0



4.7 Magnetteld der Erde

4.7 Magnetfeld der Erde

Einzelne Magnete richten sich auf der Erde alle in die gleiche Rich-
tung aus. Das hierfiir verantwortliche Magnetfeld der Erde ist eben-
falls ndherungsweise ein Dipolfeld. Magnetische Dipolachse und Dreh-
achse der Erde schliefsen einen Winkel von 12° ein. Das Zentrum des
Dipols ist etwa 450 km vom Erdmittelpunkt entfernt. Der magneti-
sche Siidpol liegt unterhalb Kanada, also nahe des geographischen
Nordpols. In Mitteleuropa zeigt das Magnetfeld in die Erde hin-
ein, die senkrechte Komponente ist etwa doppelt so grofs wie die
horizontale. Magnetfeld der Erde in Mit-

Magnetpole, die sich Richtung Kanada ausrichten, werden hi-  teleuropa: B = 50uT
storisch “Nordpole” genannt. Historisch wurde die Richtung des B
Feldes so festgelegt, dass es auferhalb der Erde von der Antarktis
nach Kanada zeigt, also vom magnetischen Nordpol zum magneti-
schen Siidpol. Das Magnetfeld der Erde entsteht durch Kreisstrome
geladener Fliissigkeiten im Erdkern. Hinzu kommen nahe der Erd-
oberflache auch Schichten aus magnetisiertem Gestein. Das Dipol-
moment der Erde betrdgt m =7,7-1022Am?2.

Das Feld ist nicht konstant. Es schwécht sich pro Jahr um ca.
1/1300 ab. Der magnetische Siidpol in Kanada wandert unregel-
mépig, um ca. 30 km /Jahr. Im Mittel alle 250.000 Jahre kehrt sich
die Polaritdt des Erdmagnetfeldes um.

| Magnetfeld der Erde und die Kompassnadel: | Sumaaiprentmaterialien de i)

Rotationsachse ﬁrde

Ve

geografischer

magnetische
Feldlinien

magnetischer

Sidpol
\ _elektrischer

— %\ Strom

' fester,
\ innerer Kerm
I fliissiger,
duferer Kern
Erdmantel
magnetischer
"/ Nordpol

Kompass-
nadel

Erde
von innen

magnetische
Achse

geografischer
Stdpol

Abb. 4.15 Magnetfeld der Erde (mit freundlicher Genehmigung durch
dwu-Unterrichtsmaterialien).

Die Sonne emittiert stdndig ein Plasma von Elektronen (und Pro-
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4.8 Hall-Effekt

tonen), die mit einer Dichte von 5-105/m3 und einer typischen Ge-
schwindigkeit von 500km/s die Erde erreichen. Sie werden durch
das Magnetfeld der Erde auf Schraubenbahnen entlang der Ma-
gnetfeldlinien zu den Polen gelenkt.

Incoming solar
wind particles -

- Earth’s
" atmosphere
0-100 km

Abb. 4.16 Ablenkung des “Sonnenwindes” durch das Erdmagnetfeld.

In der Atmosphére regen sie Gasatome an, die ihre Energie an-
schlieffend in Form von Licht wieder emitieren. Diese Polarlichter
kann man von der Erde beziehungsweise vom Weltraum aus sehen.

Abb. 4.17 Polarlicht, aufgenommen von einem Satelliten.

Weitere Teilchen des Sonnenwinds werden im sogenannten Van
Allen Strahlungsgiirtel durch das Magnetfeld der Erde eingefangen.

4.8 Hall-Eftekt

Auch innerhalb eines Leiters oder Halbleiters erfahren Ladungstra-
ger die Lorentzkraft. Bei konstantem Strom muss daher die Lor-
entzkraft durch eine entprechende Coulombkraft aufgehoben wer-
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den. Dies geschieht durch Verschiebung der Ladungstrager inner-
halb des Leiters, bis senkrecht zur Stromrichtung die Gesamtkraft
Null ist. Zur Kompensation der Lorenzkraft baut sich also durch
Verschiebung der Ladungstriger ein elektrisches Gegenfeld Ey auf,
so dass fiir ein Magnetfeld senkrecht zur Stromrichtung

qEn =quB

folgt. Das E-Feld zeigt dabei senkrecht zu B und j. Ist v konstant
iiber den Querschnitt A des Leiters, so muss dies auch fiir E'y gelten.

Damit ist die “Hall-Spannung” quer zur Stromrichtung (wie beim
Plattenkondensator) Uy = f Eydb=FEgb, so dass

T
Uy=vbB==bB=-—21H 4.21
1 . o7 (4.21)

mit Stromdichte j = ov = I/A.

Die Hallspannung hat z.B. fiir einen Halbleiter mit Ladungsdichte
o=e-10%cm™3, b =1cm und I = 1A bei einem Feld B = 1T den Wert
Uy ~0,6V. Hiermit kann also bei bekanntem Strom und B-Feld die
Geschwindigkeit, das Vorzeichen und die Dichte der Ladungstra-
ger gemessen werden. Sind diese bekannt, konnen mit sogenannten
Hall-Sonden auch Magnetfelder bestimmt werden.

4.9 Das Vektorpotential

Fir das Coulomb-Gesetz des E-Feldes konnte man alternativ ein
skalares Potential ¢ einfiihren, aus dem sich das E-Feld mittels

E:—Vgp

berechnen lasst. . )
Analog kann man das Magnetfed B durch ein Potential A be-
schreiben, das allerdings selber ein Vektorfeld ist:

B=vxA (4.22)

(A ist hier keine Fliche !) Da allgemein fiir alle Vektorfelder und
damit auch A mathematisch die Beziehung vV (VxA) = 0 gilt, ist
damit auch die Maxwell-Gleichung

VB=v(VxA)=0

automatisch erfiillt.
Fiir das Ampere’sche Gesetz Vx B = j/jug ergibt sich

VxB=Vx (VxA)=V(VA) - VA =g

Ahnlich wie das skalare Potential ist auch das Vektor-Potential
nicht eindeutig definiert, denn man kann zu A ein beliebiges Vek-
torfeld Ay addieren, falls sich dadurch B nicht dndert. Dies ist der

4.9 Das Vektorpotential

Abb. 4.18
Ablenkung der Ladungstriager
beim Hall-Effekt.
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Fall, wenn VxAg = 0 ist. Zum Beispiel kann Ay so gewihlt werden,
dass VA =0 islﬁ . Fiir diese spezielle “Eichung” folgt dann

VxB=-V2A= ]

Dies sind drei Poisson-Gleichungen (fiir jede der Komponenten von

A), die einzeln gelost werden kénnen. Analog zur Poisson-Gleichung
der Elektrostatik ergibt sich die Losung

T Mo 5
it g 12
4 r v ( 3)

wobei r der Abstand zwischen dem jeweils betrachteten Volumen-
element dV und dem Ort ist, an dem A berechnet werden soll.

4.10 Materie im Magnetfeld

Magnetismus in Materialien lasst sich nur quantenmechanisch ver-
stehen. Bereits einzelne Atome und Molekiile kénnen ein magneti-
sches (Dipol-)Moment tragen, dass sich zusammensetzt aus:

e Dem Bahndrehimpuls der Elektronen in den Atombhiillen. Die-
ser entspricht dem “Kreisstrom” der Elektronen um die Atom-
kerne.

6 Sei @ ein Vektorfeld, dass sich aus einem skalaren Feld o berechnet ldsst
iiber
a=Va

Dann folgt
Vxa=Vx(Va)=0

denn Rotation und Gradient hintereinander ergeben immer Null. Eine
“Eichtransformation” von A nach A’ soll so definiert sein, dass das Ma-
gnetfeld B unveréndert bleibt. Dies ist tatsdchlich erfiillt fiir

A'=A+a
denn . B B B
B =vxA'=vxA+vVxd=B
——

=0

Das Magnetfeld legt also VxA’ = Vx A fest, dagegen kann VA’ frei gewihlt
werden.
Beispiel: Die einfachste Wahl ist die sogenannte Coulomb Eichung

VA =0

Hierfiir muss @ entsprechend gewihlt werden, so dass es die Divergenz in A
gerade aufhebt:

0=VA' =vA+va - Vi=vVia=-VA

Dies ist in der Form eine Poisson-Gleichung fiir o die gel6st werden kann
analog zur entsprechenden Gleichung in der Elektrostatik

a:i[[[EdV
4 r



4.10 Materie im Magnetfeld

e Dem Spin der Elektronen. Dies ist ein rein quantenmechani-
scher Effekt, der sich in der relativistischen Quantenmechanik
herleiten ldsst. Er ldsst sich anschaulich (und falsch) interpre-
tieren als Eigendrehimpuls der Elektronen.

e Dem Kernspin. Dieser setzt sich wiederum zusammen aus den
Spins und Bahndreimpulse der Quarks (und Gluonen), die in
der Summe das magnetische Moment der Protonen und Neu-
tronen ergeben. Hinzu kommt der Bahndrehimpuls der Pro-
tonen und Neutronen im Kern. In der Regel ist wegen der
hohen Kernmasse dieser Beitrag zum gesamten magnetischen
Moment eines Atoms sehr klein, wird aber z.B. bei MRT Ver-
fahren benutzt.

Die Zusammensetzung der Elektronenbeitrége hangt stark von der
Elektronenkonfiguration ab. Liegen in der dufleren Schale jeweils
zwei Elektronen vor, so sind deren Spins entgegengesetzt und die
Beitréage heben sich exakt auf. Bei einzelnen Elektronen in der &u-
fseren Schale ergibt sich ein deutliches magnetisches Moment.

In einem &ufseren Magnetfeld werden sowohl neue “Kreisstrome”
induziert als auch gegebenenfalls vorhandene magnetischen Mo-
mente ausgerichtet.

In einem Festkorper sind aber kollektive Effekte zusétzlich sehr
wichtig. Zum einen werden die elementaren magnetischen Momente
auch untereinander wechselwirken und sich zueinander ausrichten.
Dem entgegen wirkt, dass die Ausrichtung der magnetischen Mo-
mente durch Warmebewegungen stark gestort wird. Daher liegt bei
den meisten Stoffen ohne dufseres Feld keine Magnetisierung vor.

Die Magnetisierung eines Materials setzt sich zusammen aus den
elementaren magnetischen Momenten m,;, normiert auf das betrach-
tete Volumen.

Ist H das Magnetfeld ohne Material, so gilt

B=po(H+M) (4.24)
In erster Naherung wird die Magnetisierung proportional zum Ma-
gnetfeld H sein, Magnetische Suszeptibi-
M = Y H (4.25) litdit und relative Per-
meabilitat

Die Suszeptibilitat x,, hangt aber stark von Temperatur und Fre-
quenz des Magnetfelds ab. Die Proportionalitat gilt nicht fiir Fer-
romagnete. In diesem Fall ist p,. abhéngig von H. Definiert man die
relative Permeabilitéit als

(120)

so ergibt sich

B=pop H M=(u,-1)H (4.27)
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4.10 Materie im Magnetfeld

Diagmagnetismus i, < 1
Das dufere B-Feld induziert neue magnetische Momente im
Material. Diese schwéachen nach der Lenz’schen Regel das du-
fere B-Feld.
Effektiv werden die B-Feld-Linien aus dem Material hinaus-
gedrangt, das Material wird aus dem Magnetfeld hinausge-

drangt.
uszeptibilitat v, eispiele: Kupfer, Silber Kohlensto
S ptibilitat x Beispiele: Kupfer, Silber Kohlenstoff
Hy -2-107° i
Kupfer 6.4-10-6 Paramagnetismus pu,. > 1
Y . . .
Vakuum 0 Manche Materialien haben permanente magnetische Momen-
Luft 0.4-10-6 te, die sich im &uferen B-Feld ausrichten. Dabei wird Energie
Aluminium 2’ 9.10-5 frei. Das aufsere B-Feld wird verstarkt.
) . = _ . . . .
Platin 9.6.10-4 Die B-Feld-Linien werden in das Material hineingezogen, das
Y .
Kobalt 30 =900 Ma.uteljlal ebenfalls. N ‘
Fisen 30010000 Beispiele: Sauerstoff, Aluminium, Platin
MuMetall  4...140000 Ferromagnetismus /i, >> 1
Im Material wechselwirken bereits vorhandene magnetische
Momente sehr stark miteinander und richten sich zueinan-
der aus. Es bilden sich “Weifs’sche Bezirke” gleicher Magneti-
sierungsrichtung. In einem &ufseren B-Feld richten sich diese
Bezirke aus, bei hohem Feld sogar komplett (Sattigungsma-
gnetisierung). Das dufsere B-Feld wird sehr stark verstérkt.
Curie-Temperatur: Die B-Feld-Linien werden entspreched stark in das Materi-
Eisen 1040 °K al hineingezogen. Ferromagnete werden in Magnetfelder hin-
gezog g g
Cobalt 1400 °K eingezogen. Die Magnetisierung verschwindet oberhalb einer
gezog g g
Nickel 370 °K kritischen Temperatur, der Curie-Temperatur.
Beispiele: Eisen, MuMetall (NiFe)
Abb. 4.19 Weik’sche Be- TTT?TT?/'"@HHV\/;;%./:' /;/17'”/;,1',‘”\,\\1\\ HTHHHHN’//L}/L}/“M””/‘f,f,fffff
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Abb. 4.20 Aufnahme eines
* Fe-Kristalls mit einem Raster-
Elektronen-Mikroskop. Die Farben
® entsprechen den verschiedenen Ori-
v entierungen der Weifsschen Bezirke.
Die typische Ausdehnung ist 10™3m.

Da maximale Magnetfeld in Eisen liegt im Bereich 1,5 - 2 T.
Hohere Magnetfeldstarken werden durch Elektromagnete erreicht,
der Rekord liegt bei ca. 20 T.

Bei Ferromagneten héngt durch die Natur der Weift’schen Bezirke
die Magnetisierung auch von der Vorgeschichte ab. Man unterschei-
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det “weiche” Materialien (wie Eisen), die ihre Magnetisierung ohne
aufleres Feld bis auf eine “Remanenz” wieder verlieren, und “har-
te” Materialien, die fiir Permanentmagnete verwendet werden. Es
ergibt sich eine “Hysteresekurve” zwischen H und B-Feld. Die Fli-
che innerhalb der Hysteresekurve entspricht der Wéarmeenergie, die
beim Durchlaufen der Kurve im Material deponiert wird.

4.10 Materie im Magnetfeld

Flussdichte
magretische
Samgung

B, Remanenz B, Neukurve
Feldstirke
0 H
H, Moerzitiv. WG|
feldstarke

mognetische Hysteresekurve
Sattiung

Abb. 4.21
Hysteresekurve bei Weichei-
sen.
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5.1 Statische und zeitlich veranderliche Felder

Ladungen sind Quellen des
elektrischen Feldes

FE-Felder sind wirbelfrei
B-Felder haben keine Quel-

len

Strome erzeugen B-Felder
mit geschlossenen Feldlinien

20

5 Induktion

5.1 Statische und zeitlich verander-
liche Felder

Bisher haben wir elektrische und magnetische Felder betrachtet, die
durch zeitlich konstante Ladungs- und Stromverteilungen

D=0, Vj=0

entstehen. Fiir diese gelten die Gleichungen

vE=2 #Edfi:i (5.1)
€0 €0

VxE =0 Eds=0 (5.2)

(5.3)

(5.4)

Abb. 5.1 Richtung des elektrischen und magnetischen Feldes.

Die Richtungen der Felder entsprechen den obigen Ableitungen,
wenn man beriicksichtigt, dass

—

vr =é,, Vi =3, Vxr=0
Zusammen mit den Gleichungen fiir Lorentzkraft und Strom
F=q(E+79xB), j=0uE

ergibt dies ein komplettes Bild statischer elektrischer und magneti-
scher Effekte.

Einige dieser Gleichungen sind jedoch nicht mehr giiltig, wenn
sich Ladungsverteilungen, Stromverteilungen oder Felder zeitlich
andern. So wird z.B. der Strom beim Aufladen eines Kondensators
ein Magnetfeld erzeugen, das den Ladevorgang selber beeinfluft.



5.2 Faraday’sches Induktionsgsetz

Praktisch alle technischen Anwendungen beruhen auf zeitlich ver-
anderlichen Vorgiangen. Nicht zuletzt sind die gebrauchlichsten Ener-
giequellen Wechselstromquellen. Der wichtigste Prozess mit veran-
derlichen Feldern ist die Induktion von elektrischen Feldern durch
Magnetfelder.

Versuche: Ein unmagnetischer, stromloser, kreisférmiger Leiter
wird von einem Magneten abgestoften, wenn man diesen schnell né-
hert. Dies gilt sowohl fiir Annédherung mit dem Nordpol als auch mit
dem Siidpol. Dies kann so interpretiert werden, dass im Leiter ein
kreisformiger Strom induziert wird, der seinerseits ein Magnetfeld
erzeugt. Ist dieses Magnetfeld dem ersten entgegengerichtet stofen
sich die beiden Magnete ab. Diesen Effekt kann man sich auch bei
der Induktionskanone zunutze machen. Benutzt man einen Ring
mit einem Schlitz so entsteht keine messbare Abstofsung. Offenbar
wird der Strom im Ring tiber den ganzen Radius induziert.

Verbindet man zwei Spulen so, dass die Magnetfeldlinien immer
beide Spulen durchlaufen, erzeugt eine Stroménderung in der einen
Spule eine Magnetfeldénderung, die wiederum in der anderen Spule
eine Spannungsénderung induziert. Dies ist das Prinzip des Trans-
formators. Die induzierte Spannung ist umso grofer, je schneller die
Magnetfeldanderung erfolgt.

Insgesamt zeigt sich, dass ein sich zeitlich &nderndes Magnetfeld
ein elektrisches Feld erzeugt, das das Magnetfeld kreistférmig um-
gibt. Dieses ist fiir die Induktion von Stromen verantwortlich. Das
E-Feld ist also nicht mehr wirbelfrei. Die elektrischen Feldlinien
sind geschlossen und haben keinen Anfang und kein Ende.

B -B
ady Ahi

I-_.- i = | - . . II'. 4 o P .H"ul '\"\._
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Abb. 5.5 Erzeugung von elektrischen Feldern durch Anderung des
Magnetfelds.

5.2 Faraday’sches Induktionsgsetz

Wir betrachten einen U-formigen Leiter, der von einem verschieb-
baren Draht abgeschlossen wird. Bewegt sich der Draht mit Ge-

Magnet
v

Abb. 5.2
Die Anderung des B-Feldes

erzeugt einen Strom im Ring.
Stahlstab

Aluminiumring HONE )

Abb. 5.3

Induktions-Kanone.

Spulenkern

Abb. 5.4
Transformator mit Eisenkern.
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5.2 Faraday’sches Induktionsgsetz

schwindigkeit ¢, so wird durch die Lorentzkraft eine Kraft auf die
Ladungstriger ausgeiibt. Nach den gleichen Uberlegungen wie bei
der Hall-Spannung entspricht dies einem dquivalenten elektrischen
Feld E = vB entlang des beweglichen Drahts. Die “induzierte” Spa-
nungsdifferenz ist bei einer Lange s gegeben durch

Uy = f Eds = —Es = —vsB
Abb. 5.6

In einem Magnetfeld wird in .
einem Draht mit CGeschwin- Die Richtung des B-Feldes gibt nach der Rechten-Hand-Regel die

digkeit ¢ ein Strom induziert. Richtung des Weges § vor, der damit entgegengesetzt zum E-Feld
ist. Dies erklart das Minus-Zeichen. Diese Spannung erzeugt einen
Strom in der geschlossenen Leiterschleife, wirkt also wie eine Span-
nungsquelle.
In Verallgemeinerung dieses Spezialfalls lasst sich das Produkt vs
auf der rechten Seite dieser Gleichung auch interpretieren als eine
Anderung der Fliche A = xs der Leiterschleife (s ist konstant)

A =0 (xs) =vs

Wenn B ebenfalls konstant ist, kann man die rechte Seite mit der
zeitlichen Anderung des magnetischen Flusses identifizieren

Oy = O, ff BdA=0,B f[ dA) = 8,(AB) = (8,A) B = vsB

so dass

Upna = ~0, f BdA (5.5)

Auch die linke Seite der Gleichung lésst sich verallgemeinern. Da
der U-formige Leiter ruht, wird dort keine Spannung induziert, so
dass man das Linienintegral auf einen geschlossenen Weg ausweiten
Faraday’sches Indukti- kann,
onsgesetz in integraler L I
f ds = -8, f BdA (5.6)

Form

Dabei sind die Richtung des Integrationswegs ds und des Fliachen-
vektos dA tiber die Rechte-Hand-Regel miteinander verbunden. Wen-
det man den Stokes’schen Integralsatz auf die linke Seite an

fﬁdgz ff(vXE)dA

Faraday’sches Indukti- so folgt fiir beliebige Fléchen
onsgesetz in differentiel-

ler Form VxE =-0,B (5.7)

Diese neuen Maxwellgleichungen erzetzen die Gleichung VxE = 0
und 51{ E§ = 0 der Elektrostatik. Sie beschreiben die Entstehung

von elektrischen Wirbelfeldern bei zeitlicher Anderung des Magnet-
feldes.
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5.2 Faraday’sches Induktionsgsetz

5.2.1 Lenz’sche Regel

Das Minuszeichen in Gleichung[5.6] und [5.7] beinhaltet die Lenz’sche
Regel:

e Die durch Induktion entstehenden Strome und Felder sind
immer entgegengesetzt zu ihrer Ursache.

Dies ldsst sich auch als Energieerhaltung interpretieren. Steigt der
magnetische Fluf ¢,,, so sollte er keine Wirkung entfalten, die zu
einer erneuten Steigerung und damit sukzessive zu einem beliebig
grofsen Magnetfeld fiihrt.

Beispiel: Gegeben sei ein Metallring mit Flachenvektor A im Feld
B eines Stabmagneten. Wir definieren A so, dass A in Richtung
von B zeigt. Wird der Magnet weggezogen, so verringert sich der
magnetische Fluf ¢,, durch die Ebene A des Rings, also 9,¢,, < 0.

Wegen des Minuszeichens in Gleichung ist damit j{ Eds > 0,

so dass der im Ring induzierte Strom I;,q = Uj,q/ R entsprechend
der Rechten-Hand-Regel zu A orientiert ist. Dieser Strom erzeugt
ein magnetisches Moment m, das in Richtung von A und damit
auch B zeigt. Damit ergibt sich, bei Verringerung des Feldes B
des Stabmagneten in der Ebene des Rings, ein neues Magnetfeld in
Richtung von B:

e B wird schwiicher = Bmd zeigt parallel zu B.
e B wird stirker = Bmd zeigt entgegengesetzt zu B.

Im ersten Fall werden also entgegengesetzte Pole von B und m
zueinander zeigen und es wirkt eine anziehende Kraft.

5.2.2 Stromerzeugung

Es gibt zahlreiche Anwendungen des Induktionsgesetzes. So wird
zum Beispiel beim Lesen von Kreditkarten ein magnetisierter Strei-
fen an einer Spule vorbeigefithrt und die induzierte Spannung ge-
messen.

Bei weitem die wichtigste Anwendung ist jedoch die Erzeugung
von Strom durch das Drehen einer Leiterschleife in einem perma-
nenten Magnetfeld. In einem homogenen Magnetfeld B gilt fiir eine
konstante Winkelgeschwindigkeit w der Drehung

=f BdA=BA=B A coswt
Die induzierte Spannung
Uing = =0y ¢y = w B Asinwt (5.8)

ist also proportional zur Drehgeschwindigkeit. Schlieft man den
Stromkreis iiber einen Verbraucherwiderstand, so ist die zur Dre-
hung erforderliche mechanische Energie abhéngig vom induzierten

Lenz’sche Regel und
Energieerhaltung

Abb. 5.7
Erzeugung einer Spannung

durch das Drehen einer Leiter-
schleife im Magnetfeld.

1
|nd
0
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2Trwt

Abb. 5.8

Magnetischer Flufs und indu-
zierte Spannung in einer dye-
henden Leiterschleife.



5.3 Selbst-Induktivitat

Strom und damit vom Wert des Widerstands. Zu Zeiten maximaler
Anderungsrate von ¢,, ist die induzierte Spannung maximal.

Der Strom in der Leiterschleife bewirkt selber ebenfalls ein Ma-
gnetfeld (Dipolfeld), das mit dem dufseren Magnetfeld wechselwirkt.
Die dadurch entstehenden Krifte bewirken die Ubertragung von
mechanischer Energie in elektrische Energie.

5.2.3 Wirbelstrome

¢ & Bei der Bewegung ausgedehnter Metallkérper in einem &ufseren Ma-
= = = gnetfeld werden im Letall durch Induktion Stréme induziert, die in
2 2.8 ® den inhomogenen Randbereichen wirbelférmig verlaufen. Das durch
® ®B® ® den Strom entstehende magnetische Moment wechselwirkt mit dem
¥ ®Q aufseren Magnetfeld. Entsprechend der Lenz’schen Regel wirkt die-
@’%%@ se Kraft entgegen der Bewegungsrichtung. Die Bewegungsenergie
' @ des Metalls wird durch den Ohm’schen Widerstand in Warme um-

gewandelt. Dieser Effekt wird zum Beispiel bei Ziigen als Bremse
L benutzt.

Abb. 5.9
E Wirbelstro- o o e
men (Wikipedin), 0.3 Selbst-Induktivitat

Fiir jede Anordnung von Leitern und Stromen gilt, dass die Stréme
Magnetfelder erzeugen. Andert sich der Strom, so éndert sich auch
das Magnetfeld, und damit wird nach dem Induktionsgesetz eine
Spannung induziert,

@ I = 815 B = Uind

Man definiert daher die Selbstindiktivitit L iiber die Gleichung

Uina = —L 0,1 (5.9)

Dabei wird L nur von der Geometrie und den Materialeigenschaften
der Leiter abhéngen und damit im Allgemeinen konstant sein. Die
Einheit der Induktivitat ist

[L]=1Henry = 1H = %

Beispiel: Spule
Bei einer langen Spule mit N Windungen, Lange [ und Windungs-
dichte n = N/l ist das Magnetfeld

B=pyp-nl

so dass
OB = po prn O 1

Die in der Spule selber induzierte Spannung ist bei N Windungen
ist insgesamt

Usna = §I§Ed§: “NAOB=-nlA8B=-nV uguen oI
——

S
=V -I
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so dass mit dem Volumen V = Al fiir die Induktivitét folgt:

L = o prn*V (5.10)

Anschaulich ergibt sich der Faktor n?, da die nl Windungen ein Ma-
gnetfeld erzeugen, dass auf die nl Windungen wirkt. Beispielsweise
ist bei n = 10ecm~! und V' = 10cm?® und g, = 1000 die Induktivitat
L ~ 12mH.

5.3 Selbst-Induktivitat
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6.1 Schaltvorgédnge mit Spulen und Kondensatoren

=
0+
~

t~

Abb. 6.1
Schaltung zum Einschalten ei-
ner Spule.
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6 Schaltkreise

6.1 Schaltvorgange mit Spulen und
Kondensatoren

6.1.1 Einschalten einer Spule

Wir betrachten einen Stromkreis mit Spannungsquelle Uy = const.,
Widerstand R und Spule mit Induktivitdt L. Hier beinhaltet R
sowohl den Ohm’schen Widerstand der Spule als auch den Innen-
widerstand der Stromquelle. Schaltet man den Stromkreis zur Zeit
t =0 ein, so beobachtet man, dass sich der Strom nur langsam auf-
baut, bis er schlieflich einen konstanten Wert I = Uy/R erreicht.
Der Grund hierfiir ist die Selbstinduktivitat der Spule, in der nach
der Lenz’schen Regel eine Gegenspannung aufgebaut wird, die der
Spannung U, entgegenwirkt.

Fiir die Maschenregel 3, U = Y. Ui wird die induzierte Spannung
als weitere Spannungquelle betrachtet,

Ug-i—Umd: UR=RI
mit Uj,q = —L 0,1 folgt

L Uo

Up-L o1 =RI —0l+1=—

0 t = B + R
also eine Differentialgleichung erster Ordnung. Da die Groke L/R
die Dimension einer Zeit tragt und U/ R die Dimension eines Stroms,

werden die Abkiirzungen

L Uy
== oo = — 6.1
T=% = (6.1)
eingefiihrt. Damit folgt fiir die Differentialgleichung]]
T O T+1 =1 (6.2)

7 Eine Differentialgleichung der Form
TOI+1=1,

kann man nach Variablen separieren

I I dt
- (I-1., -
i S e

und integrieren (nach Umbenennung der Variablen)

/I(w ar’ N () B SO
Iy I,_Ioo to T IO_IOO - T



6.1 Schaltvorgédnge mit Spulen und Kondensatoren

Offenbar ist 7 die charakteristische Zeit und I, der charakteristi-
sche Strom des Einschaltvorgangs. Insbesondere erwartet man fiir
lange Zeiten t = oo nach dem Einschaltvorgang, dass der Stromkreis
stabil wird, d.h. 9, = 0. Aus der Differentialgleichung folgt daher
unmittelbar, dass

I(t=00) =1

Die Losung der Differentialgleichung ist allgemein

](t) I :e_t—%

6.3
L. (6.3)

Zum Zeitpunkt ¢y = 0 soll auch der Strom Null sein, Iy = 0. Damit
folgt

I(t) =1 (1)

(6.4)

Offenbar baut sich der Strom durch die Selbstinduktion der Spule
nur langsam auf mit einer Zeitkonstante 7= L/R.

6.1.2 Einschalten eines Kondensators

Fiir die gleiche Schaltung nur mit einem Kondensator der Kapazitit
C' anstelle der Spule gilt nach der Maschenregel mit Us = Q/C

UO:RI+%:R@Q+%

Hier ist @ die Ladung im Kondensator. Mit

7=RC| [Qu-=U0,C (6.5)
folgt
‘T'atQ‘FQ:QOO‘ (66>

Diese Differentialgleichung hat dieselbe Form und Losung wie Glei-
chung mit der Ersetzung I(t) — Q(t). Wird der Kondensator
ab to = 0 aufgeladen, so ist Q(t =0) =0 und daher

Q) = Quc (1-¢717)

6.7)

Der Strom hingegen ist

I(#) = 9, Q(t) = % et

Der Kondensator muss zunéchst aufgeladen werden. Danach ist der
Strom Null. Der Kondensator ist undurchlassig fiir Gleichstrom.

6.1.3 Ausschalten einer Spule

Eine Spule wird lange Zeit nach Einschalten wieder iiber einen wei-
teren Widerstand kurzgeschlossen. Zur Zeit ¢ << 0 wurde der Schal-
ter geschlossen. Zur Zeit t = 0 gilt dann I (¢t = 0) = Up/Ry. Wird

I(t)

Abb. 6.2
Strom beim Einschalten einer
Spule.

Abb. 6.3
Schaltung zum Einschalten ei-
nes Kondensators.

QM)

Abb. 6.4
Ladung beim Einschalten ei-
nes Kondensators.
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6.2 Energiedichte des Magnetfelds

Abb. 6.5
Schaltung zum Ausschalten
einer Spule.

I(t)

Abb. 6.6
Strom beim Ausschalten einer
Spule.

o8

der Schalter zur Zeit t = 0 gedfinet, so ist die Spule iiber die beiden
Widerstande kurzgeschlossen. Nach der Maschenregel folgt

0=(Ry+R;)I+Lo 1

Mit
B L
" Ri+Rp
folgt
TOI+1=0

Diese Differentialgleichung hat dieselbe Form und Losung wie Glei-
chung mit der Ersetzung I, =0, so dass

~tq

I(t)=Iye =" (6.8)
Mit I(O) = IL(O) = UO/RL fOlgt
I(t)= ==t (6.9)

Insbesondere ist die Spannung ganz kurze Zeit ¢ 2 0 nach dem

Kurzschlieien

R
U =R, I= UOR1

L
Fir Ry > Ry treten daher sehr hohe Spannungs-Spitzen bei R; auf.
Daher muss beim Ausschalten von Spulen vorsichtig vorgegangen
werden, um Schaltungen nicht zu gefahrden.

6.2 Energiedichte des Magnetfelds

Die Energie, die im Stromkreis (Abbildung [6.5) nach Abschalten
der Spannungsquelle verbraucht wird, muss im Magnetfeld der Spu-
le gespeichert gewesen sein. Daraus soll die Energiedichte des Ma-
gnetfelds berechnet werden. In einem kleinen Zeitraum dt wird in
den beiden Widerstinden die Energie

L
dW =P(t)dt =UIdt=(Ry+ Ry) I*dt = =1*dt
T

deponiert. Integration ergibt mit Gleichung

Wfdwf

Der Strom I, hatte zum Zeitpunkt ¢ = 0 das Magnetfeld B =
1o pr-m I erzeugt. Zusammen mit der Induktivitdt L nach Gleichung
ergibt sich

[2 -2t/T dt = L[2
2

1
W = ) BHYV (6.10)
Die Energiedichte ist damit also
1 1
w:K:—BH: B? (6.11)
V 2 2 Ho [y




6.3 Energie im Wechelstromkreis

Fiir eine Kombination aus elektrischem und magnetischem Feld
folgt also als Energiedichte

1 1
w=-—FED+-BH (6.12)
2 2
Ein Magnetfeld der Stdrke B = 1T hat also in einem Volumen von

V = 1m?3 den Energieinhalt von W =4-10%Joule.

6.3 Emnergie im Wechelstromkreis

Wie beschrieben kann man Wechselspannungen durch Drehen einer
Spule in einem Magnetfeld recht einfach erzeugen. Im Folgenden
soll die Reaktion eines Stromkreises auf eine dufsere Wechselspan-
nung betrachtet werden. Einschaltvorginge, die ja nach kurzer Zeit
abklingen, werden hierbei vernachléssigt. Beispiele fiir Anwendun-
gen sind elektrische Gerdte im Haushalt, Musik-Wiedergabe oder
elektronische Signalverarbeitung.
Im Allgemeinen wird eine Wechselspannung der Form

U(t) = Uy cos(wt + @u) (6.13)
mit Frequenz v, Kreisfrequenz w und Periodendauer 7',
1 2
r7=-== w=21Tv (6.14)
voow

in einem Schaltkreis mit Widerstédnden, Kondensatoren und Spulen
zu einem Strom
I(t) = Iycos(wt + ¢r) (6.15)

fithren. Die im Stromkreis verbrauchte Leistung (siehe auch Glei-
chung [3.10)) zu jedem Zeitpunkt ist

P)=Ut) I(t)

Da Spannung und Strom periodisch sind, reicht es, eine Perioden-

dauer 5
7="
w

zu betrachten. Die mittlere Leistung iiber eine Periode ist

1 T
P=- f Uldt (6.16)
T Jo

Einsetzen von U(t) und I(t) ergibt aufgrund der Additionstheore-
md®| unter dem Integral die Terme

T 1 T
[ cos? (wt+py ) dt = 3 [ cos(wt+py) sin(wt+ey)dt =0
0 0

8 Fiir A =~ -3 gilt

cos(a+ ) cos(a+7)
= cos(a+f) cos(a+ S+ A)
= cos(a+ ) [cos(a+ B)cos A -sin(a+ 3)sin A]
= cos?(a+f) cosA —cos(a+f) sin(a+B) sinA
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6.4 Komplexe Widerstande

AV,

Abb. 6.7
Strom und Spannung in Pha-

BV

Abb. 6.8
Strom und Spannung um 7/2
phasenverschoben.

60

Dies gilt unabhéngig von der Anfangsphase oy bei Integration iiber
eine volle Periode. Insgesamt ergibt sich fiir die tatséchliche “Wirk-
leistung”

=1
P= 5 Uo I(] COS(QOU - QOI) (617)

Die Phasendifferenz zwischen U und [ ist also entscheidend fiir die
Wirkleistung.

o pu—pr=0 B
Strom und Spannung sind in Phase, die Wirkleistung ist P =
1
sUpl.
2

® Yy —pr==7/2
Hierfiir ist P =0, es wird keine Wirkleistung verbraucht.

Haufig werden anstelle der Spitzenwerte Uy und I die Effektivwerte

1
Ueff: —Uo, Ie

_1 I
\/5 ff \/5’0

verwendet, so dass

P =UessLey cos(py - i) (6.18)

Zum Beispiel ist fiir die standardisierte Spannung U = 220V die
Spitzenspannung Uy = 311V.

6.4 Komplexe Widerstande

Fiir Schaltkreise mit mehreren Kondensatoren und Spulen wird die
Berechnung der Differentialgleichungen und deren Loésung sehr auf-
wendig und die resultierenden Widerstiande sind frequenzabhéngig,
R = R(w). Man fiithrt daher - zur Vereinfachung der Rechnungen -
komplexe Widersténde ein.

Wir betrachten eine kosinusférmige Spannung und wéhlen den
Zeitpunkt ¢t = 0 so, dass die Phase Null ist. Der daraus resultierende
Gesamtstrom kann gegeniiber der Spannung um einen Winkel ¢
verschoben sein. Anstelle der Darstellung mit reellen Funktionen

U =U coswt I = Iy cos(wt + @) (6.19)
fiihren wir eine Darstellung mit komplexen Funktionen ein,
U =Uye™! I =1Iye™te (6.20)

Auch hierbei sind Uy, Iy und ¢ reell. Fiir die komplexe Darstellung
definieren wir den komplexen Widerstand

Z
I I

und die Impedanz als |Z|.



6.4.1 Ohm’scher Widerstand

In diesem Fall gilt auch in der komplexen Darstellung einfach das
Ohm’sche Gesetz

U=RI=Uye™!
so dass mit Iy = Uy/R
I = % eiwt
Die Impedanz ist in diesem Fall reell,
%=%=R (6.21)

6.4.2 Kondensator

Die Ladung @ im Kondensator ist gegeben durch Spannung U und
die Kapazitit C' = @Q/U. Damit folgt fiir den Strom, der in den
Kondensator fliefst,

1=0,Q=CoU| (6.22)
In der komplexen Darstellung folgt aus
U = Upe™*
der Strom
I=CoU =iwCUye™ = wC Uy e /) (6.23)
und fiir den komplexen Widerstand Z = U/I
Zo= — (6.24)
iwC

Die Phasenverschiebung um 7/2 ergibt sich, weil erst ein Strom flie-
fsen muss, um im Kondensator die Spannung aufzubauen. Dies gilt

auch fiir die reelle Darstellungf] Nach Gleichung wird bei dieser
Phasenverschiebung im Kondensator keine Leistung verbraucht.

6.4.3 Spule

Entsprechend dem Induktionsgesetz ist die Spannung in der Spule

gegeben durch

9 In der reellen Darstellung folgt fiir U = Uy coswt als Strom

(6.25)

1 =C0U =-wCUysinwt = wCUy cos(wt + g)
Dies ist aber gerade der Realteil der komplexen Darstellung,

ReU = Uy coswt Rel =wC Uy cos(wt + g)

6.4 Komplexe Widerstiande

Abb. 6.9
Strom und Spannung sind
beim Ohm’schen Widerstand
in Phase.

B

Abb. 6.10
Phasenverschiebung
Kondensator.

beim

Im Kondensator eilt der
Strom vor.
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6.4 Komplexe Widerstande

N\

Abb. 6.11
Phasenverschiebung bei der
Spule.

Beir  einer  Induktivitat
kommt der Strom spit.

12|

Abb. 6.12
Komplexe Widerstinde als
Funktion der Frequenz.

Im(2)

Abb. 6.13
Zeigerdiagramm: Widerstan-
de in der komplexen Ebene.

U, ° HR

o

Abb. 6.14
R-C-L Reihenschaltung.
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so dass sich fiir den Strom

1 1 , 1 . 1 .
J== f dt = = [ wt gt = iwt _ i (wt-m/2)
p ) U= ) toe ior 0 = e

(6.26)
ergibt. Der komplexe Widerstand Z = U/I ist damit
621

Die Phasenverschiebung um -7/2 zwischen Strom und Spannung
ergibt sich, weil nach der Lenz’schen Regel die induzierte Spannung
dem Strom entgegenwirkt und dieser sich daher erst langsam auf-
bauen kann. Dies gilt auch fiir die reelle Darstellung[®} Nach Glei-
chung wird bei dieser Phasenverschiebung in der Spule keine
Leistung verbraucht.

6.4.4 R-L-C Schaltungen

Fiir eine Schaltung mit Ohm’schen Widerstanden, Kondensatoren
und Spulen ergeben sich Phasenverschiebungen zwischen den Span-
nungen und Stromen dieser Komponenten. In der reellen Darstel-
lung fiihrt dies zu komplizierten Formeln mit Sinus und Kosinus
Termen und deren Amplituden und Phasen. Das Rechnen in der

komplexen Darstellung ist dagegen viel einfacher. Entsprechend
Ohm’scher W. | Kondensator Spule
Formel U=RI I=CoU U=LolI
Z R — iwL
Phase p; — ¢y 0 +3, Ivor | =%, I spét
Leistung P %U()Io 0 0

Tabelle 6.1 Komplexe Widerstdnde und Phasenverschiebungen bei
Wechselspannungen.

diesen Formeln sperrt der Kondensator bei kleinen Frequenzen w,
die Spule dagegen sperrt bei grofsen Frequenzen.

Fiir das Beispiel einer Reihenschaltung von R, C' und L in Abb.
ergibt sich nach den Kirchhoff’schen Regeln

e Knoten: es gibt keine

e Masche:
U:UR+U0+UL

10 In der reellen Darstellung folgt fiir U = Uy coswt als Strom

1
I= 7 fUdt: g—z sinwt = 5—2 cos(wt —7/2)

Auch fiir die Spule ist dies gerade wieder der Realteil der komplexen Ldsung,

ReU = Ujcoswt Rel = % cos(wt —7/2)
w



Hierbei ist U die von aufen angelegte Spannung. Durch Ableiten
nach der Zeit folgt aus den Formeln in Tabelle [6.1

1

Dies ist fiir I(¢) eine lineare Differentialrechnung 2. Ordnung mit
reellen Koeffizienzen. Gelost werden soll diese Gleichung fiir

U =Uycoswt
Fiir reelle Uy ist dies der Realteil der komplexen Winkelfunktion,
Re (Uo ei“t) = Uy coswt

Man 16st also die komplexe Gleichung
. 1 1
0y (Upe™) = RO, + 6[+ LO?I= (RO, + ol +L0?) 1

mit einem komplexen Ansatz fiir 7(¢) und betrachtet nachher als
physikalische Losung nur den Realtei]E von I(t). Dies ist nur ein
mathematischer Trick, der funktioniert, weil die Ausdriicke in der
Klammer alle reell sind2]

6.5 Wechselstromschaltungen

6.5.1 R-C Glied als Hochpass

Zunichst wird der Gesamtwiderstand und Strom berechnet. Dar-
aus folgt die Ausgangsspannung U, als Spannungsabfall {iber den
Widerstand R. Fiir diese Schaltung findet man

U=Ug+Uc=2Zpl + Zcl = (Zp+ Zc)] = Zgeol

1 / 1
des :R+R |des| = R? + wZCQ

Der Winkel ¢, zwischen Imagindr- und Realteil von Z ist

-1/(wC) 1
R WwCR

Damit ist der Strom

U UO €iwt UO

= - = ei(WtfﬂoZ)
Zges |Z968| ez |Zg€5|

Zges = |Zges| €77

tanpyz =

I =

"' Man kénnte auch den Imaginérteil von I(t) betrachten. Dieser entspricht der
Losung fiir U = Uy sinwt und enthélt bis auf eine Phasenverschiebung keine
neuen Informationen.

2In der Quantenmechanik dagegen miissen Differentialgleichungen
(Schrodinger-Gleichung, Dirac-Gleichung) mit komplexen Koeffizien-
ten gelost werden. Ihre Losungen, die Wellenfunktionen von Teilchen,
sind dann tatsédchlich komplexe Funktionen, die physikalisch interpretiert
werden miissen.

6.5 Wechselstromschaltungen

Abb. 6.15
Hochpass aus Widerstand und
Kondensator.

Ul

Abb. 6.16
Ausgangsspannung von Hoch-
und Tiefpass.

¢

Abb. 6.17
Phase der Ausgangsspannung
von Hoch- und Tiefpass. 63



6.6 Schwingkreise

U

Ua
1

==

Abb. 6.18
Tiefpass aus Widerstand und
Kondensator.

L

Abb. 6.19
RCL- Reihenschwingkreis.
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Die Ausgangsspannung U, wird gemessen als Spannungsabfall iiber
dem Ohm’schen Widerstand R,

ZRr RU wCR ,
Ua =Zgrl = U= = Ue¥z
f des des v1+ OJ202R2

Die Durchlassfunktion fiir diesen “Spannungsteiler”

\Udl  |Zr| wCR
|U| |des| V 1 +w2C2R2

zeigt, dass der Kondensator fiir kleine Frequenzen sperrt, fiir ho-
he Frequenzen w >> 1/(RC' aber durchléssig ist, so dass die Ein-
gangsspannung fast vollstandig auch am Ausgang anliegt, |U,| S |U]
(Hochpass).

Der Strom ist gegeniiber der Spannung um -z phasenverscho-
ben. Da an R keine Phasenverschiebung stattfindet, sind U, und I
in Phase und damit ist auch ¢, = ¢; = —pz.

6.5.2 R-C Glied als Tiefpass

Andert man in der obigen Schaltung die Reihenfolge von Konden-
sator und Widerstand, so bleibt der Gesamtwiderstand und Strom
unverdndert. Die Ausgangsspannung fallt iiber dem Kondensator
ab,

Zc

U, = Zo] - I < 1/(iwC)

Zges  R+1/(iwC) v

so dass die Durchlassfunktion

|Ud| 1
Ul V1 +w2C2R?

ist. In diesem Fall liegt ein Tiefpass vor, denn der Kondensator
schliefst hohe Frequenzen gegeniiber der Masse kurz.

6.6 Schwingkreise

6.6.1 R-C-L Serienschwingkreis als Fre-
quenzfilter

Die bereits in Gleichung |6.28 angegebene Differentialgleichung hat
die gleiche Form wie die Bewegungsgleichung eines Pendels mit Rei-
bung und periodischer Anregung (siche Mechanik-Vorlesung). Ge-
nau wie dort erwartet man also ein Resonanzverhalten.

Der Gesamtwiderstand ist in diesem Fall

1 1
deSZZC+ZL+ZR:m+iwL+R:R+i(WL_E)



6.6 Schwingkreise

Aus C und L lassen sich Grofen mit der Dimension einer Frequenz
und eines Widerstands konstruieren, die charakteristisch fiir das
Problem sind:

L
RLC’ = 6 (629)

Wy =

1
VLC

Damit lésst sich der Imaginérteil von Z,., schreiben als

1 2 _,,2
wL——=RLcw wo

wC W W

1 2 V (JJ2—UJ2 2
|des|:\/R2+((JJL—E) :\IR2+R%C( wwoo)

Offenbar wird Z,.; minimal bei w = wy, so dass wy die Resonanz-

(6.30)

frequenz ist. Die Ausgangsspannung ist wieder Abb. 6.20
Zn Ausgangsspannung des Rei-
U,=2grl = 7 U henschwingkreises fir Rgy, =
ges 4R.
so dass die Durchlassfunktion )

-1

' 2
|Ua| — 1 + R%C WQ _wg
U ges| R? W Wo
ein Maximum bei der Resonanzfrequenz wy hat. Bei dieser Frequenz
ist das LC-Glied vollstandig durchléssig. Die Breite der Resonanz-

kurve wird so definiert, dass Realteil und Imaginérteil von Z.
gleich grof sind, also

Abb. 6.21
Ausgangsphase des Reihen-
schwingkreises fiir Rop, = 4R.

oder
wf’Q LC-1= Fwi2 CR

Subtrahiert man diese beiden Gleichungen voneinander, so findet
man als Breite beziehungsweise relative Breite der Resonanzkurve

Aw e = B 1 Aw R
SN LT R wo Rrc

Die Phasenverschiebung ergibt sich wegen

Im(Zyes)
| = " fges)
an(SDZ) Re(des)
i wl — % Ric w? - w?
tan(py, ) = tan(-pz) = - T R om

Auf der Resonanz, bei w = wy, ist

PYu, = 07 des = R, Ua =U
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6.7 Energie im Schwingkreis

U
o+ g
o0
o )
Abb. 6.22
CL- Parallelschwingkreis.
Ul
UO
w
Abb. 6.23

Ausgangsspannung des Par-
allelschwingkreises fiir R =
4Rcr.

I

Abb. 6.24
Ausgangsphase des Parallel-
schwingkreises fiir R = 4Rcp.
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6.6.2 R-C-L als Parallelschwingkreis
Fiir die Parallelschaltung von C' und L gilt nach der

e Maschenregel:

Uc=Up
e Knotenregel:
U, Uec 1
I=Ip+lc=—+—=Uc—=
Ltlic ZL+ZC CZ,

mit dem rein imagindren Widerstand

1 1 1

111 . ZuZc L/C
7' 71 Zco

T 7L+ Ze i(wh- X

Mit den gleichen Definitionen fiir wy und Ry wie beim Reihen-
schwingkreis (Gleichung [6.30)) folgt

. W Wy

!

A4 Z—ZRLC 3
W= =Wy

Fiir den Gesamtwiderstand gilt dann

' 2
, W Wo
|des|=|ZR+Z|=\‘Rz+Ric (—wz )

Offenbar wird der Betrag von Z,., beliebig grof bei der Resonanz-
frequenz w = wy. Die Spannung fallt also auf der Resonanz komplett
iiber dem LC-Glied ab. Aus der Ausgangsspannung des Spannungs-
teilers folgt als Durchlassfunktion

2
v 1zel [ e (e
[Uges| [ Zges| R? \w? - wg

6.7 Energie im Schwingkreis

-1

In einem Reihenschwingkreis ohne &ufsere Spannungsquelle muss zu
jedem Zeitpunkt die zeitliche Anderung der Energie in Kondensator
und Spule gleich der Verlustleistung im Widerstand sein,

1 1
—at (§C'Ug + —LIZ) = URI

> (6.31)

Mit Ug = RI und Ug = CQ folgt
1 1 1 1
0=RI*+0, (%Cf + §LI2) = RI2+EQI+LI oI =1 (RI+5Q+L o)

Der Ausdruck in der Klammer muss Null sein. Ableitung nach der
Zeit liefert .

LOX + RO + 6[ =0
Dies ist wieder die Differentialgleichung [6.28], die aus der Maschen-
regel folgte.



e Die Energie in der Spule ist maximal, wenn der Realteil Re(1)
maximal ist.

e Die Energie im Kondensator ist maximal, wenn die Spannung
Re(Uq) maximal ist.

6.8 Fourier-Analyse

Untersucht werden soll zunéchst die Reaktion eines Stromkreises
auf eine beliebige periodische Anregung U = f(t) mit Periodendauer
T'. Hierfiir gilt
f)y=f@+T)

fiir alle ¢. In diesen Féllen kann jede beliebige Pulsform durch eine
Fourier-Zerlegung in Beitréige einzelner Frequenzen zerlegt werden.
Bei linearen Schaltkreisen, bei denen Spannungen und Stréme linear
voneinander abhidngen, kann dann nach dem Superpositionsprinzip
das Resultat fiir jede Frequenz aus den Beitrédgen der einzelnen
Frequenzen wieder zusammengesetzt werden.

Jede periodische Funktion kann durch eine diskrete Fourierzer-
legung beschrieben werden als eine Superposition von Sinus und
Kosinus-Funktionen. Allgemein gilt fiir jede periodische Funktion
f(t) mit w = 27w =27/T

f(t) =fo+ f1 cos(wt + 1) + fa cos(2wt + ps) + f3 cos(3wt + ¢3) + ...
(6.32)

= i fr cos(nwt +¢n) (6.33)
n=0

Dies ist also ein Linienspektrum mit konstanten Abstdnden w und
reellen Amplituden f,,. Da

1 . )
cosa = 5(6”‘ +e')

lasst sich die Summe auch mit komplexen Funktionen schreiben,
wenn man auch negative n zulésst.

f(t) = i et netren) = i fo et ion = i foe™et (6.34)

wobel im letzten Schritt die komplexe Phase in die dann ebenfalls
komplexen Fourier-Amplituden f,, absorbiert wurde. Diese lassen
sich berechnen3] durch

r 1 T —imwt
fm:?fo F(£) e et gt (6.35)

13 Multiplikation mit e~*“! und Integration auf beiden Seiten fiihrt zu

T ) iad T .. . ) & T
f f(t) e—zmwt _ Z f fn eznwt—zmwt _ Z [ fn ez(n—m)wt
0 0 0

n=—oo n=—oo

e Fiir n = m ist die Exponentialfunktion gleich 1 und das Integral gleich
T.

6.8 Fourier-Analyse

Abb. 6.25

Approximation einer periodi-
schen Rechteck-Funktion mit
den ersten 10 Summanden
einer Fourier-Transformation
(www.falstad.com /fourier).
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6.8 Fourier-Analyse
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Bei nicht periodischen Vorgéngen ist die “Periodendauer T quasi
unendlich grofs, so dass die Absténde w = 27/T zwischen den Fre-
quenzen unendlich klein werden. Damit geht das Linienspektrum
iiber in ein kontinuierliches Spektrum

1 < iwt i3 1 * —iwt

f0)= o= [ fwea f@=o0= [ foesa

(6.36)
Jeder Schwingkreis, und ganz allgemein jeder Messprozess, stellt
einen Apparat zur Fourier-Analyse dar. Er reagiert unterschied-
lich auf unterschiedliche Frequenzen. Ist der Schwingkreis linear,
so reicht eine Darstellung seiner Eigenschaften als Funktion der
Frequenz aus um sein Verhalten vollstdndig zu charakterisieren.
Das zeitliche Verhalten ergibt sich dann aus der Riicktranforma-
tion. Ein idealer Messapparat, der ein zeitliches Verhalten exakt
messen kann, muss also einen linearen Zusammenhang zwischen
Eingangs- und Ausgangsignal haben, und seine Ausgangsamplitu-
de und -Phase muss frequenzunabhéngig sein.

e Fir n+m ist

T . .
f ez(n—m) wt _ # (ez(n—m)wT _ 1) =0
0 i(n—m)w

wegen w1 =27 und ™ = 1.

Insgesamt bleibt also nur der Term mit n = m und es folgt Gleichung [6.35



7 Maxwell - Gleichungen

7.1 Der Verschiebungsstrom

Das Faraday’sche Gesetz
V X E = —8t§

beschreibt, dass die zeitliche Verdnderung des magnetischen Flusses
ein “wirbelférmiges” F-Feld erzeugt (und umgekehrt). Im Folgenden
wird gezeigt, dass dies auch anders herum gelten muss:

e Die zeitliche Anderung von E-Feldern erzeugt B-Felder.

Im Detail betrachtet man einen Kondensator beim Aufladen und
berechnet das Magnetfeld um eines der Zuleitungskabel.

— | —

Integral iiber Kreisbahn Integral iiber Kreisflaiche

Man kann, bei gleicher Kreisbahn als Rand der Fléache, aber auch
eine Flache wahlen, die keine Ebene ist, sondern mitten durch den
Kondensator verlduft. Da mitten zwischen den Kondensatorplatten
kein Strom fliefst, gilt

fédg - ;m[/jdfl -0 (1.2)
—_——

N
Integral iiber Kreisbahn  Integral mitten durch Kondensator

Mathematisch gibt es also einen Widerspruch zwischen diesen
beiden Gleichungen. Maxwell interpretierte dies so, dass das Am-
pere’sche Gesetz nicht vollstdndig sein kann, sondern dass das sich
im Kondensator aufbauende E-Feld die Funktion des Stroms iiber-
nimmt. Mit der Kapazitiat C = egA/d gilt fiir die Ladung im Kon-
densator

Q:OUZE()gU:EQAE

Daraus folgt
1= 8tQ = GOAatE

Damit definierte Maxwell die “Verschiebungsstromdichte” als

I
v =—=¢6 O F
Jv 1 €0 Ot
Dies ist ein symbolischer Strom, der im Kondensator nur durch die
zeitliche Anderung des E-Feldes gegeben ist. Addiert man nun die
tatsédchliche, reale Stromdichte j und die Verschiebungsstromdichte

jv, so erhélt man die neue Form des Ampere’schen Gesetzes.

$Bds=p [[ G+iv)da (7.3)

7.1 Der Verschiebungsstrom

+
I N
+
+
+
o
U
o)
+
I +
+
o
+
o
U
o)
Abb. 7.1

Integrationswege zur  Ab-

leitung des
stroms.

Verschiebungs-
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7.1 Der Verschiebungsstrom

Ampere-Maxwell’sches
Gesetz in integraler
Form

Ampere-Maxwell’sches
Gesetz in differentieller
Form
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und damit

fédgzﬂoneomatffﬁdﬁ (7.4)

Experimentell kann man auch tatséchlich in einem Plattenkonden-

sator, der mit Wechselstrom auf- und entladen wird, ein Magnet-
feld nachweisen. Man stellt dafiir eine Ringspule mit Magnetkern
in den Kondensator. Das sich im Kondensator auf- und abbauen-
de E-Feld erzeugt ein wirbelformiges B-Feld, das in der Ringspule
verlauft und dadurch in den Spulenwicklungen eine Spannung in-
duziert. Der Effekt ist allerdings durch die zusétzliche Konstante
€0 = 8.85-10712C2/(Nm?) sehr klein. Er spielt aber fiir elektroma-
gnetische Wellen eine entscheidende Rolle.

Die Notwendigkeit fiir diese Erweiterung des Ampere’schen Ge-
setzes kann man auch aus der Ladungserhaltung folgern. Zunéchst
kann man sehen, dass das Ampere’sche Gesetz in der Form, in der
es in der Magnetostatik benutzt wurde,

VxB =i

nicht allgemein giiltig sein kann. Wendet man namlich die Divergenz
auf diese Gleichung an, so findet man

V(VxB) = 1o Vj

Die linke Seite mit V(V x..) ist mathematisch fiir alle Vektorfelder
immer Null. Die rechte Seite Vj ist aber wegen der Ladungserhal-
tung Vj = —9,0 nur dann Null, wenn sich die Ladungsdichte zeitlich
nirgendwo andert, also im statischen Fall. Z.B. beim Aufladen eines
Kondensators gilt das aber nicht. Benutzt man das Coloumb-Gesetz
VE = 0/€g, so ergibt sich aus der Ladungserhaltung

v} =-0,0= —8t(60VE) = -V(eo atE) (7.5)

Ladungserhaltung und Coulomb-Gesetz erzwingen also, dass man
V x B nur schreiben kann als

VxB = o (j + €0 O,E) (7.6)

Magnetische Wirbelfelder werden also von Stromen und zusétzlich
von zeitlich verdnderlichen elektrischen Feldern hervorgerufen. In-
tegration iiber eine zeitlich konstante Flache und Anwendung des
Stokes’schen Integralsatzes ergibt wieder das Ampere-Maxwell Ge-
setz in integraler Form,

%Bd§=,u0]+eougatf Edfi (77)



7.2 Zusammenfassung der Maxwell-Gleichungen

7.2 Zusammenfassung der Maxwell-
Gleichungen

Aus den bisher diskutierten Experimenten ergeben sich die 4 Max-
wellgleichungen und die Lorentzkraft als Grundlage der klassischen

Elektrodynamik:
vE=2 Gauk (7.8)
€0 Maxwell-Gleichungen in
vB=0 (7.9)  differentieller Form
VxE =-8,B Faraday (7.10)
VxB =y + poco O E Ampere-Maxwell (7.11)
F=q(E+7xB) Lorentzkraft (7.12)

7.8 Ladungen sind Quellen des E-Feldes.

7.9] B-Felder haben keine Quellen.

7.10| E-Felder werden von variablen B-Feldern erzeugt.
7.11) B-Felder werden von Stréomen und von

variablen E-Feldern erzeugt.
7.12) E- und B-Felder iiben Kréfte auf Ladungen aus.

e Die Erhaltung der elektrischen Ladung ist in diesen Gleichun-
gen bereits enthalten. Wendet man die Divergenz auf Glei-

chung [7.11] an
V(VXB) =0= /LO(V} + EgatVE)

und benutzt Gleichung[7.8] so folgt

Ladungserhaltung

Vj+00=0 (7.13)

e Die Maxwell-Gleichungen dndern ihre Form nicht bei einer
Lorentz-Transformation, wenn Zeit und Ortskoordinaten so-
wie die Felder £ und B adiquat transformiert werden. Sie
gehorchen also den Gesetzen der speziellen Relativitétstheo-
rie.

e Durch Anwendung des Gauft’schen oder Stokes’schen Sat-
zes erhélt man die Maxwell-Gleichungen in integraler Form.
Man sollte beachten, dass sich die integralen Formen aus den
differentiellen ergeben, wenn man die zeitlichen Ableitungen
mit den Integralen vertauschen kann. Dies ist nur dann der
Fall, wenn die Integralgrenzen nicht zeitabhéngig sind. Dies
schrankt die Anwendbarkeit der angegebenen Integralformen
ein.
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7.4 Skalares Potential und Vektorpotential

Maxwell-Gleichungen in
differentieller und inte-
graler Form

Maxwell-Gleichungen in
Materie
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vE=2 ﬁEdA:i (7.14)
€0 €o
vB=0 ﬁédfi:o (7.15)

VxE = -0, B fEd§=—atfdefl (7.16)

VxB = g j + proco HE %Ba@ = puo I + puo€o0y [ EdA (7.17)

7.3 Maxwell-Gleichungen in Mate-
rialien

Die Ladungen, Stréme und Felder in den Gleichungen [7.14] etc.
beriicksichtigen bereits Effekte durch Materialien, wenn man in p
und 7 Ladungen und Strome einberechnet, die durch Polarisation
P und Magentisierung M des Materials entstehen. Méchte man
die Maxwell-Gleichungen nur mittels der &ufseren (freien) Ladungen
Afrei ungi Strome 1 frei berﬁgksichtigen, so miissen statt der Felder
E und B die Felder D und H benutzt werden. Mit den Definitionen

DzcE+P a=LB_n (7.18)
Ho
gilt in Materialien
VD = Ofrei # Ddﬁ =dfrei (719>
VB =0 # BdA=0 (7.20)
vxE =-0,B %Ecﬁz—@f BdA (7.21)

foj_’ = jfrei + at[) %ﬁdé, = ]frei + at j DdA (722)

In Materialien, in denen die Polarisation P linear von E und die
Magnetisierung M linear von B abhéngt, konnen D, H wiederum
durch E, B ausgedriickt werden.

. . .1 .
D=¢¢ F H = B (7.23)
Ko fr

Dies gilt auch fiir obige Maxwell-Gleichungen, solange das Mate-
rial zudem homogen ist, so dass p, und €, nicht explizit vom Ort
abhéngen.

7.4 Skalares Potential und Vektor-
potential



7.4 Skalares Potential und Vektorpotential

7.4.1 Maxwell-Gleichungen und Potentia-
le

Die Maxwell-Gleichungen stellen ein System gekoppelter Differen-
tialgleichungen dar. Nimmt man die Ladungsdichte o und Strom-
dichte j als gegeben an, so werden die sechs Komponenten von E
und B durch die 8 Gleichungen

vE=2 VB=0
€0
VXE:—atB VXBZILLO;-i-/L(]antE

bestimmt. Die E- und B-Felder sind also nicht unabéngig. Es gibt
nicht nur eine elektrische Wechselwirkung und eine magnetische
Wechselwirkung, sondern nur eine kombinierte, elektromagnetische
Wechselwirkung.

Man sollte also zunéchst versuchen, dieses tiberbestimmte System
auf weniger Komponenten zu reduzieren. In einem ersten Schritt
wird die Anzahl der Gleichungen von 8 auf 4 reduziert und die
Anzahl der Feldkomponenten von 6 auf 4. Dies geschieht durch die
Einfiihrung der Potentiale.

Ansatzpunkt ist, dass die beiden homogenen Gleichungen VB = 0
und VxE = -8, B nicht von Ladungen und Strémen abhéngen. Man
konstruiert daher Potentiale so, dass diese homogenen Gleichungen
automatisch erfiillt sind.

Jedes Vektorfeld ist durch die Angabe von Rotation und Gra-
dient vollsténdig bestimmt. Wegen VB = 0 kann man daher das
Magnetfeld vollstéindig auf die Rotation eines Vektorpotentials A
zuriickfiihren, Vektor-Potential A

B=vxA (7.24)

Damit ist die eine homogene Gleichung automatisch erfiillt, denn
fiir jedes Feld A gilt

VB =v(VxA)=0
Setzt man dies in die zweite homogene Gleichung ein,
VxE = -0,B = -0,(VxA)
und vertauscht die Zeit- und Ortsableitungen, so folgt
Vx (E+8,A)=0

Fiir den Ausdruck in der Klammer verschwindet die Rotation; er

kann daher komplett durch eine Divergenz beschrieben werden, Skalares Potential ¢
E + (9,5;1 = —v ()0

oder _ _
E=-Vyo-0A (7.25)

Im Fall der Elektrostatik (8,4 = 0) ist dies das bereits diskutierte
Potential in Gleichung Durch die beiden Potentialgleichungen
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und sind die beiden homogenen Maxwell-Gleichungen au-
tomatisch erfiillt.

Nun kann man E und B in den beiden inhomogenen Maxwell-
Gleichungen durch die Potentiale ersetzen. Die Gleichung VE = o/eq
ergibt

V2 + 0, (VA) = —é (7.26)

Mit
VxB=vVx(VxA)=vV(VA)-Vv2A

folgt fiir die letzte Gleichung

(szl — €l 8,52;1) -V (Vfl + €gllo 8t<,0) = —/10; (7.27)

Diese Gleichungen in [7.26] und [7.27] enthalten die gleiche Informa-
tion wie die Maxwell-Gleichungen. Es sind aber nur noch 4 Feld-

Komponenten (p, A) aus 4 Gleichungen zu bestimmen.

7.4.2 Eichtransformationen

Die messbaren Felder E und B miissen bei gegebenem p, j eindeutig
bestimmt sein. Dies gilt aber nicht fiir die Potentiale, denn diese
sind nicht direkt messbar. Insbesondere kann man die Potentiale so
“cichtransformieren”, dass sich E und B nicht &ndern. Diese Eigen-
schaft einer unmessbaren Grofe ist die Grundlage der theoretischen
Ableitung der Maxwell-Gleichungen.

Eine Eichtransformation dndert die Potentiale,

A e A ¢ =
ohne dass sich die zugehdrigen Messgrofen E, B dndern,
E=FE B=D
Dies ist genau dann der Fall, wenn
A= A+ v ' =p-0 A

Hierbei ist A\ eine beliebige skalare Funktion A(7,t). Wichtig ist,
dass A und ¢ simultan mit dem gleichen A\ transformiert werden.
Einsetzen zeigt, dass die Messgrofen tatsédchlich unverandert blei-
ben™]

Es gibt unendlich viele mogliche Eichungen. Die Wahl der prak-
tischsten Eichung hiangt von dem konkreten Problem ab.

14
B'=VUxA =VxA+vx(V)) =B

————
=0

E/ = —VQDI - 81514, = —VQO + Vat)\ - 8,514 - BtV)\ = —VQO - (9,521 = E
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Coulomb-Eichung Die Messgrofe B = vxA legt nur die Rotation,
aber nicht die Divergenz von A fest. In der Coulomb-Eichung wihlt

man

vVA=0
Gleichung [7.26] ergibt dann die Poisson-Gleichung,
v2p=-2
€o

Die andere Potentialgleichung Gleichung wird aber nur im ma-
gnetostatischen Fall (0;A = 0) einfach.

Lorentz—Eichung Hierfiir wihlt man
VA = —€olo 81590 (728)

Damit erhélt man aus Gleichung

(v com F) o == (7.29)
und aus Gleichung
(V2 - corto 08) A= o] (7.30)

Bei gegebenem o, j sind dies 4 unabhingige, entkoppelte Wellen-
gleichungen fiir die 4 Komponenten von A, ¢. Es ist viel einfacher,
erst diese Gleichungen zu 16sen und daraus F, B zu bestimmen als
direkt die Maxwell-Gleichungen zu benutzen.

In der Klammer steht der sogenannte D’Alembert-Operator

0= V2 — €glbo 82 (731>

der allgemein die Ausbreitung von Wellen beschreibt. Die Wellen-
geschwindigkeit ist hier die Lichtgeschwindigkeit

1
vV €00

Im D’Alembert-Operator stehen Ort- und Zeitableitungen gleich-
berechtigt, wie erforderlich fiir die spezielle Relativitatstheorie.

(7.32)

C=

7.4.3 Bedeutung der Potentiale

Es ist eine interessante Frage, ob die Felder E , B oder die Potentiale
¢, A die fundamentalen Grofsen im Elektromagnetismus sind.

o Messgrofen sind die Felder E, B.

5Konkret wihlt man die beliebige Funktion \ so, dass V2\ = Vfi', denn damit
folgt B R
VA=VA -v*A=0

Wellengleichungen der
Potentiale

Lichtgeschwindigkeit c

5
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e Die Felder E, B beinhalten unnotig viele Feldkomponenten,
die Potentiale nicht.

e Die Potentiale bilden einen Vierervektor A# = (p, A), mit
dem der Elektromagnetismus relativistisch invariant formu-
liert werden kann.

e In den Grundgleichungen der Quantenmechanik geladener Teil-
chen erscheinen direkt die Potentiale ¢, A.

e Photonen als Quanten des elektromagnetischen Feldes sind

—

Anregungen der Potentiale ¢, A.

e Postuliert man eine Eichfreiheit der Potentiale, so lassen sich
daraus die Maxwellgleichungen einschlieflich Erhaltung der
elektrischen Ladung ableiten. Das Ergebnis stimmt mit allen
Experimenten iiberein.
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8.1 Ableitung

8 Elektromagnetische Wellen

8.1 Ableitung

Zunéchst soll gezeigt werden, dass aus den vier differentiellen Maxwell-
Gleichungen [7.8] [7.9] [7.10] direkt die Existenz und die Eigen-
schaften von Wellen folgen. Wir beschrinken uns dabei zunéchst
auf den Fall im Vakuum, d.h. mit 0 =0, j = 0, also

a. VE=0 b. VxE=-0,B (8.1)
c. VB=0 d. VxB=epuodE (8.2)
Leitet man d. nach der Zeit ab und verwendet b., so folgt
. 1 1
PE = — Vx (@tB)———Vx (VxE)
€oto €olo

1 . .
= —— | V(VE)-V’E
€o o ~——

Wegen a. erhélt man also die Wellengleichung .
Wellengleichung fiir £

NRE-AVE=0 (8.3)

Die Konstante ¢ hat die Dimension einer Geschwindigkeit,

1 Lichtgeschwindigkeit
/GO,UO (84) c~3- 108% — 30%

Wir werden diese Konstante spéater als Lichtgeschwindigkeit im Va-
kuum identifizieren. Diese Gleichung wurde implizit bereits bei der
Definition €y und po benutzt, siehe Abschnitt [2.2] Der Zahlenwert
ist exakt

C =

¢ =299792458" (8.5)
S

da das Meter genau mit Hilfe dieser Zahl definiert wurde. So gesehen
ist ¢ keine Naturkonstante (siehe Plank’sches Einheitensystem).

Eine ganz dhnliche Ableitung wie oben fiir die Wellengleichung
von E kann man verwenden, um eine Wellengleichung auch fiir B
abzuleiten,

RB-cAv:B=0 (8.6)

Die Form dieser Gleichung ist genau wie bei £ und auch die Kon-
stante c ist die gleiche.

Wie bei der allgemeinen Wellengleichung|C.8| gezeigt, ist eine Lo-
sung (hier fiir E, aber genau so fiir B)

E(7,t) = Ey - f(wt - kF*) (8.7)

fiir alle Funktionen f, falls ¢ = %.
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8.2 Spektrum der elektromagneti-
schen Wellen

N
I S
o
2 5
S T
3 >
o i3]
@ =
Y- Gamma-rays — 0.1 A
100 _
1A
0.1 nm
10%8_
X-rays
y — 1 nm
1007 _
— 10 n
10%_
Ultraviolet
—A00 nm
10,
Visible | . 1000 nm
1 pm
10%_
Infra-red — 10
1013
Thermal IR |— 100 pm
102
1000 pm
1000 MHz— 101 1 mm
7 UHF Microwaves [—1cm
500 MHz - 10%0_
— 10 cm
] 109N
1 vhe —1m
1-13 10°_{Radio, TV
100 MHZ-_ FM A — 10 m
-4 VHF 107_]
1 26
50 MHz — 100 m
i 106
— 1000 m
Long-waves

Abb. 8.1 Das Spektrum elektromagnetischer Wellen mit Detailan-
sichten im optischen Bereich (A = 400 bis 700 nm) und im Radiobereich
(v = 50 MHz bis 1 GHz). Mikrowellen (Radarwellen) liegen im Bereich
A=~ 1 cm und Rontgenstrahlen im Bereich 1 nm. Viel h6here Frequenzen
(und Energien) als gezeigt findet man an Teilchenbeschleunigern und in
der kosmischen Strahlung.

Quelle: https://en.wikipedia.org/wiki/Electromagnetic_spectrum
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8.3 Polarisation

Im Prinzip kénnten in einem konkreten Fall die Losungen der Wel-
lengleichungen fiir das £ und B Feld beliebig unterschiedlich sein,

E(#,t) = Eo - fp(wpt - keF) (8.8)

B(7,t) = By - f(wpt - kpF) (8.9)

Die Maxwellgleichungen verbieten das aber, denn sie koppeln E
und B. Im Vakuum findet man aus V x E = -9,B (Gl b. in[8.2)
wegen &B = wBBOfé sowie 0, F, = —k; Fo, fi, und daher V x ' =
—(k x Ey) f1,, dass

~(k x Ey) ff, = ~wsBof
Dies kann fiir alle 7 und ¢ nur erfiillt sein, wenn

fe=fs, wp=wp, kp=kp

kxE=wB (8.10)

Wegen den Maxwellgleichungen GI. a. und c. folgt auch

VE=0 = (8.11)
VB=0 = kB =0 (8.12)

513

elektrisches Feld

il 7

Abb. 8.2 Die Polarisation und Phasenlage bei elektromagnetischen
Wellen im Vakuum.

iy

B Magnetfeld

Zusammenfassend heifst das fiir freie EM-Wellen im Vakuum:

e E und B haben die gleiche Form, die gleiche Frequenz, die
gleiche Ausbreitungsrichtung und die gleiche Wellenlange.

e £ und B sind in Phase.

e B steht senkrecht auf AE und beide stehen senkrecht auf der
Ausbreitungsrichtung k. Elektromagnetische Wellen sind also
transversal polarisiert.

e Die Amplituden von E, und By sind zueinander proportional.

8.3 Polarisation
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8.5 Impuls und Druck

Einheit der Intensitéat:

_ Energie
[I] ~ Zeit-Flache

Der  Poynting-Vektor S
zeigt in  Richtung der
Ausbreitungsrichtung k.
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8.4 Energie und Poynting-Vektor

Schon vorher wurde gezeigt, dass die Energiedichte w von E und
B Feldern im Vakuum gegeben ist durch
1

1
— EQ _B2
w 5 €0 + 2#0

Mit EO = CBO fOlgt

w = 6()E2 = iB2

m (8.14)

Die Intensitdt einer Welle ist die Energie, die pro Zeiteinheit durch
eine zu k senkrecht stehende Einheitsflache tritt. Bei Lichtgeschwin-
digkeit ist dies

I=w-c=c-¢-E> (8.15)

Damit lisst sich der Poynting-Vektor S definieren, der Richtung
und Betrag des Energieflusses der EM-Welle beschreibt,

.1 . .
S=—FxB (8.16)
Ho
Der Betrag entspricht gerade der Intensitét,
S| =c-e-E*=1 (8.17)

Fiir eine harmonische Welle E = Ej - cos(wt — k) gilt
S =c-e- E}-cos®(wt - ki)

so dass der Mittelwert iiber eine Periodendauer 1" gegeben ist durch

1 1
<]> = 5]0=§C'60'Eg

(8.18)

8.5 Impuls und Druck

Der mit einer EM-Welle verbundene Impulsiibertrag und Druck
léisst sich am einfachsten verstehen, wenn man wie in der Quanten-
theorie annimmt, dass die Energie in einer EM-Welle quantisiert
ist in einzelne masselose Teilchen, den Photonen (oder Gamma-
Quanten 7). Experimentell findet man, dass eine EM-Welle der
Frequenz v aus Photonen der Energie

E,=h-v=h-w (8.19)
besteht. Hier ist i das Planck’schen Wirkungsquantum
h
h= 5 = 6 62606957 - 10731 - 5 8.20)
T
= 4,135667516-107"%eV - s (8.21)
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Die Energiedichte der EM-Welle ist dann gegeben durch die An-
zahldichte n, der Photonen,

w=ny- L, (8.22)

Fiir die masselosen Photonen gilt nach der speziellen Relativitéts-
theorie als Beziehung zwischen Energie und Impuls

2_p2. 2., 2 A_ p22
El=P;-cc+m;-c' = Pc (8.23)
Damit folgt
E
P === hk (8.24)
c

Der Impuls Py, den n, Photonen pro Volumen V' tragen, ist

Py gL w

<
o
o

oder, wegen GI.

b, S . .
7V=—2=60E><B (8.25)
C

Wenn die EM-Welle auf eine Flache A trifft und dort komplett
absorbiert wird, so ist die Kraft auf diese Flache gegeben durch
den Impulsverlust der n, Photonen, die sich mit Geschwindigkeit c
néhern,

F:A'%'C
C

Damit ist der Strahlungsdruck F'/A auf die Fliche

Z = E =€p E2 (826)

Wenn die EM-Welle von der Oberfliache reflektiert wird, so ist der
Impulsiibertrag und damit der Strahlungsdruck doppelt so grofs.

8.6 Erzeugung elektromagnetischer
Wellen 7 { ~g Ebkron

+9 Kewn
8.6.1 Hertz’scher Dipol
In einem Metall konnen Leitungselektronen relativ zu den Kernen
der Atome in Schwingung versetzt werden. De facto entsteht da- Abb. 8.3
Dipol durch Elektron und

durch je Atom ein schwingender Dipol,
Kern.

P(t) = qd(t) = qdy sinwt (8.27)
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Retardiertes Vektorpo-
tential

Abb. 8.4
Magnetfeld um eine Antenne.
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Betrachtet man einen Metallstab, durch den Wechselstrom fliefst,
so ist das Dipolmoment insgesamt gegeben durch die Summe der
Dipolmomente aller Atome.

p = f@~J-dV
Daraus folgt

ﬁ:[g-jd%=fg.adw:fj(fz,t)va

mit der Stromdichte j(7,t) im Draht. )
In der Magnetostatik ergab sich das Vektorpotential A(7) einer
konstanten Stromverteilung (Gl. 4.23)) zu

. (T, t
A=t [ 10 gy,

(8.28)

(8.29)

(8.30)

wobei der Abstand 75 = 71 =75 ist. Bei einer schnellen Anderung des
Stroms muss beriicksichtigt werden, dass die Ausbreitung des Fel-
des nur mit Lichtgeschwindigkeit erfolgen kann, d.h. man muss die
Laufzeit des Signals von der Antenne (73) nach 7 beriicksichtigen.
Dafiir ersetzt man ¢t — ¢ - =2 so dass

A<t [0y,

Wenn 115 sehr viel grofser ist als die Lange des Stabs, dann ist 5 ~ 7
etwa gleich fiir alle Bereiche des Stabs. Damit kann man r vor das
Integral ziehen und erhélt

(8.31)

A, t) = [ (ot - —)dV2 (8.32)
1 =
G 1,t)— P(t--):ﬂ—PR (8.33)
A7 r
mit der Abkiirzung
= f’(t _ f)
c

fiir das retardierte Dipolmoment. Die Anderung des Dipolmoments
erzeugt also das Potential.

Das Magnetfeld ergibt sich aus B = vV x A. Benutzt man 8xPy =
—--P, sowie 896% = 73, so folgt

Nahfeld

Fernfeld

Ho Pr xF ﬁRXF
B(i,t) = — 3 - (8.34)

Das Nahfeld entsteht durch die Geschwindigkeit der Ladungen,
d.h. durch den Strom im Metallstab. Das Fernfeld entsteht dagegen
durch die Beschleunigung der Ladungen, es entspricht der elektro-

magnetischen Welle.
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e Die Richtung von B ist senkrecht zu P und senkrecht zur
Ausbreitungsrichtung 7.

o B ist kreisformig um den Dipol und wechselt die Richtung
jeweils nach Abstand \/2 und Zeit T'/2.

Das elektrische Feld folgt aus E = -v® - 9,A. Analog zum
Potential A ergibt sich aus dem elektrostatischen Feld eines Dipols

i 1 Fo(Pr+ P
q)(rl’t):élﬂeo ( r3 )

(8.35)

In der Lorentz-Eichung Gl. (0, = -2V A) findet man

1 f’}§+3(f’]§~éT)-ér+(]%RxF)xf

E(F,t) = 8.36
(71,t) Areq 3 r3c2 ( )
Na;trfeld Fer;lrfeld
mit B R
PE = PR + _PR
c
e Das Fernfeld steht damit senkrecht auf der Ausbreitungsrich-
tung 7.
e Das E Feld 16st sich vom Dipol jeweils nach T/2.
e Die Feldlinien schliefien sich.

e Umkehrung von F jeweils nach Abstand A/2 und Zeit 7'/2.

In grofter Entfernung vom Dipol, also bei r» > X\ und auch r» > Lange
der Antenne, {iberwiegen die Terme, die von der “Beschleunigung”

P abhéngen,

1 (f’RXF)XF

E-= 37
4meq 2 r3 (8:37)

L1 .

B=-¢ xE (8.38)
c

(siehe auch GI. [8.10). Dieses Fernfeld des Dipols erfiillt alle vorher
bereits fiir freie Wellen abgeleiteten Eigenschaften: E und B sind
in Phase und stehen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung é, = 7/r.
Es ist aber keine ebene Welle, denn die Felder fallen wie £, B ~ 1/r.

Der Hertz’sche Dipol hat (im Fernfeld) eine bestimmte Abstrah-
lungscharakteristik,

- 1

= |E]

Pr sin®
47eq 2 r

(8.39)

Die E, B Felder sind also am groften senkrecht zur Dipol-Richtung,
wahrend entlang der Dipol-Richtung die Felder verschwinden. Dies
gilt auch fiir die Strahlungsintensitat (Gl. [8.18]),

(I) ~ B2 ~ sin?©

(8.40)

Retardiertes skalares

Potential
3}

N
1,=0 @ t=tos T/4
4 ’ tetg T2

t=t

Abb. 8.5

tenne.

Abb. 8.6
Elektrisches Fernfeld um eine
Antenne.
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Abb. 8.7
Polardiagramm des Poynting-
Vektors eines Dipols.

Dipol-Formel

84

Die Leistung, die der Hertz’sche Dipol insgesamt abstrahlt, folgt aus
dem Poynting-Vektor S durch Integration iiber eine geschlossene
Oberfliche um den Dipol. Wahlt man z.B. eine Kugeloberfliche, so
folgt fiir die zeitlich gemittelte Leistung (P.,,)

1 .
_ 2 _ 2

<Pem>—#<]>r sm@d@dcp—mPR (841)

Fiir eine harmonische Anregung des Dipols P = Pysin(w(t - £))

folgt Pr = w?Ppg, so dass die gesamte mittlere von der Dipolantenne
abgestrahlte Leistung gegeben ist durch

1

B 127eq 3

(Pyyn) wt P2 (8.42)

Antennen strahlen also viel stéarker ab bei grofsen Frequenzen. Aus
Griinden der Energieerhaltung muss demnach ein Dipol auch hohe
Frequenzen gut absorbieren konnen.

Die Molekiile der Luft werden durch das Licht der Sonne zu Di-
polschwingungen angeregt. Aus dem Frequenzspektrum der Sonne
wird demnach vor allem blaues Licht (hohe Frequenzen) absorbiert
und in alle Richtungen wieder abgestrahlt. Daher wirkt der Himmel
bei hohem Sonnenstand blau. Rechtwinklig zur Sonne ist das Licht
aukerdem entsprechend der Dipolstrahlung polarisiert.

Bei Sonnenaufgang und Sonnenuntergang hingegen erscheint der
Himmel nahe der Sonne rotlich, denn durch die dann zu durchque-
renden Luftschichten wird das blaue Licht herausgefiltert und in
alle Richtungen zerstreut.

Die Abstrahlung einer EM-Welle von einem Stab kann man ver-
anschaulichen, indem man in einem LC-Schwinggkreis erst die Spu-
le durch einen langen Draht ersetzt und dann die Platten des Kon-
densators auseinanderzieht.

-
\
B
o
'
h

B

Abb. 8.8 Ubergang vom Schwingkreis zur Stabantenne

8.6.2 Strahlung einer beschleunigten La-
dung

Fiir eine schwingende Ladung (Gl. [8.27)) ist

—

P(t) = qc?z ~w? qdy sin(wt) = —w? Py sin(wt) (8.43)
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so dass aus der Zeitabhéngigkeit der abgestrahlten Leistung

2

P (t) =
() 127eq 3

w* P sin® wt (8.44)

folgt (mit der Beschleunigung a = d)

q2 CZ2

4dmey 3

Pem(t) =

(8.45)

Wl N

Auch allgemein gilt damit, dass eine beschleunigte Ladung Energie
abstrahlt.

Interessant ist der Ubergang vom radialsymmetrischen Coulomb-
Feld einer Punktladung. Wird die Ladung beschleunigt, so dndert
sich das E Feld zeitlich und értlich. Dies erzeugt nach den Maxwell-
Gleichungen ein B-Feld, das wiederum die bewegte Ladung beein-
flusst. Die zur Beschleunigung benétigte Energie wandelt sich also
in Eyin + Egyvr-wene um. Die Richtung der abgestrahlten Leistung
héngt dabei von der jeweiligen Geschwindigkeit ab.

V<< senkrecht zu ¥ (8.46)

v nahe c Vorwartsrichtung (8.47)

V<< C

- Synchrotronstrahlung

Abb. 8.9 Strahlung einer beschleunigten Ladung.
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9.1 Huygens’sches Prinzip

Abb. 9.1
Kugelwelle  hinter  einem
schmalen Spalt (Wasser).

O
e T e

Abb. 9.2
Acht Kugelwellen hinter acht
schmalen Spalten (Wasser).

Abb. 9.3
Uberlagerung zu einer ebenen
Welle nach Huygens.
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9 Optik

9.1 Huygens’sches Prinzip

In der Optik geht es um das Verhalten elektromagnetischer Wel-
len in konkreten geometrischen Umgebungen wie Medien (Gase,
Glas, ...), Grenzflachen (Spiegel, Linsen) und Begrenzungen (Spal-
te, Gitter). Die Effekte sind dabei keineswegs auf den Bereich der
mit dem Auge erfassbaren optischen Wellenldngen (siehe Abbil-
dung beschrénkt, sondern beziehen sich auf alle Wellenlédngen,
solange Quanteneffekte vernachlassigt werden konnen.

Natiirlich ist es aufwendig, konkrete Probleme jedesmal mit den
Maxwell-Gleichungen zu behandeln. Man bedient sich daher einfa-
cherer Konstruktionsprinzipien, die man aus gundlegenden Prinzi-
pien oder den Maxwell-Gleichungen ableiten kann.

Experimentell findet man z.B. bei Wasser, Schall und EM-Wellen,
dass eine ebene Welle, wenn sie auf einen schmalen Spalt trifft, hin-
ter diesem Spalt als Kugelwelle (Elementarwelle) weiterlauft. Dies
gilt, solange die Breite der Spaltoffnung kleiner ist als die Wellen-
lange (siehe Abschnitt zum Einzelspalt),

d$ A (9.1)

Bei dem gleichen Experiment aber mit z.B. acht Spalten sieht man
die Uberlagerung der acht Kugelwellen. Nach dem Superpositions-
prinzip kann man die Amplituden fl(?, t) der acht Kugelwellen ein-
fach addieren. In einigem Abstand (> A und > Spaltabstand) be-
obachtet man, dass sich diese Elementarwellen zu einer fast ebenen
Welle iiberlagern. Im Limes einer grofen Dichte der Ursprungsorte
der Kugelwellen ergibt sich tatséchlich eine perfekt ebene Welle.

Wir werden daher ganz allgemein davon ausgehen, dass man op-
tische Effekte aus der Uberlagerung von Elementarwellen gleicher
Frequenz, Amplitude und Phase konstruieren kann und daraus ins-
besondere Wellenfronten und damit auch die Richtung der weiter-
laufenden Welle konstruieren kann.

Dieses Konstruktionsprinzip ist von grofter Bedeutung, wenn die
einlaufenden Wellen ebene Wellen sind (Fraunhofer-Optik). Es
kann aber zum Beispiel auch auf einlaufende Kugelwellen ange-
wandt werden (Fresnel-Optik).

Das Huygens’sche Prinzip lisst sich wie angedeutet aus dem Su-
perpositionsprinzip (Linearitét der Maxwell-Gleichungen) sowie der
Kausalitat zwischen Erregerwelle und auslaufender Welle herleiten.

Mathematischer ausgedriickt entspricht eine punktférmige Quel-
le einer Dirac’schen Delta-Funktion, die ausgehende Kugelwelle der
entsprechenden Losung der Differentialgleichung (Wellengleichung),
und die Uberlagerung der Kugelwellen dem Greens-Verfahren zur
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Losung von Differentialgleichungen, bei dem iiber die verschiedenen
Dirac-Funktionen integriert wird.

9.2 Reflexion und stehende Wellen

Trifft eine ebene Wellenfront AD unter dem Winkel o auf eine re-
flektierende Grenzschicht (Spiegel), so entsteht zunéchst vom Punkt
A ausgehend eine Elementarwelle um A herum. Nach der Zeit 7
trifft die Wellenfront in B auf die Oberfliache. In dieser Zeit ist die
Elementarwelle um A unter anderem im Punkt E angelangt, denn
die Abstédnde DB und AF sind gleich. Damit ist BE die reflektierte
Wellenfront. Daraus ergibt sich

o Finfallswinkel = Ausfallswinkel

Dies lésst sich auch einfach als elastischer Stofs von Photonen inter-
pretieren. Die Komponente des Photon-Impulses parallel zur Ober-
flache bleibt erhalten, die Komponente senkrecht dazu &ndert ihr
Vorzeichen.

Eine wichtige Anwendung sind gebogene Spiegel. Mochte man
z.B. eine einfallende ebene Welle in einem Brennpunkt fokussie-
ren, so muss man die Form einer Parabel (oder eines Paraboloids)
wiahlen, y = az?. Der Brennpunkt liegt dann im Abstand f = t
vom Fufspunkt der Parabel. Da kleine Winkelbereiche von Kreisen
(oder Kugeln) eine erste Ndherung an eine Parabel darstellen, kann
man mit aufgeschnittenen Rohren bereits Licht fokussieren und zur
Energiegewinnung nutzen oder Kugelspiegel verwenden fiir einfache
Teleskope.

Stehende Welle

Bei Reflexion um 180° Grad beobachtet man im Experiment, dass
sich stehende Wellen ausbilden, d.h. es gibt feste Orte im Raum,
bei denen die Amplitude der Welle immer Null ist und andere, bei
denen die Amplitude immer maximal ist. Die Summe aus einlau-
fender (k in x-Richtung) und reflektierter Welle ist (Eyg und Fay

sind reel)
E(Qﬁ,t) - EIO ei(wt—kz+<p1) T E20 ei(wt+kax+<p2) (92)

Steht ein perfekt reflektierender Spiegel bei z = 0 und ist aus Metall,
so muss dort F(0,t) = 0 sein fir alle ¢, d.h Eipei?r = — Eypei?2, so
dass

E(x,t) = Eyel@ten) (emihe _grikey = _9; By ¢! @+91) sin(kx) (9.3)
Fiir die daraus folgende Intensitéat

I~ (Re(E(x,t))2 = 4%, sin®(wt + 1) sin?(kx) (9.4)

16Bei einer Reflexion am offenen Ende miisste £(0,t) maximal sein. Beispiel
ware eine Seilwelle, bei der das Seil an einem Ende nicht festgehalten wird
und dort weit ausschlagt.

Abb. 9.4
Reflexion nach Huygens.
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Abb. 9.5
Foto eines Radioteleskops
(Wikipedia).

Reflexion am festen Ende
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%maﬂ‘

Abb. 9.6

Stehende EM-Welle vor einer
Metallplatte. Wegen VE =
-9:B hat B keinen Wellenk-
noten sondern einen Wellen-

bauch bei z = 0.

Abb. 9.7

Lichtbrechung nach Huygens
(mit o = o, ag = 5, sonst wie

im Text).

Snellius’sches
chungsgesetz
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Bre-

folgt im zeitlichen Mittel
(I) ~2E%) sin®(kx) (9.5)

Die Intensitdtsminima (bei kx = 0, 7, 27, ...) wiederholen sich im
Abstand Az = A\/2. Dies ist eine gute Methode, um die Wellenlange
einer Welle direkt zu messen.

Stehende Wellen treten nicht nur bei Reflexion auf, sondern im-
mer dann, wenn Wellen gleicher Frequenz und Wellenlédnge in ent-
gegengesetzte Richtung laufen.

9.3 Brechung und Totalreflexion

Tritt ein Lichtstrahl aus Luft oder Vakuum in ein Glas ein, so be-
obachtet man eine Ablenkung des Lichtstrahls und damit der Wel-
lenfronten gleicher Phase. Genauer betrachtet wird der Strahl

e teilweise gebrochen
o teilweise reflektiert
e teilweise absorbiert

Die Brechung im Glas muss im Rahmen der Huygens’schen Prinzips
bedeuten, dass die Phasengeschwindigkeit in Glas kleiner ist als in
der Luft oder im Vakuum{’

Die Strecken DB und AC legt das Licht in gleichen Zeiten 7
zuriick, ;7 = DB, c;7 = AC. Misst man Einfallswinkel oq und
Ausfallswinkel ap der Lichtstrahlen relativ zur Senkrechten auf die
Grenzflache, so findet man

— 1T CoT
AB = = 9.6
sina  sinf3 (96)
so dass
sin o _ sin oy (9.7)
1 C2
Empirisch definiert man einen (reellen) Brechungsindex
c
i = 98
=< (9.5)
und schreibt das Brechungsgesetz in der Form
ny sinag = Ny sin gy (9.9)

Man kann die Richtung des Lichtstrahls auch umdrehen. Offen-
sichtlich hat diese Gleichung aber keine interpretierbare Losung,
wenn sina; > 1 herauskommen miisste. Dies wird passieren, wenn
der Lichtstrahl vom optisch dichteren Medium i (n; grof) in das
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optisch diinnere Medium j (n; klein) eintritt, also n; > n;, und der
Einfallswinkel «; grofer wird als

(9.10)

n, .
— .sinq; > 1
15

Diese Totalreflexion wird technisch in Lichtleitern ausgenutzt, um
Lichtverluste zu vermeiden.

9.4 Polarisation durch Brechung

Da fiir eine freie EM-Welle die Beziehung F, = cBy gilt, folgt fiir
Ladungstriager mit Geschwindigkeit v << ¢ nahe der Oberflache eines
Materials

gF > quB = qEE (9.11)
c

——

Kraft durch E —

Kraft durch B

Da aufkerdem die Elektronen sehr viel leichter und beweglicher
sind als die Kerne, reicht es zumindest im optischen Wellenldngen-
bereich, die Wirkung des E-Feldes auf Elektronen zu betrachten.
Das E-Feld einer EM-Welle wird also Elektronen zu Schwingungen
in Richtung E anregen. Diese Dipole strahlen dann eine E-Welle
entsprechend der Dipol-Charakteristik ab. Daraus folgt

e Die Komponente des E-Feldes parallel zur Oberfliche wird
Dipole anregen, die sowohl in das Medium hinein (Brechung)
als auch wieder zuriick strahlen konnen (Reflexion).

e Die andere Vektor-Komponente des E-Feldes wird Dipole an-
regen, die je nach Winkel a; kaum noch Energie in die Rich-
tung der reflektierten Welle abstrahlen kann.

Damit wird also diese Komponente der Polarisation des E-Feldes
kleiner sein, das reflektierte Licht ist zumindest teilweise polari-
sier®] Insbesondere wenn der Winkel zwischen gebrochenem Strahl
und reflektiertem Strahl die Bedingung

no
tanag = —
ny

Oél+0ég=900 =

(9.12)

erfiillt, ist der reflektierte Strahl vollstdndig polarisiert. Durch zwei
in rechtem Winkel zueinander angeordnete Spiegel kann man al-
so Licht vollstandig ausloschen, wenn beide Spiegel im Brewster-
Winkel angeordnet sind.

"Tatséichlich kann man dies mit genauen Messungen auch direkt feststellen.
8 Auch die Polarisation des Sonnenlichts beruht auf diesem Effekt.

Normale

1
einfallender Strahl | reflektierter Strahl
(unpolarisiert) (polarisiert)

P

6’6 s¢ "‘é von
Brews der
(teilweise
polarisiert)
Abb. 9.8

Polarisation durch Brechung.

Brewster-Winkel
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Dispersion

Abb. 9.9
Messung der Dispersion durch
ein Prisma.

TP T e T A T AT A NI
04 05 06 0,7 um

A —

Abb. 9.10

Brechungsindex n als Funkti-
on der Wellenldnge im Vaku-
um.
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9.5 Dispersion

Experimentell kann man recht leicht mit einem dreieckigen Glas-
korper beobachten, dass das Licht normaler Lampen oder der Sonne
in verschiedene Farben getrennt werden kann. Dies bedeutet, dass
der Brechungsindex und damit die Lichtgeschwindigkeit von der
Frequenz oder Wellenlénge des Lichts abhéngen muss.

n=n(\) und n=n(w) (9.13)
Fiir das in das Prisma einfallende und austretende Licht gilt
nq sin oy = Ny Sin ae ng sin By = ny sin By (9.14)

Auferdem ist ai + 2 =y und der gesamte Winkel der Ablenkung
ist 6 = ay + B +~. Man kann daher das Prisma so drehen, dass die
Ablenkung 0 minimal wird und erhélt in diesem Fall

O
sin 2% = 2 sin(@) (9.15)

ny ny

Damit kann man also leicht den Brechungsindex messen, ohne die
Winkel im Prisma kennen zu miissen.

Beispielsweise erhélt man fiir Quarzglas

A Farbe n

nm

480 blau 1,464
650 rot 1,456

Man findet damit experimentell:

e Weikes Licht ist eine Uberlagerung aus allen Frequenzen im
Bereich der Empfindlichkeit der Sehnerven,

e Die Intensitét /(w) einer Lichtquelle ist bestimmt durch ih-
re Temperatur (Strahlung eines “schwarzen Korpers”) sowie
durch die chemischen Elemente (Spektrallinien). Beide Be-
standteile konnen genauer erst im Rahmen der Quantenme-
chanik erklart werden.
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Spectrum of Solar Radiation (Earth)
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Abb. 9.11 Intensitdt des Sonnenlichts mit und ohne Absorbtion in
der Atmosphére (Wikipedia).
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Abb. 9.12 Empfindlichkeit der Rezeptoren im Auge (Wikipedia).

Wenn eine EM-Welle auf eine Grenzschicht trifft, wird die Anre-
gungsfrequenz w auch im Material vorliegen, die Phasengeschwin-
digkeit ¢ und damit k& werden sich @ndern,

W1 = Wa = C1 k‘l =C9 kg (916)
Relativ zum Vakuum folgt also
w
k=n(w)- kve =n(w) - — (9.17)
c
Damit ist die Welle im Material
E = Ej el@t-n(w) T ) (9.18)
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Um Absorption beschreiben zu konnen, fiihren wir einen komplexen
Brechungsindex ein,

n(w) =nge(w) +1 - nym(w) (9.19)
Damit ist
E = Eyelwtnre So) . gnim $o (9.20)
Die Intensitdt der Welle ist also geddmpft mit der exponentiellen
Eindringtiefe a(w),
[(w) = [ye @@= a(w) = =2+ npm(w) - % (9.21)

Dies ist der Grund, warum manche Stoffe durchsichtig erscheinen
(cv klein) oder eben nicht.

Wellen in Materie

In den Maxwell-Gleichungen fiir Materie (Gl. sind die Dipole
bereits in Form der relativen Dielektrizitatskonstante e, kodiert.
Fiir diese Gleichungen findet man die Wellengleichung

1 -
———V’E=0 (9.22)
€0 € o by

o2 F -

so dass

P S (9.23)

v €0 €r o My
In nicht ferromagnetischen Stoffen ist i, ~ 1, so dass der Brechungs-
index durch

nw~ /e (9.24)

bestimmt ist. Damit muss auch ¢, komplex sein. Dies kann man mit
Hilfe des Oszillator-Modells verstehen.

Oszillator-Modell

Aufgrund einer duferen primédren EM-Welle der Kreisfrequenz w
folgen die Elektronen des Materials in einer diinnen Schicht (Dicke
<« A) einer erzwungenen harmonischen Schwingung mit Eigenfre-
quenz wy und Déampfung 7, (hier fiir £ = (0, E,,0))

1 .
jr—y+wly = L et (9.25)
T Me
mit der Losung fiir die Auslenkung y(t) der Elektronen um ihre
Ruhelage
1
2

q iwt
— - ) 9.26
me Wi —w?+iw/T 0c (9:26)

y(t)

2_ 2
q Wy — W™ — iw/T iwt

= — - B 9.27
me (Wi —w?)?+ (w/7)? 0¢ ( )

2 2

_ 4 Wp —wW i (wt+p)

= — - F ® 9.28
me (Wi —w?)? + (w/7)? 0¢ ( )




mit
w/T
t = 9.29
ey w2 — w? (9.29)

Die Dipolmomente ¢-y(¢) sind also um ¢ phasenverschoben gegen-
iiber der Primédrwelle. Die angeregten Dipole strahlen geméfs den
Gleichungen des Hertz’schen Dipols eine sekundére EM-Welle ab.
Diese ist, am Ort der Dipole, in Phasﬂ mit der Auslenkung y(t).
Damit ist auch die gesamte Sekundarwelle phasenverschoben um ¢
gegeniiber der Priméarwelle.

Sowohl die Priméarwelle als auch die Sekundéarwelle bewegen sich
mit Vakuumlichtgeschwindigkeit durch das Medium. Die beiden
Feldstéarken addieren sich aber, so dass die gesamte Feldstarke ei-
ne Phasenverschiebung hat, die zwischen Null und ¢ liegt. Diese
Phasenverschiebung zwischen Primérwelle und Sekundérwelle ist
der Grund, warum die Maxima der gesamten EM-Welle fiir w < wy
scheinbar langsamer vorankommen, die Phasengeschwindigkeit des
Lichts im Medium also gegeniiber dem Vakuum verdndert ist.

Integriert man alle (retardierten) elektrischen Felder, die von den
Dipolen (Dichte der Dipole N) in der Schicht Ax erzeugt werden,
so erhalt man

Ax ¢* N
¢ 2eom ((wi —w?) +iw/T)

Ep(r) = —iw (9.30)

Den Zusammenhang mit dem Brechungsindex im Medium erhélt
man, indem man eine ebene Welle betrachtet, die sich mit Ge-
schwindigkeit ¢’ = ¢/n durch die Schicht Az bewegt. Wie in Gl.
gilt w = w’ und k' = nk. Die Phase dieser Welle ist dann

W(t_7) = wt-kAx
= wt-kAx - (K'Ax - kEAx)
= wt-kAx-kAz(n-1) (9.31)

Handelt es sich um ein optisch diinnes Medium, d.h. fiir den letzten
Ausdruck gilt

A
kA:c(n—l):QﬂTw(n—l) « o (9.32)
so folgt fiir die ebene Welle approximativ
E(x) = By eWFAD) o By el@i=kAn) (1 —jk Az (n-1)) (9.33)

Der erste Faktor entspricht gerade der ungestorten Welle, der 2.
Ausdruck dem Beitrag der Dipolmomente aus Gl. [9.30] Damit ist
also

¢* N 1

2¢om  wi - w?+iw/T

n(w) =1+ (9.34)

¥Das 2-fache Kreuzprodukt in Gl. ergibt ein Vorzeichen, das vom Faktor
—w? durch die zweifache Ableitung kompensiert wird.

9.5 Dispersion
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oder

N wa —w? — iw/T

2eem (w2 -w?)? + (w/7)? (9.35)

n(w)=1+

Das Oszillatormodell beschreibt daher

einen komplexen Brechungsindex, der von der Dipoldichte N
abhéngt und Absorption beschreibt,

eine Ausbreitungsgeschwindigkeit, die vom Unterschied zwi-
schen Anregungsfrequenz und Resonanz-Figenfrequenzen des
Materials abhéngt,

die optischen Eigenschaften eines Materials, die aus der Sum-
me der Effekte durch verschiedene Eigenschwingungen folgen.

A

Refractive index, n

Abb.

Infrared | Visible ~ ~ Ultraviolet X-ray

A J

Or Oyy Og Lm

Ultraviolet

9.13 Brechungsindex als Funktion der Frequenz fiir ein Material

mit drei verschiedenen Eigenfrequenzen (Atwood).

Damit ergibt sich je nach Material und Frequenz folgendes Bild der
Uberlagerung von Primér und Sekundéarwelle:

Bereiche, in denen die Steigung positiv ist, In/ow > 0, werden
historisch als Bereiche normaler Dispersion bezeichnet.

Bereiche nahe der Resonanzen, in denen die Steigung negativ
ist, On/Ow < 0, werden ebenso als Bereiche anomaler Disper-
sion bezeichnet.

In weiten Bereichen (vor allem der normalen Dispersion) ist
die Phasengeschwindigkeit ¢’ kleiner als die Lichtgeschwindig-
keit im Vakuum.

n>1 = Jd<cya

Nahe der Resonanzen kann n < 1 werden, die Phasengeschwin-
digkeit grofer als die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum.

n<l = C,>CVak

Fiir w » wy ist der Imaginérteil von n sehr grofs, die Welle
wird sehr stark absorbiert. In diesen Bereichen andert sich ¢’
sehr schnell als Funktion der Frequenz.
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9.6 Phasen- und Gruppengeschwin-
digkeit

Dass Geschwindigkeiten grofser als die Lichtgeschwindigkeit im Va-
kuum werden konnen, ist interessant durch die Implikationen fiir
die spezielle Relativitatstheorie, die ja annimmt, dass sich Signale
nicht schneller ausbreiten konnen als mit cy,p.

Die Phasengeschwindigkeit einer perfekten harmonischen Welle
ist aber kein Malfs fiir die Ausbreitung eines Signals. Ein Signal muss
zunéchst einmal angeschaltet werden, ist also nicht periodisch und
daher immer eine Summe von Frequenzen (nach Fourier-Zerlegung).
Fiir die Ausbreitung von Signalen ist in vielen Fallen die Gruppen-
geschwindigkeit ¢, ein besseres Mak.

8w_ c

an

S 9.36
g ok n+wa—w ( )

C

Der letzte Term folgt aus n = ¢- k/w und der Bildung von dn/dw.
Diese Gruppengeschwindigkeit ist in vielen Féllen interpretierbar
als die Geschwindigkeit einer Einhiillenden einer modulierten Wel-
le. Z.B. ergibt sich bei der Addition zweier Wellen mit leicht un-
terschiedlicher Frequenzen w; o = wy + Aw und Wellenzahlen k; 5 =
ko + Ak, Schwebung

ei(wlt—klx) n ei(wgt—kgx) — ei(wgt—kox) i (ei(Awt—Akz) i e—i(Awt—Akx))

= elwotkoz) . cog(Awt — Akr) (9.37)

dass die Gruppengeschwindigkeit

3wNAw

%= " AR (9.38)

die Geschwindigkeit der Einhiillenden der Welle darstellt, die die
Welle der Phasengeschwindigkeit ¢’ = ‘]:—8 in der Amplitude modu-
liert.

Diese Interpretation der Gruppengeschwindigkeit ist aber nicht Abb. 9.14
allgemein giiltig, denn ¢, kann ebenfalls grofer als cyq; werden
und sogar negative Werte sind moglich. Da dies immer verbun-
den ist mit der Nédhe zu einer Resonanz und daher entsprechend
starker Absorption und gleichzeitigem Auseinanderlaufen benach-
barter Frequenzen durch die starke Dispersion, erfolgt auch hier
kein Signaltransport mit Geschwindigkeiten > cy 4.

Ebenso gilt, dass Photonen sich nur mit maximal Vakuumlicht-
geschwindigkeit bewegen.

Bild einer Schwebung.
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Abb. 9.15
Abbildung an einer Halbku-
gel.
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9.7 Linsen und Abbildungen

Ganz allgemein dienen Linsen, Spiegel, etc., zur Abbildung von Ob-
jekten.

Im Folgenden beschrénken wir uns auf ebene Wellen (Fraunhofer-
Optik) und nehmen an, dass die Wellenfronten viel breiter sind als
die Wellenldnge und dass Beugung an den Réndern der optischen
Geréate vernachlassigt werden kann.

Weiter beschrinken wir uns auf “Paraxiale Strahlen”, bei denen
die Winkel « zwischen Wellenvektoren und optischer Achse der In-
strumente klein sind und auch die rdumlichen Absténde r zur op-
tischen Achse klein sind. Dann kann man jeweils sina » « und
tana ~ « ndhern. Diese lineare Naherung erlaubt es, Abbildun-
gen als lineare Gleichungssysteme (Matrizen) zu schreiben. Dann
kann ein Lichtstrahl an jeder Ebene senkrecht zur optischen Achse
beschrieben werden durch den Winkel o und den Abstand r zur
Strahlachse. In der sogenannten Matrizenoptik ist dann der “Vek-
tor” des Lichtstrahls

Lichtstrahl = ((j) (9.39)

Eine optische Abbildung ist

(ff) =M (ff) (9.40)

Fiir einen Strahl, der sich ohne optische Elemente iiber einen Ab-
stand d ausbreitet, gilt z.B.

()00 C)-Loid) o

Mgy

Die Matrix M kann aber auch Brechung oder eine Linse charakte-
risieren.

Linse

An einer Halbkugel mit Radius Ry gilt fiir die Abbildung das Bre-
chungsgesetz in linearer Naherung

ny Sinap =Nara = N Qg 8N Qg

Fiir einen parallel zur optischen Achse einfallenden Strahl lauft der
Strahl durch den Brennpunkt

h ny
—map-—agrop |[1-—
fi T2

Fiir die Brennweite f; folgt

Ry (9.42)




In diesem Fall ist in der “Ebene” der brechenden Flache h =1 =1/,

so dass
(‘;‘) _ (nl(/)m —11/f1) . (fj) (9.43)

Mg

Kombiniert man zwei Halbkugeln zu einer idealisiert diinnen Linse,
so muss man nacheinander die beiden entsprechenden linearen Ab-
bildungen ausfiihren, d.h. die Matrizen in der richtigen Reihenfolge
multiplizieren:

(£) - s ()

) (nén _11/f1)_(n2(/)n1 _11/f2)_($) .10

(-G e

| —
Mg
mit
1 R R,
= . 9.46
f ng/nl -1 R2 - R1 ( )
Mit dieser Methodik der Matrizenoptik folgt auch aus
o o
(O)ZJ\/ld:b-ML-Md:g-(o) (9.47)

die bekannte Abbildungsgleichung einer Linse mit Gegenstandswei-
te g und Bildweite b

1 1 1
=4z (9.48)
fog 0

Fiir eine Anordnung von zwei Linsen im Abstand d ist demnach

M =My Myg-Mp, (9.49)

Damit kann man auch komplexe Systeme durch lineare Gleichungen
behandeln. Dieses Verfahren findet auch in Beschleunigern Verwen-
dung, bei denen magnetische Linsen elektrisch geladene Teilchen
fokussieren.

Fehler von Abbildungen

Bei Abbildungen von optischen Geréten entstehen verschiedene Feh-
ler relativ zu dem oben beschriebenen Verhalten.

9.7 Linsen und Abbildungen
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e Chromatische Fehler enstehen vor allem durch Lichtbrechung,
denn Brechungsindizes sind Funktionen der Frequenz, n(w).
Dadurch ist auch die Brennweite abhéngig von der Farbe des
Lichts und weifses parallel einfallendes Licht wird durch eine
Linse kontinuierlich entlang der optischen Achse fokussiert.
Man kann die Abbildungsfehler durch Kombination mehrerer
Linsen hintereinander reduzieren.

e Achsenferne Strahlen und solche mit grofem Einfallswinkel
werden aufgrund der linearen Néaherungen nicht korrekt ab-
gebildet, es entstehen Verzerrungen des Bildes. Dies gilt fiir
Spiegel und Linsen, die nicht der perfekten Form (Parabol-
spiegel und Rotationsellipsoid) folgen, sondern z.B. spéhri-
sche (kugelformige) Oberflichen haben. Entwickelt man die
perfekte Form in einer Taylor-Reihe, so ist die lineare Na-
herung nur der erste Term. Hohere Terme konnen benutzt
werden, um Abbildungsfehler zu analysieren.

e Insbesondere das menschliche Auge weist andere Fehler auf
wie z.B. Astigmatismus. Dieser entsteht durch eine stéarkere
Woélbung der Augenlinse in einer Richtung, so dass einfallen-
des paralleles Licht nicht in einem Punkt sondern auf eine
Linie abgebildet wird.

Weitere Fehler entstehen durch die Begrenzung der Optik (siehe
Beugung).

9.8 Koharenz

Die Uberlagerung (Interferenz) von EM-Wellen fiihrt zu zahlreichen
wichtigen Effekten in der Natur und Technik. Interferenz ist und
war auch zentral zum Verstandnis des Welle-Teilchen-Dualismus in
der Quantenmechanik.

Bei der Uberlagerung zweier Wellen gilt immer (fiir relle E’)

Eges = El + E2 (950)
[ges = CEOE?@S:CE() (E1+E2)2:C€0 (E%+E§+2E1E2)
= Il+]2+ 2C€0E1E2 (951)
—_———
Interferenzterm

Nun misst man in der Optik zumeist Intensitéiten (I), die an fe-
sten Orten tiber grofe Zeiten (> T') gemittelt sind. Bei gleicher
Wellenldnge und Frequenz ist diese Mittelung fiir den Ausdruck

E\Ey ~ cos(wt — kz) cos(wt — kx + @)

nur dann ungleich Null, wenn der Phasenunterschied ¢ zeitlich kon-
stant ist. Man unterscheidet daher zwischen

e inkohirenter Uberlagerung, I, ges =11 + 1y



9.9 Interferenz

e kohirenter Uberlagerung, I ges = 11 + Iy + Interferenzterm
Gl
In fast allen Lichtquellen tragen viele Atome gleichzeitig unabhén- NN NNV A

gig voneinander zur Strahlung bei. Zwei solche Lichtquellen sind VWAV 8
daher nicht kohérent, ihre Intensitdten addieren sich einfach. Es AR VAV I VAVAVAVIR AL

gibt zwei Moglichkeiten, trotzdem Interferenz zu beobachten. Abb. 9.16

e Man kann den Lichstrahl durch einen Spalt laufen lassen, um  Uberlagerung zweier inkohd-
cine moglichst punktférmige Quelle zu erzeugen. Dann teilt ~ renter Quellen.
man den Lichtstrahl, ldsst ihn unterschiedliche Wege laufen
und iiberlagert ihn dann wieder mit sich selber. Der Unter-
schied zwischen den beiden Laufzeiten,
Ap- BT _naw (9.52)

c c

muss dann allerdings kleiner sein als die Kohérenzzeit der
Lichtquelle. Je nach Dauer der Emmission findet man fiir die
Kohérenzzeit 7 und die entsprechende Kohérenzlange cr

— freies Atom: 7~108s =c¢7~3m,
— heifser Korper: 7~ 10719 = ¢7 ~ 0,03m.
e In einem Laser findet induzierte Emmission statt, d.h. Licht
der Frequenz v regt andere Atome zur Abstrahlung von Licht

gleicher Frequenz v mit gleicher Phasenlage an. Die Kohé-
renzldnge kann dann viele km betragen.

Im Folgenden werden wir immer von hinreichend kohérenten Licht-
quellen ausgehen.

9.9 Interferenz

9.9.1 Interferenz an planparallelen Plat-
ten

¥

L
1

Abb. 9.17 Interferenz an ebenen Platten im Abstand d.
Bei einer ebenen Welle sind die Strahlen 1 und 2 gleichphasig. Mit

x x/2
1 —sina — =sinf L=tanﬁ

T l2 d
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9.9 Interferenz

Abb. 9.18
Interferenz an planparallelen
Platten.

Abb. 9.19
Das Michelson-Morley Expe-
riment.
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und dem Brechungsgesetz n; sin « = ny sin § folgt fiir den Zeitunter-
schied nach Beugung und Reflexion

lo 1 1
At = tg - tl = 21 = E (n212 - nlll) (953)

C

Der optische Gangunterschied ist dann

N2
At = x-
¢ . (sinﬁ

2d+\/n2 - n? sin’ « (9.55)

Da sich ausserdem ein Phasensprung bei Reflexion am optisch dich-
teren Medium ergibt, folgt fiir die Phasendifferenz

—-nysina) = 2nyd cos 5 (9.54)

C-At_

Ap =27 T (9.56)

Damit erhélt man
e Maximum der Intensitdt bei Ap=m- 27, m=0,1,2,...

e Minimum der Intensitéit bei Ay =m + % 2, m=0,1,2, ...

9.9.2 Michelson-Morley Experiment

Hierbei wird ein Strahl an einem halbdurchlassigen Spiegel auf-
gespalten und an zwei Spiegeln reflektiert. Am halbdurchlassigen
Spiegel entsteht deshalb ein Interferenzbild, das wegen der “Zylin-
dergeometrie” wieder Kreise ergibt. Es handelt sich also auch wieder
um Interferenz an planparallelen Platten. Wegen der kleinen Win-
kel zur Strahlachse ist dies ein sehr empfindliches Instrument zur
Messung von Léangenunterschieden. Bei exakt gleichen optischen
Weglangen sind die innersten Ringe farbig, denn die Maxima und
Minima treten bei unterschiedlichen \ an verschiedenen Stellen auf.

Historisch wurde mit diesem Experiment der Ather als Medium
der EM-Wellen ausgeschlossen, denn bei verschiedenen Orientie-
rungen der Weglédngen zum Geschwindigkeitsvektor der Erde durch
den Ather sollte die Lichtgeschwindigkeit unterschiedlich sein und
damit die Ringe wandern. Dies wurde aber nicht beobachtet.

Heute werden Michelson-Morley Interferometer verwendet, um
nach der Wirkung von Gravitationswellen auf die Wegldngen im
Interferometer zu suchen (Effekt der allgemeinen Relativitétstheo-
rie). Da die Effekte klein sind, benétigt man kilometerlange Arme
des Interferometers und hofft dadurch empfindlich auf Léngenén-
derungen von ca 107'* m zu werden.



9.10 Beugung

Abb. 9.20 Aufbau des Original Michelson-Morley Experiments von
1887 mit einer massiven Granitplatte in einem Quecksilberbad (Wikipe-
dia).

9.10 DBeugung

Bisher sind wir von der Idealisierung ebener Wellen mit einer un-
endlich ausgedehnten Wellenfront ausgegangen. Dies ist natiirlich
so nicht realisierbar. Ganz im Gegenteil stellt man fest, dass jede
geometrische Begrenzung einer Welle zu Interferenzmustern fiihrt.
Beispiele fiir solche Begrenzungen sind

e storende Gegensténde in einem Lichtstrahl

e Blenden zur Eingrenzung eines Lichtstrahls oder zur Abschir-
mung von storenden Lichtquellen

e der Rand von Linsen oder von Spiegeln

e Spalte und Gitter

Insbesondere bei Kameras, Mikroskopen oder Teleskopen sind sol-

che Begrenzungen unvermeidbar und verhindern, dass eine unend- gel::;unz;nll d an einer schar-
lich gute Auflosung sehr kleiner oder sehr entfernter Objekte er- ¢ Kante.

reicht werden kann. Andererseits kann man durch Spalte und Gitter

sehr aufschlussreiche und prézise Experimente realisieren. 1{ 1 1‘ k |

Bei der Erklarung dieser Phdnomene beschranken wir uns wieder
auf Fraunhofer-Beugung, bei der sowohl die (kohérente) Lichtquel-
le als auch das Messinstrument (Auge, Bildschirm) so weit vom
beugenden Objekt entfernt sind, dass man von ebenen Wellenfron-
ten ausgehen kann. Wir werden sehen, dass diese Absténde insbe-
sondere viel grofser als die Ausdehnung der beugenden Elemente
und auch als die Wellenldnge sein miissen. Insbesondere reicht es,
die Winkelabhéngigkeit der ausgehenden ebenen Wellen zu analy- ~ Abb. 9.22
sieren, denn durch Linsen lassen sich daraus scharfe Abbildungen  Intensitdt bei der Beugung an
machen. Aufserdem nehmen wir monochromatisches Licht an, denn  einer scharfen Kante.
entspechend der Fourier-Analyse kann jede Beugungserscheinung
mehrerer Frequenzen aus der Supersposition der Beugungserschei-
nung der Fourier-Komponenten konstruiert werden.
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9.10 Beugung

Abb. 9.23
B I PN PR PR S ™ _._ - 1
m m+ 1/2
(constructive (destructive
interference, interference,
dark regions)

bright regions)

Abb. 9.24
Beugungsfigur an einem Dop-
pelspalt mit sehr kleiner Brei-

te der Spalte.
Beugung ~ 5
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9.10.1 Doppelspalt mit kleiner Spaltbrei-
te

Betrachtet man einen Doppelspalt, bei dem die Breite der Spalte
sehr klein ist im Vergleich zur Wellenlédnge (siehe Einzelspalt unten)
und insbesondere sehr viel kleiner als der Spaltabstand d, so gehen
nach dem Huygens’schen Prinzip Kugelwellen von den Spaltéffnun-
gen aus, die bei einem Winkel 6 einen Wegunterschied

ro—r1 =d sinf (9.57)
und damit eine Phasendifferenz
d
¢=k-(T2—r1)=27rX sin (9.58)

aufweisen. Konstruktive Interferenz ist zu erwarten, wenn der Gang-

unterschied gerade ein Vielfaches der Wellenlédnge ist, also bei
To—T1="M"\ fir m=..-2,-1,0,1,2,... (9.59)

Die Intensitatsverteilung erhélt man aus der Interferenz der beiden
Kugelwellen,

1 . 1 .
E=E +Ey=Ey— Wb 4 ) — gilwi-krz) (9.60)
T1 T2
Fiir groke Entfernungen (Fraunhofer-Beugung) ist
1,20 > d, "M 8To”T (961)
und damit?]
1 . . .
E ~ Ej-—e“t (e‘”’“"1 + e‘”’“”) (9.62)
r
1 . ) ‘
= Fy -tk (1 etk (m)) = By (1+¢)  (9.63)
r
= 2F, cos% . ei?f? (9.64)

Da die Intensitéit I = c-€y- E? im zeitlichen Mittel betrachtet werden
muss und der Faktor e’#/2 nur eine Phasenverschiebung darstellt, ist

(I) ~ @00 COS (9.65)

2

Diese Intensitétsverteilung hat fir m =0,1,2, ...

e Maxima beip=2r-m = 1ro—-ri=XA-m

also bel sinf = m%

oMinimabei¢:27T-(m+%) = 7‘2—7”1=%)\>%>\>

Entscheidend fiir die Grofe der Beugungsfigur ist also das Verhalt-
nis von Wellenldnge A\ zur geometrischen Ausdehnung d des beu-
genden “Objekts”. Beispielsweise ist fiir A = 500nm, d = 0,01mm das
erste Nebenmaximum (m =1) bei 6 = 2,9°.

20

146t = id/2 . (e—i¢/2 " ez‘¢/2) = i9/2 2008%



9.10 Beugung

9.10.2 Einzelspalt

Bei einem einzelnen Spalt mit Spaltbreite a ist die maximale Pha-
sendifferenz

6=k-a-sin9=27r§-sin9 (9.66)

Zu berechnen ist das Beugungsintegral

Abb. 9.25
E.(0) - Emlei(m_kr) da (9.67) Beugung an einem einzelnen
Spalt r Spalt.
bei dem alle Kugelwellen entlang des Spalts aufsummiert werden.
In Fraunhofer-Néaherung, ro > a, und mit r = ry + x - sin 6 folgt
1 i(wt—kro) “ —ik-z-sin 6
Ei0) ~ Ej,—e 0 f e dx
To 0
Eg
@ (p-iB A o-iBI2(_9; i
= Ey— (e -1)=Ey—e (=2isin5/2) ,
-3 ‘ —if3 1= 00083/,
= Egae P2 sin(5/2) (9.68) 1=001651, "
/8/2 m=2
—1 =
Die Intensitatsverteilung —0 l
- )
= RI=1,
. 2 :“%H /\\ m= -1
sin 3/2 o
] ~N ]maz 969 m= -
(1 Lo (25282) (9.60) o
m= =3
hat demnach ‘
. . . . Abb. 9.26
e ein breites Maximum bei 5 =0, d.h. 8 =0, Beugungsbild eines einzelnen
Spalts.
e Minima bei 5 =27 -m (mit m =1,2,3,...), also patts
) A
sinf=m - — (9.70)
a

20°
20°

10°
0°
0°

0°
I
00
Oo

o o ‘O-h
= S 3 = =
T o= i on I e
I I .
4 & -] L~
e 8 S 2 S~
&g o= a o L)
T I = b=

Abb. 9.27 Beugungsbild eines einzelnen Spalts mit verschiedenen
Breiten.
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9.10 Beugung

0
mg==2 mg=-1 0 mg=1 myg=2
(a)

LT

“!

my==8 m;=—4nm;=0 m=4 m
(b)

(c) Red = calculated intensity
Purple = “envelope” of
intensity function

Abb. 9.28

Beugung an einem Einzelspalt
der Breite a (oben), Doppel-
spalt mit Abstand d = 4a und
Breite a = 0 (mitte), Doppel-
spalt mit Abstand d = 4a (un-

ten) und Photo.
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9.10.3 Doppelspalt allgemein

Fiir einen Doppelspalt muss man die Feldstérken (nicht die Intensi-
taten) der beiden Spalten addieren. Die Rechnung folgt dem Sche-
ma fiir den Doppelspalt mit schmaler Breite. Mit

o-20 L sno B-2rl . sing (9.71)
A A
ist
E=Eg+Eg=Eg (1+¢e?)=2E cos %5 e'?l? (9.72)

Mit der Einzelspalt-Feldstiarke aus Gl. folgt fiir den Doppel-
spalt

E~2Eya cos ;b Smﬂ(/ﬁf) -5 (9.73)
und die Intensitéat
. 2
I # Iy OS2 g (%) (9.74)

Es gibt also Interferenz innerhalb der Spalten und zwischen den
Spalten, und insbesondere ist

I¢Isl+ISQN2ISQ (975)

9.10.4 Gitter

Bei der Addition der Feldstédrken aller Spalten eines feinen Gitters
gilt

N
E=) Bi=Eq (1+e?+e 4™+ ) (9.76)

=]
Die geometrische Reihe ergibt

ING_1 NG gin(Ng/2)
_ ip\n _ 6 —
= Z ()" = a5 = B mm (e

so dass mit der Einzelspaltamplitude

E - E sin(N¢/2) sin(8/2) (9.77)

sin(g/2) /2

die Intensitét folgt:
. sin(N¢/2)\* (sin(3/2)\
(1) = Imm( sin(q§/2)) ( iz ) (9.78)

Damit werden bei hoher Spaltanzahl N die Maxima immer schmaler
und schérfer, so dass sehr genaue Messungen von A moglich werden.




|
m= -1 m=0 m=1 m=—1 m=0 m=1

m=0 m=1 ]

pe

m=

Abb. 9.29 Beugung an Gittern mit verschiedener Anzahl von Spalten.

9.10.5 Kreisférmige Offnungen

Die Linse eines Fernrohrs oder eines Mikroskops bildet eine kreis-
formige Blende, fiir deren Beugungsbild das 2-dimensionale Beu-
gungsintegral

1 .
E- f[ Ein — @) da dy (9.79)
Offnung

’
gelost werden muss. Man findet, dass das 1. Minimum bei

A
Omin = 1,22 — 9.80
= (9.:80)

liegt.
Eine Lochblende und eine Kreisscheibe erzeugen dabei ein ganz

ahnliches Beugungsbild.

Abb. 9.31 Beugung an einer kreisformigen Lochblende (links) und an
einer kreisférmigen Scheibe (rechts).

Das Auflésungsvermégen eines Fernrohrs wird nach Abbe so de-
finiert, dass das Maximum des Beugungsrings eines Sterns nicht
naher als im Minimum der Beugungsfigur eines anderen Sterns lie-
gen darf.

9.10 Beugung

X
[ (

T Bildebene )
A (| x4 =
| ~ _F1,22f,-A/D
SN S S _ x) —
= S x=0

Abb. 9.30
Beugung an einer Blende.

Abb. 9.32
Auflésungsvermdgen von zwei
Sternen durch Beugung.
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9.11 Dopplereftekte

9.11 Dopplerefifekte

9.11.1 Linearer nichtrelativistischer Dopp-
lereffekt in Medien

Fiir Wasserwellen oder Schallwellen ergibt sich eine Verdnderung
der messbaren Frequenz, wenn Sender oder Empfianger sich relativ
zum Medium (Wasser, Luft) bewegen. Die resultierende Intensitét
kann ebenfalls nach dem Huygens’schen Prinzip berechnet werden,
wir beschrinken uns aber auf die Anderung der Frequenz. Dazu
betrachten wir ausschlieflich die Zeitpunkte maximaler Amplitude
am Sender und Empfanger.

In einem System, in dem das Medium ruht, bewege sich Sender S
und Empfianger £ mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten vg, vg
entlang einer Richtung,

xs(t) = x50+ Vg1 xp(t)=xpo+vp-t

Emittiert der Sender zwei aufeinanderfolgende Maxima zu den Zei-
ten t,, tp, mit Periodendauer T = t;, — t,, so geschieht dies an un-
terschiedlichen Orten,

Ty =Tso+ Vsty Ip =Tso + Vs ty

Die Maxima der Wellen bewegen sich mit Geschwindigkeit c,
Abb. 9.33

Twall)=x0+C- (-1, Tuwb(t)=xp+cC-(E—1
Dopplereffekt: Der Sendet (*) ( ) (1) ’ ( )

sendet Maxima ab bei (f4, z4)  Sie erreichen den Empfinger zu den Zeiten t., tq, wenn
und (tp, zp).
xwa(tc) = xE(tc) wa(td) = :L.E(td)

Daraus folgt

g0+ vgly+c - (te—ta) TrEo + Vg -t
(c—vg) ta+xpo— Ts0

$EO+UE’td

= (C—UE)'tC

1‘50+’l}5tb+6'(td—tb)
= (C—UE)‘td = (C—'Us)'tb-i-LUEO—IESO (981)

Die Differenz beider Gleichungen ist

Abb. 9.34 (c-vg) Tp=(c-vs) Ts (9.82)
Dopplereffekt in Wasser (Wi~ Hier ist Ty = #;, — ¢, die Periodendauer des Senders und T = t4 — t,
kipedia). die am Empfanger gemessene Periodendauer. Fiir die Frequenzen
v =1/T folgt
ve =2 s (9.83)
C— Vg

Alle Geschwindigkeiten sind hier (wie hoffentlich immer in 1-dim.
physikalischen Gleichungen) entlang der gleichen Richtung defi-
niert, d.h. gegebenenfalls mit Vorzeichen zu versehen. Insbesondere
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zeigt ¢ vom Sender zum Empfanger. Bewegen sich Sender und Emp-
fanger in die gleiche Richtung, sind auch die gemessenen Frequenzen
gleich. Die Frequenzverschiebung wird maximal, wenn sich Sender
und Empfanger in entgegengesetzte Richtungen bewegen.

Bei einer Schallgeschwindigkeit von ca. 330 m/s dndert sich fiir
eine Sirene bei vg = 100 km/h die von einem Fufigénger (vg = 0)
empfundene Frequenz also um etwa 9%.

9.11.2 Transversaler nichtrelativistischer
Dopplereftekt in Medien

Der oben beschriebene lineare Dopplereffekt beruht offenbar darauf,
dass Sender und Empfanger ihren Abstand dndern, so dass auf-
einanderfolgende Maxima der Welle unterschiedliche Wegstrecken
zuriicklegen miissen. Der Gangunterschied wird dann als Frequenz-
verschiebung fehlinterpretiert.

Bewegt sich beispielsweise der Sender in einer Kreishahn um den
Empfanger, so dass v und Abstand senkrecht aufeinander stehen,
so ergibt sich auch kein Dopplereffekt. Ist a der Winkel zwischen
Us des Senders und der Richtung 7g(t.) - 7s(t,), (und analog f fiir
den Empfanger), so ist die Verallgemeinerung der Dopplerformel

pp = B CSE (9.84)
c— Vg COs
Speziell ist damit der “transversale Dopplereffekt”, d.h.
a=90°=73 (9.85)

bei (nichtrelativistischen) Wellen in Medien gleich Null.

9.11.3 Longitudinaler relativistischer Dopp-

lereffekt

Laut spezieller Relativitatstheorie sind alle Inertialsysteme gleich-
berechtigt und ununterscheidbar. Man darf daher bei EM-Wellen
im Vakuum auch nicht anhand des Dopplereffektes unterscheiden
konnen, ob sich Sender oder Empfénger bewegen, d.h es gibt kein
System eines Mediums.

Andererseits muss man den Dopplereffekt fiir EM-Wellen in je-
dem System ausrechnen diirfen, d.h. im System des Senders oder
dem des Empfingers oder selbst in dem eines beliebigen fiktiven
Systems.

Wir benutzen daher 0.B.d.A. das System des Empfangers, d.h.
wir setzen vg = 0. Wihlen wir den Nullpunkt des Koordinatensy-
stems so, dass die Urspriinge der Systeme von S und E zusammen-
fallen, so gilt laut Lorentztransformation fiir die Zeiten ¢}, ¢, und
Orte a7, x}, alle gemessen im System des Senders,

cty =yt +~pxl, cty =ycty + 0y (9.86)

9.11 Dopplereftekte
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9.11 Dopplereftekte

Da im System des Senders ), = z; ist, folgt
tb - ta =" (té - t;) = TS = "}/Téw (987)

Die vom Sender (in seinem System erzeugte) Periodendauer T =
t, — t,, ist also de facto durch die Zeitdilatation verdndert im Sy-
stem des Empfangers. Die Ausbreitung der Welle und die Messung
der Periodendauer 7T sind unverdndert gegeniiber der Rechnung im
nichtrelativistischen Fall, denn es miissen keine weiteren Lorentz-
transformationen zwischen Systemen mehr berticksichtigt werden.
Damit ist nach GIL. im System des Empfangers mit vg =0

C— Vg

V1-v%/c?

c-Tg=(c-vg) - Ts=(c—vg) 7yT¢= T, (9.88)

oder einfacher mit fg = vg/c,

_ [1=-Bs .,
TE—\/1+ﬁS-T5 (9.89)

Die Frequenzverschiebung aufgrund der Kombination von Zeitdila-
tation und Abstandsénderung ist daher

1
Ve = 1 /% VL (9.90)

Diese Formel héngt tatsdchlich nicht mehr von absoluten Geschwin-
digkeiten gegentiber einem absoluten Raum (oder Medium) ab, son-
dern nur noch von der Relativgeschwindigkeit von Sender und Emp-
fanger.

In der Astrophysik spielt die Dopplerverschiebung eine grofse Rol-
le, da die Verschiebungen bekannter Spektrallinien benutzt werden
konnen, um die Geschwindigkeiten von Sternen oder Galaxien rela-
tiv zu uns zu bestimmen (sieche Expansion des Universums, dunkle
Materie, dunkle Energie).

Abb. 9.35

Rotverschicbung eines ent- 9 11.4 Transversaler relativistischer Dopp-
fernten Galaxienhaufens (Wi-
kipedia). lereffekt

Wie beschrieben ist der transversale Dopplereffekt im nichtrelativi-
stischen Fall gleich Null.

Relativistisch ist aber die Zeitdilatation zu beriicksichtigen, da
in sie nicht die Orientierung der Geschwindigkeiten eingeht, son-
dern der Betrag der Geschwindigkeit. Damit ist beim transversalen
Dopplereffekt die Verschiebung der Periodendauer gegeben durch

! 1 !
TE = /}/TS = 1—_/62 . TS (991)
und die Frequenzédnderung
vg =\/1-p%-v§ (9.92)

Durch die Abhangigkeit von (2 ist der Effekt viel kleiner als beim
normalen Dopplereffekt.
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9.11 Dopplereftekte

A  Mathematische Formeln

Vektorfeld E(7), skalares Feld f(7)

Kartesische Koordinaten z,y, z

Ortsvektor T=(2,y,2) =€, +Yyé,+2€,=T¢,
Linienelement: ds=dré, +dyé, +dzé,
Volumenelement dV =dxdydz
Oy
Nabla,vzﬁ=iﬁ v=109,], 8:,3:3:81
dr 9 ox
O f
Gradient (Steigung) vi=\|0,f (Vf)i=0:f
0. f

Divergenz (Quellstérke) VE =08,E, + OB, +0,E, =Y, 0,E;

- (0,B. - 0.E,
Rotation (Wirbelstarke) Vv x E =|0,E, -0, F,
0.E,-0,E,

Laplace A Vi=02+02+02=A

VEf=Of +O5f +O2f = Af

Kugelkoordinaten: Betrag r, Polarwinkel 6, Azimuthwinkel ¢

Koordinaten r?2 =22 +y%+ 22, tanf = \/x? + y?/z, tanp = y/x
x r sin @ cosp
Ortsvektor r=|y|=|rsinfsing
z r cosf
sin @ cos cosf cos —sinp
Einheitsvektoren €, =|sinf singp €g = | cosf sinp €, =|+cosp
cosf —sinf 0
Linienelement: ds =dré, +rdféy+rsinfddyé,
Volumenelement  dV =72 sinf dr df dp
Gradient Vf=¢€0.f+ é@%agf + écpﬁ@%f
Divergenz VE = 50,(r2E,) + —— (0,E, + 9y(sin 0 Ey))
Laplace Af=202(rf) + ——os (sin 00y (sin 69y f) + 92 f))
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Zylinderkoordinaten: Abstand zur Achse R, Azimuth ¢, Hohe z

Koordinaten R? = 22 + 2 tang = y/x z
x R cosp
Ortsvektor r=|y|=|Rsing
z z
CoS —sinp 0
Einheitsvektoren ér=|sinp |, €,=|+cosp|, €.=]|0
0 0 1
Linienelement: ds=dRér+ Rdpé, +dzé,
Volumenelement dV = RdRdypdz
Gradient Vf = éRaRf + éwé&pf + ézazf
Divergenz VE = %3R(RER) + }%QDE@ +0.E,
Laplace Af = 5O0r(RORf) + 202 f + 02 f

Ableitungs-Identitaten

Vi=3, Vr=¢, Vxi=0

V(Vf) = V3f Vx(Vf)=0 V(VxE)=0
Vx(VxE)=V(VE)-V2E

Vx(fE) = f(VXE)+(Vf) x E

Integralsatze:

Gradientensatz /;(Vf) ds = f(b) - f(a)

Gauf’scher Integralsatz [/ (VE) dV = ﬁi EdA
14 -

geschlossene Fliache A um Volumen V

Orientierung (dA) nach auken

Stokes’scher Integralsatz [f(VxE) dA = fsE ds
A
geschlossene Linie S um Rand der Fliache A

Orientierung (dA, d3) nach rechter Hand Regel
Komplexe Zahlen: z

i=v-1,  2=-1, 1fi=-i

e = cos p +1 sin p, eim/2 = 4

z=a+ib=|z|e¥ =|z| (cosp + i sinp) (a, b, @ reell)

Re(z) =a =|z|cos g, Im(z)=b=|z|sinp

z* =a-1b, |22 = z 2*
|22 = z2* = (Re(2))? + (Im(2))? = a? + b2, tanp = Im(z) | Re(z)
cos = %(ew +e7%) sinp = 3 (e — %)

1+e% =e%l2.2co8



B Formeln zum
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Elektromagnetismus

Konstanten fio = 4 - 10‘7%

1 _ 107 A?
poc? — 4w N

c =299792458%

Elementarladung e =1,602176565-1071° C
Massen Elektron: m, = 511 KeV

€0 =

Strom u. Ladung I=0q
Strom- u. Ladungsdichte [ = // jdA

Ladungserhaltung Vj=-0,0

Maxwell-Gleichungen
Gau fiir £ VE ==

Gauf fiir B VB =0
Faraday-Henry VxE =-8,B
Ampere-Maxwell VB = 11o(j + ¢y O,F)

Lorentz-Kraft I = q

—

E+17><B)

Energiedichte w %E D+ %B H

—

Dielektrikum D= EOE +P= €06 B
Magnetismus B =g (H + M) = pop H
Potentiale B=vxA

Eichtransform. A= A+ v\

Superposition FE
2

=1,2566- 10755

= 8,854187817- 10125,
Nm

~ 31082 = 3048

€=qp = —qe
Proton: m, = 938 MeV

q=[[ odr
#Edﬁz—atq

EZ_VQD_atA
@' === O
B:Zzéz
A:ZN‘L‘
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Elektrostatik

Potentielle Energie

Potential ¢ E=-vy
Spannung U U = ¢(72) = ¢(71)
Punktquelle ¢ E = 47360 7% €,
Dipol-Feld +q p=qd (¢ +q)
Dipol-Energie Epot =-p E
Plattenkondensator E = g n

C= q[/)U

W =1CU?
Poisson-Gleichung Ay =-p/€

Elektrische Leitung

Stromdichte j=ob=opE=04FE
Ohm’sches Gesetz R=U/I = 01,%

Stromkreise

Widerstande Reihe: Ryes = Ry + Ry
Magnetostatik )
Biot-Savart B= =1 f dl;: r
B-Feld eines Leiters B =10 ;{ €,
Kreisbahn Pr=qBR

Spule B=ponl

Kraft auf Leiter F=1 f dl x B
Kraft zwischen Leitern f = ggg
magnetischer Dipol m=1A
Dipol-Energie Epot = -m B

Hall Effekt Uyg=vbB

Vektor-Potential

Parallel: % =

Masche: Ugpi = >, U, Knoten: Y, 1, =0

1,1
TR

auf der Achse
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Induktion
induzierte Spannung Uj,q = —0; / BA

Selbstinduktion Uina=-L 0.1

Spule L=popn*V

Schaltkreise

Einschaltvorgénge TOI+1 =1, I(t) = I (1 —¢7t7)
Zeitkonstanten T=RC T=L|R

Wechselspannung U = Upet T=1=2

Leistung P=UI P= m =Yl cos(pp - ¢r)

komplexe Widerstande U =271

ZR=R ZL=iwL ZC=1/(Z(,UC)
Reihenschwingkreis U = RO + %] + LO2T

Z=R+—_=+iwL wo=1/v/LC Ric=\/L/C
Parallelschwingkreis Z=R+Zc ﬁc = % + 5

Wellen

Wellengleichung Rf-2v2f=0 (7,1) = fo -g(wt — k) fiir ¢ = £

f
harmonische Wellen f = fj - ei(wt=k7) F
k

= fo - Leiwt=kr)
w=2mr = 2% = 27”
Intensitét I~ f?
Superposition fges = f1 + f2 fges 1+ 1o
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EM-Wellen
Wellengleichung

Lichtgeschwindigkeit
Polarisierung (freie W.)
Amplitude
Poyntingvektor
Zeitliches Mittel

Energie-, Impulsdichte
Hertz’scher Dipol

Dipol-Fernfeld
Leistung Dipol
Beschleunigte Ladung

Optik
Stehende Welle

Brechung

Totalreflexion
Brewster-Winkel
Geschwindigkeiten
Kohérenz

konstruktive Interferenz

Interferenz ebene Platten

Doppelspalt (eng)
Einzelspalt

Gitter

Kreisblende

RE-2V2E =0

E(Fl,t) _ (IBRXF)X?

(I) ~sin®0

RB-2V2B=0

c = L

/€0 €r O Ur

[ ~ B2 -sin®(wt) - sin?(kz)

w1 = W2

ni-sin o = Ny - sin oy

kl'Clsz'CQ

n(w)= 5~ /e

2

wi-w? —iw/T

2eqm (wg-w?)? + (w/7)?

22 sinag > 1
tanoq:fl—f
CZCPh—%
At<T

c _ ow c
97 Ok T ptwin
ow

A=noxo—n1Ta=m-\

c- At =2d+/n3 -n? sin®a

¢
(I) ~cos* 5

(1)~ (52

gb:27r§ sin 6

f=2ms sind

sin(8/2)

(1) ~ (o) (

A
Opmin = 1,222

)

Dopplereffekt (long.)

Dopplereffekt relativistisch

(c—ve)Tr=(c—vs)Ts

TSZ’}/Té



C Wellen

C.1 Harmonische Wellen

Wellen beschreiben den Transport von Energie und Impuls in Raum
und Zeit. Dieser Transport kann durch ein Medium, aber auch im
Vakuum erfolgen. Ein Materialtransport iiber grofere Entfernung
ist dabei nicht notwendig.

Das einfachste Beispiel sind Seilwellen, die in einem gespannten
Seil durch die Zugspannung benachbarter Bereiche aufeinander ent-
stehen. Lenkt man ein so gespanntes Seil an einem Ende (bei z = 0)
kurzzeitig aus, so breitet sich diese Storung mit einer festen Ge-
schwindigkeit (v) zum anderen Ende des Seils hin aus. Bei einer
vollkommen periodischen Anregung der Form (siehe harmonische
Schwingung)

f(x=0,t) = f,cos(wt)

beobachtet man an einer anderen Stelle (1) des Seils eine Auslen-
kung der gleichen funktionalen Form,

f(xy,t) = fycos(wt — kxy)

aber um den Winkel Ap = k- x; phasenverschoben. Eine Moment-
aufnahme (Photographie) zur Zeit ¢, zeigt die gleiche funktionale
Form als Funktion von =,

fx,to) = focos(wty — kx)

Eine solche harmonische Welle ist also

(C.1)

flx,t) = f,cos(wt - kx)

Die Auslenkung des Seils kann dabei senkrecht zur Hauptrichtung
des Seils und zur Ausbreitungsrichtung der Welle sein (Transver-
salwelle), bei einem gespannten Seil (oder einer langen Spiralfeder)
kann aber auch parallel zur Ausbreitungsrichtung eine Welle ange-
regt werden (Longitudinalwelle). In vielen Féllen kann man daher
eine Welle durch einen Vektor charakterisieren,

f(?, t) = fo cos(wt — k) (C.2)

oder, fiir beliebige Ausbreitungsrichtungen (mit |k| = k) und fiir
beliebige Phasenlagen (g bei t =0,7 =0,

f(F,t) = focos(wt—lgfﬂpo) (C.3)

Die Groflen in dieser Wellenfunktion werden bezeichnet als

fo der Polarisationsvektor mit der Amplitude |fy|.

C.1 Harmonische Wellen

Die funktionale Form einer
Welle ist gleich in Raum
und Zeit.

Abb. C.1
Welle als Funktion des Ortes
zu zwel verschiedenen Zeiten

Abb. C.2
Welle als Funktion der Zeit an
zwel verschiedenen Orten
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C.2 Beispiele fiir Wellen

w die Kreisfrequenz der Welle, die mit Periodendauer 7" und
Frequenz v zusammenhéngt,

27
=y = — C4
w=2my =" (C4)

k der Wellenvektor, der die Ausbreitungsrichtung der Welle an-
gibt und von der Wellenldnge A\ abhéngt (|k| = Wellenzahl),

k=S (C.5)

Damit kann man die Welle auch schreiben als

F(t) = focos(Qﬂ% oGk wo) (C.6)

Bei einer Schwingung (z.B. einer Feder) ist die gespeicherte Ener-
gie proportional zum Quadrat der Amplitude, E,, ~ %Dgﬂ, und
Erin ~ %my’Q. Bei einer Welle kann man analog die Intensitédt oder
Energiedichte definieren. Sie wird bei mechanischen Wellen wieder
proportional zum Quadrat der Amplitude sein,

I~ f2 (C.7)

C.2 Beispiele fiir Wellen

Voraussetzung fiir die Ausbreitung von Wellen ist eine Wechsel-
wirkung rdumlich benachbarter Bereiche. Ursache dafiir kann ein
Medium wie das Seil sein, aber es gibt auch Wellen im Vakuum.

e Schallwellen in Gasen und Fliissigkeiten entstehen durch den
Stof benachbarter Atome/Molekiile aneinander. Der Trans-
port von Impuls ist verantwortlich fiir die Ausbreitungsrich-
tung, so dass Schallwellen in Gasen und Fliissigkeiten longi-
tudinal polarisiert sind.

e Schallwellen in Festkérpern (und Erdbebenwellen) kénnen so-
wohl longitudinal als auch transversal polarisiert sein, denn
durch die Bindung zu benachbarten Atomen breiten sich Aus-
lenkungen auch senkrecht zur Auslenkungsrichtung aus (Bei-
spiel schwingender Stab).

e Oberflichenwellen entstehen z.B. bei Erdbeben, wenn eine
Longitudinal- oder Transversalwelle an die Oberflache gelangt
und sich dort eine senkrecht (und daher transversal) polari-
sierte Welle parallel zur Oberflache weiter fortpflanzt.

Wasserwellen sind eine besondere Form der Oberflichenwel-
len, bei der die Bewegung der einzelnen Wasserteilchen nahe
der Oberflache allerdings kompliziertere Formen annimmt.
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C.3 Wellengleichung und Form der Lésungen

e Elektromagnetische Wellen sind Schwingungen der E und B
Felder, die sich gegenseitig beeinflussen und so weiter fort-
pflanzen. EM-Wellen gibt es auch im Vakuum. Sie sind Trans-
versalwellen (siehe aber die Diskussion beim Hertz’schen Di-

pol).

e Gravitationswellen werden durch die Allgemeine Relativitéts-
theorie vorhergesagt, sind aber noch nicht experimentell nach-
gewiesen worden. Sie entsprechen der Ausbreitung der Verzer-
rungen der Raum-Zeit durch die Gravitation und sollten sich
mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten.

C.3 Wellengleichung und Form der
Losungen

Die in Gleichung angegebenen harmonischen Wellen f(7,¢) sind
Losungen der Wellengleichung

Rf-v>v2f=0 (C.8)

oder kurz Of = 0. Das lésst sich besonders aufschlussreich zeigen,
wenn man die Abkiirzungen g = cos und

o(7,t) = wt — k7 (C.9)

einfiihrt,

F(#0) =fo-9(p) (C.10)

Nach Kettenregel ist dann wegen 0y = w, 0, = -k,

Of = fo-g'(@) Op=wfo-g'(e)

Of = wfo-g"(¢)

Ouf = ~kufo g'()

@%JF = +k’g2cf0'9'(90)

Vi o= K fo-g"() (C.11)

Damit ist dann auch

O f - v*V2f = (W= 0" k?) fog" () = 0 (C.12)
fir alle
w

Dies gilt unabhéngig von der speziellen Funktion g(¢). Damit ist
ausser g = cos auch jede beliebige andere Funktion g(¢) oder f(¢)
eine Losung dieser Wellengleichung, wenn sie mehrfach differenzier-
bar ist. ¢ darf allerdings die Variablen 7 und ¢ ausschlieflich in der
angegebenen Form ¢ = wt — k7 beinhalten.

d’Alembert Operator O
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C.5 Linearitdt und Superposition

Abb. C.3
Wellenfronten konstanter

Phasen #bei einer ebenen
Welle in k£ Richtung.

Phasengeschwindigkeit

Polarisation

Abb. C.4
Wellenfronten konstanter
Phasen bei einer Kugelwelle.
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Damit ist z.B. auch die komplexe Darstellung

F(7,t) = foeiter-tren) (C.14)

eine Losung der Wellengleichung. Der Realteil hiervon ist natiirlich
gerade wieder die Losung aus Gl

C.4 Ebene Wellen und Kugelwel-
len

Alle Losungen der Form von Gl beschreiben (fiir k = const.)
ebene Wellen, bei denen die Wellenfronten gleicher Phase ¢ = wt—ETF
Ebenen sind, die senkrecht zur Ausbreitungsrichtung k stehen. Dies
ist offensichtlich, da z.B. der Gradient von jeder der Komponenten
von f parallel zu k ist,

vfm(ﬂ t) = _Zl% fz(Fv t)

Punkte gleicher Phase (also z.B. das Maximum der cos-Funktion)
erfiillen
wt1 - ]_4:’771 = th - I:ZFQ
so dass die Geschwindigkeit v, mit der sich Punkte konstanter Phase
bewegen, gegeben ist durch o = %. Damit ist w = k& und die Welle
breitet sich in %k Richtung aus. Die Phasengeschwindigkeit einer
Welle ist damit gegeben durch

w
. d
v=o (C.15)

Fiir eine transversal polarisierte Welle ist fg k= 0, fiir eine lon-
gitudinal polarisierte Welle ist fy x k= 0.

Im Gegensatz dazu ist eine Kugelwelle von der Form

ei(wt-kr+pg)

f(7t) = fo — (C.16)

Dies ist ebenfalls eine Losung der Wellengleichung Sie hangt
nur vom Betrag |7| und der Wellenzahl k ab, hat also Wellenfron-
ten, die kugelférmig um den Nullpunkt liegen. Aus Griinden der
Energieerhaltung nimmt die Amplitude mit dem Radius ab, denn
der Energiefluss durch eine Kugelfliche mit Radius r; um den Null-
punkt ist proportional zu wr?-I(ry) = 7r? - f2(r1). Damit dies auch
fiir andere Radien gilt, muss f ~ 1/r sein.

C.5 Linearitat und Superposition

Bei einem physikalischen Pendel wird normalerweise die potentielle
Energie fiir kleine Winkelauslenkungen o um die Ruhelage in einer



C.5 Linearitidt und Superposition

Taylor-Reihe entwickelt, E,, = mgh = mgl(1 - cosa) » tmgla?,
so dass aus Ej;, = %D(lo’z)2 und Oy(Epet + Egin) = 0 eine lineare
Differenzialgleichung folgt,

= d+wia=0

Auch bei einem Federpendel ist das Hook’sche Gesetz eine lineare
Néherung.

Ahnliches gilt bei der Ableitung der Wellengleichung fiir die
meisten physikalischen Systeme. In der ersten Naherung kleiner
Auslenkungen um eine Ruhelage ergibt sich immer eine lineare Wel-
lengleichung der Form . Sind daher fi(wit—ki7) und fo(wat—kof)
Losungen der Wellengleichung, so ist auch die Summe

fges :f1+f2

eine Losung. Hierbei spielt es keine Rolle, in welchem Verhéltnis ~ Superpositionsprinzip
w; und wy oder k1 und ]{72 zueinander stehen. Auch die funktionale
Form von f1 und f5 kann unterschiedlich sein. Dieses Superpositi-
onsprinzip ist die Grundlage fiir die Erklarung zahlreicher Phéno-
mene wie Brechung, Beugung, Interferenz, etc. Insbesondere folgt:

e Die Wellen f; und f, durchdringen sich, ohne miteinander
zu wechselwirken und sich zu storen. Man kann daher die
Ausbreitung jeder Teilwelle separat analysieren und dann ad-
dieren.

e Wellen mit beliebigem funktionalen Verlauf konnen mit einer
Fourier-Zerlegung in einzelne harmonische Wellen f (&, t) zer-
legt werden, die sich unabhéngig voneinander ausbreiten und
deren Amplituden man anschliefend wieder addieren kann.

e Ebene Wellen kann man als eine Summe von Kugelwellen be-
schreiben.

e Die Amplituden der Wellen addieren sich, aber nicht die In-
tensitdten. Denn (bis auf Vorfaktoren) ist

Iges‘ ges fl +f2 +2flf2_ll +‘[2 +2f1f2 <C17)

Den letzten Ausdruck nennt man Interferenzterm. Er ist die
Ursache dafiir, dass sich Wellen auch gegenseitig ausléschen A1y o5
konnen.

Interferenz zweier Kugelwel-
len.

Alle diese Effekte spielen eine grofse Rolle z.B. in der Optik.
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D.1 Herleitung der harmonischen Schwingung

14
y
051
-1 -05 0 05 i
X
_0'5-
Abb. D.1

Néaherung des Potentials des
Pendels durch ein quadrati-
sches Potential.
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D Differentialgleichungen

Im Folgenden werden einfache Differentialgleichungen besprochen,
wie sie in der Mechanik oder in elektrischen Schaltkreisen vorkom-
men. In beiden Féllen wandeln sich verschiedene Energieformen
ineinander um, so dass eine Schwingung entsteht.

D.1 Herleitung der harmonischen
Schwingung

Wir betrachten ein Pendel der Masse m und der Fadenlénge [, des-
sen Auslenkungswinkel ¢(t) = z(t)/l ist. Zunéchst vernachléassigen
wir Reibung und betrachten den Fall ohne dufsere Anregungskrifte.
Die kinetische Energie ist

1 1
Epin(t) = =mv* = —m i? (D.1)
2 2
und die potentielle Energie
Euot(t) =mgh(t) =mgl- (1 -cos z ) (D.2)

l

Harmonische Néherung Diese potentielle Energie kann nahe der
Ruhelage genihert werden P! Im Fall des Pendels liefert die Taylor-

. 2
Entwicklung cos § ~ 1 - % (%) , so dass

<

1 1
Epor(t) M7 z? = imwg 7 (D.4)

mit der Eigenfrequenz (Kreisfrequenz) wy = \/g/l. Die Gesamtener-
gie

Etot = Ekzn(t) + Epot(t) (D5>
muss zeitlich konstant sein. Ableiten nach der Zeit liefert daher

OBt =0 = O Eyin + atEpot (D-6)

= m:t:'v'+mw8x:t=m:t-(i+w§x) (D.7)

21 Tatséchlich ist nahe der Ruhelage jedes Potential niherungsweise parabelfor-
mig, denn in der Ruhelage zy muss ja gerade ein Minimum der potentiellen
Energie vorliegen, 0; Epot(20) = 0. Eine Taylorentwicklung liefert daher

1
Epot(a:) = Epot(mo) + 8;5Epot(x0) . (Z‘ - 1‘0) + §8§Epot(xo) . (.73 - 3}0)2 + ...
1
% Epoi(zo) + iaiEpot(zO) (- m0)” (D.3)

Aus diesem Grund sind harmonische Schwingungen von iiberragender Be-
deutung.



D.2 Lésung fiir eine freie harmonische Schwingung

Der Ausdruck in der Klammer muss offenbar zu jeder Zeit Null sein,

F+wiz=0 (D.8)

Die Nédherung durch ein quadratisches Potential fiihrt offenbar im-
mer zu einer linearen (in ) Differentialgleichung zweiter Ordnung
(zweite Ableitung) mit reellem Koeffizienten wy.

D.2 Losung fur eine freie harmoni-
sche Schwingung

Eine Bewegungsgleichung fiir z = z(t) der Form
F+wir=0 (D.9)

gilt fiir eine harmonische Schwingung ohne Reibung und ohne &u-
fsere Krafte. Die allgemeine Losung hierfiir lautet

x(t) = xq-sin(wo t + Pp) (D.10)

Fiir eine solchen Differentialgleichung 2. Ordnung braucht man 2
“Integrationskonstanten”; diese sind in diesem Fall die Amplitude xg
und die Anfangsphase ¢g. Man zeigt dies, indem man die zweifache
Ableitung bildet,

wo To - cos(wot + Pp) (D.11)

~wi o - sin(wot + ¢g) = ~wWa T (D.12)

und in die Bewegungsgleichung einsetzt,

F+wir=-wir+wir=0 (D.13)

Setzt man diese Losung in die Formeln fiir die kinetische und po-
tentielle Energie ein, so erhélt man

1 1

Ein(t) = 3™ i? = §mw§x§ cos®(wot + ¢g) (D.14)
1 1

E,n(t) = §mw§x2 = émngg sin®(wot + ¢o)  (D.15)

Da sin® a + cos? a = 1 ist, folgt, dass die Gesamtenergie erhalten ist,

1
Eipr = §mw§x% (D.16)

Die beiden Konstanten zy und ¢ miissen aus den Anfangsbedin-
gungen bestimmt werden.

Bsp.: Sei ¢ =0. Dann ist zum Zeitpunkt ¢ =0
z(0) =0, 2(0) = woxo, #(0)=0 (D.17)
1
Ein(0) = §mwg 3, E,t(0)=0 (D.18)

Bewegungsgleichung fiir ei-
ne harmonische Schwingung
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D.2 Losung fiir eine freie harmonische Schwingung

Abb. D.2
Schwingung mit Anfangsge-
schwindigkeit.

2

-1

-2

Abb. D.3

Summe einer sin und cos
Funktion mit unterschiedli-
cher Amplitude
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Bsp.: Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei die Auslenkung z(0) = 220 und die

Anfangsgeschwindigkeit #(0) = vg. Dann ist zum Zeitpunkt ¢ = 0

o
(0)

1
arcsin 3= 30° (D.19)
~ wp cos(300)

Vo = Wo T COS(?)OO)7 Zo (D20)

Alternative reelle Losung

Anstelle der Losung aus Gl. [D.I0 kann man auch eine Summe ver-
wenden,

z(t) = A-sin(wyt) + B - cos(wot) (D.21)

verwenden 7| Diese Losung ist vollig gleichwertig mit Gl. fiir
A =g cos(eyp), B = ¢ sin(¢g) (D.22)

Dies ergibt sich aus den Additionstheoremen fiir sin und cos Funk-
tionen 3 Insbesondere fiir die Anfangsbedingungen ist einfach B =
2(0) und A = v(0)/wo.

Komplexe Losung
Anstelle der Losung aus Gl. [D.10] kann man auch

Te(t) = xq - e/@ot*de) (D.28)

verwenden mit reellem g, wy und ¢q. Die Ableitungen sind dann

T = Wy, T, = —WaT, (D.29)

22Da die Differentialgleichung linear in x ist, ist jeder Summand einzeln bereits
eine Losung.

23 Man kann komplexe Schreibweisen effektiv benutzen, um Additionstheoreme
wie

Zo sin(wot + ¢g) = Asinwot + B coswot (D.23)

fir reelle 29, A, B zu beweisen. Da coswot = Re(e’°!) und sinwpt =
Re(—ie™°?) ist dies gleichbedeutend mit

Re(=ize!(“0t+%0)) = Re(—i A0t + Be'ot) (D.24)
Dies ist erfullt fur

—iggel@ottdo)  — i feiwot  Beiwot (D.25)
zg et gito = (A+iB) elwot (D.26

~~

Fiir den Realteil bzw. Imaginirteil von zge®° muss also gelten

A= o COS qf)o, B= Zo sin (;50 (D27)



D.2 Lésung fiir eine freie harmonische Schwingung

Fiir reelle wq ist dies offenbar auch eine Losung der Schwingungs-
gleichung. Physikalisch interpretiert werden kann der Realteil

z(t) = Re(x.) = xg cos(wot + d.) mit P = g — g (D.30)
oder der Imaginéarteil
z(t) = Im(z.) = zo sin(wot + @) mit ¢, = P (D.31)

Beide Losungen sind also dquivalent.

Allgemeines Losungsverfahren

Um die allgemeine Lésung fiir homogene lineare Differentialglei-
chungen mit reellen Koeffizienten zu erhalten, wéhlt man als An-
satz

Ta(t) = c- e (D.32)
Hier ist c eine willkiirliche Konstante. Wegen
Tq = A Tq, Ta= N1, (D.33)
folgt bei Einsetzen in die Bewegungsgleichung # + w3z = 0,
N, +wiz, =0 (D.34)
aus dem ’charakteristischen Polynom’
N +w2=0 = A2 =+1w (D.35)

dass es zwei Losungen fiir A gibt. Die allgemeine Losung der ho-
mogenen Differentialgleichung ist dann ein Linearkombination der
beiden moglichen Losungen

z.(t) = Oy Mt + Oy e (D.36)

in diesem Fall also

z.(t) = Oy 0! + Cy g7 0! (D.37)

mit im allgemeinen komplexen Zahlen C,Cs. Der Realteil von z..
(oder der Imaginérteil) kann als Losung interpretiert werden. Tat-
sachlich ist

Re(x.) Re(Cy €0t 4 Cy 70t (D.38)

Re(C’l + Cg) coswol — Im(C’l - CQ) Sil’let<D.39)

Dies ist wieder gleichbedeutend mit Gl. [D.2]] fiir

A= —Im(C’l - Cg), B-= Re(C’l + CQ) <D40)
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D.3 Geddmpfte harmonische Schwingung

20 30

Abb. D4

Schwache Dampfung. Die
schwarze Kurve entspricht der
Funktion z(t) = zg-e™ .

3

10 20 30

Abb. D.5
Aperiodischer Grenzfall.

3

Abb. D.6
Starke Dampfung.
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D.3 Gedampfte harmonische Schwin-

gung

Fiir eine Schwingung mit Reibung gibt es in der Bewegungsglei-
chung einen weiteren geschwindigkeitsabhéngigen Term,

F+2y2+wiz =0 (D.41)
Als Ansatz fiir die Losung wird verwendet
T(t) =C-eM (D.42)
Die Ableitungen lauten
Ty = AXq, Fo = N, (D.43)
Einsetzen in die Bewegungsgleichung ergibt
(N + 29\ +wd)z, =0 (D.44)

Da x,(t) nicht immer Null sein wird, muss das charakteristische

Polynom Null sein,
N+ 29\ +wi =0 (D.45)

Fiir v = 0 folgt A =iwp und damit die Losung von Gl. [D.37 Allge-
mein ergibt sich aber

Mo=—v£\VP-wi=-7zxiywi-12=-yziw (D.46)
mit
w=\wj =72 (D.47)

Damit ist die allgemeine komplexe Losung fiir eine geddmpfte har-

monische Schwingung ohne dufsere Anregung
Tho(t) = O et + Oy - et (D.48)

oder

Th(t) =€ (Cl et 4 Oy - e‘iwt) (D.49)

Wieder kann der Realteil oder der Imaginérteil von z,(t) als phy-
sikalische Losung interpretiert werden, also z.B.

zy, = Re(zp,.) =e " (A-sinwt + B - coswt)

(D.50)

Bei kleiner Reibung ist 7 < wp und daher w = \/w? — 4?2 eine reelle
Grofe. Damit beschreibt der Term e™! eine Schwingung und x,(t)
eine geddmpfte Schwingung, deren Amplitude xge™* exponentiell
abnimmt.

Im Gegensatz dazu liegt fiir grofse Reibung v > wy keine Schwin-
gung mehr vor, sondern x;(t) ist eine rein exponentiell abfallende
Funktion. Der Fall v = wy wird aperiodischer Grenzfall genannt.



D.4 Gedampfter harmonischer Oszillator mit dukerer Anregung

D.4 Gedampfter harmonischer Os-
zillator mit aulserer Anregung

Wird ein harmonischer Oszillator von aufsen periodisch angeregt,
so gilt

T+ 2vi + wir = a - coswt (D.51)

Hier ist a (reell) die maximale Beschleunigung durch die dufere
Kraft und es wurde angenommen, dass die Anregung zur Zeit ¢t =0
maximal ist. Die Anregungsfrequenz w, soll beliebig sein, in der
Regel also weder die Eigenfrequenz wy der freien ungedampften
Schwingung, noch die Frequenz w = \/w? — 2 der freien gedampften
Schwingung.

Da die Gleichung homogen ist und reelle Koefizienten hat, ist es
wieder einfacher, die komplexe Erweiterung dieser Gleichung

T+ 2vi + wir = a- et (D.52)

zu 16sen und anschliefend wieder den Realteil als physikalische Lo-
sung zu interpretieren.

Die allgemeine Losung dieser Schwingungsgleichung ist die Sum-
me aus der allgemeinen Losung xj, des freien Oszillators und einer
speziellen Losung fiir die duffere Anregung (also den inhomogenen
Teil der Differentialgleichung),

z(t) = xp(t) + Tinn(t) (D.53)
mit
Theo(t) = Cp-eM, Tinn (1) = g - €47 (D.54)
Damit ist
= AN Tpe+i-Wa Tink (D.55)
= N ape—wE T (D.56)

Einsetzen in die Schwingungsgleichung ergibt

(AN + 29\ + i) o (1) +(—w2 + 2iyw, + wi) Tinp (1) = a - *(D.57)

=0

Da die Frequenz von z;,. die Eigenfrequenz w ist und diese un-
abhéngig von der Anregungsfrequenz w, ist, folgt, dass der erste
Summand links gleich Null sein muss und unabhéngig davon der
Rest ebenfalls Null sein muss.
Der erste Summand links ist Null, wenn A\ die Gl. erfillt.
Der zj,.(t) Anteil der Losung fillt exponentiell mit der Zeit, d.h.  Einschwingvorgang
nach einer Zeit ¢ >> 1/~ bleibt nur der z,(t) Anteil. Dann ist auch
die Abhéngigkeit von den Anfangbedingungen verschwunden.
Damit der Rest fiir alle Zeiten Null ist, muss gelten

(w2 + 2iyw, +Wd) w0 = a (D.58)
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D.4 Gedampfter harmonischer Oszillator mit dukerer Anregung

Abb. D.7
Gedampfte
mit  auferer
Anregung.
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Schwingung
periodischer

Daraus folgt

2 _ )29
a Wi — Wi — 21wy,

To. = =a-
0 w2 — w2 + 2iyw, (W2 - w2)? + (27 w,)?

und
.Tc(t) = xh,c(t) + |:L‘0,C| . ei(wﬂter)inh)
mit
a
|x0,6| =

V(Wd —w2)? + 492 w2
Im(zg.c 2vW,
tan G = e L0e) 2

Re(zo.) w2 - w?

(D.59)

(D.60)

(D.61)

(D.62)

Nach dem Einschwingvorgang ist die Amplitude |z .| proportional
zur Anregung a und wird maximal, wenn die Anregungsfrequenz w,
nahe der Eigenfrequenz wy der freien Schwingung liegt. Die Damp-
fung v beschrankt in diesem Bereich die maximale Amplitude.
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