2.1 Clifford-Algebra und Hamilton

Forderung nach relativi-
stischer Invarianz

Clifford-Algebra
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2 Eigenschaften der
Dirac-Gleichung

2.1 Clifford-Algebra und Hamilton

In der Dirac-Gleichung

(iv" 0 —m)W¥ =0 (2.1)

sind die 4 Komponenten von v* = (7°,%) zunéchst unbekannte ma-
thematische Objekte. Da die ¢0, aber Komponenten des Impuls-
operators sind und Impuls und Masse die gleiche Dimension haben,
konnen die v# keine Dimension haben und miissen daher Konstan-
ten sein. Im Folgenden soll gezeigt werden:

e Aus den vier Raum-Zeit-Dimensionen folgt, dass jede der *
eine 4x4 Matrix und ¥ ein 4-komponentiger “Spinor” ist.

e Die vier v# konnen so bestimmt werden, dass jede der 4 Kom-
ponenten von ¥ die relativistische Klein-Gordon Gleichung
erfiillt.

e Die Gleichung beschreibt Spin % Teilchen
e Die Gleichung sagt Anti-Teilchen voraus.

Die Dirac-Gleichung soll fiir ebene Wellen die relativistische Energie-
Impulsbezichung E? — P2 = m? = 0 erfiillen.

Wendet man —(i9* 9, + m) von links auf die Dirac-Gleichung an,
so erhdlt man

(Y70, "0, + m?)W = (Y'v*0,0, + m?)W =0 (2.2)

Vertauschung der Summationsindizes p < v ergibt (y#470,0, +
m?2)¥ = 0. Addiert man beide Gleichungen so erhélt man

(%(7“7“ +9"Y") 9,0, + m2) ¥ =0 (2.3)

Dies ist genau dann die Klein-Gordon Gleichung (00, + m?)¥ = 0,
wenn
1 "

v v -1
(7" +9"y") =2 3 (2.4)
-1

ist, oder kurz



2.2 Bestimmung der ~y-Matrizen

{7} =2g" (2.5)

Diese Clifford-Algebra ist eine notwendige Bedingung fiir Lorentz-
Invarianz. Aus ihr folgt insbesondere

() =1, (v')?=-1 firi=1,2,3 (2.6)

Multipliziert man die Dirac-Gleichung (i7°9; + i3V —m)¥ = 0 von
links mit 4° und benutzt (1°)2 =1, so folgt

HU =i, U = —in 390 + mA°T (2.7)

Der Hamiltonoperator der Dirac-Gleichung ist also

H =~"3P +my° (2.8)

2.2 Bestimmung der y-Matrizen

Wegen den Antikommutator-Beziehungen in Gl. 2.5 sind die ~#
keine einfachen Zahlen. Dirac hatte die Idee, vier verschiedene nxn
Matrizen anzusetzen. Wiederum aus Gl. 2.5 folgt dann fiir die Spur
(Tr)? und die Hermitezitét® der Matrizen

Tr(y)=0 ("M)=" ()= (2.9)

Man kann zeigen, dass fiir n = 2,3,5,7, ... keine Matrizen diese Kri-
terien erfiillen.

e n = 2: Die drei Pauli-Matrizen o; bilden bereits einen vollstén-
digen Satz von spurlosen, antikommutierenden 2 x2 Matrizen.
Fiir 4% = ¢ miisste sich 49 damit als eine Linearkombination
der Pauli-Matrizen und der I, ausdriicken lassen. Eine solche
Matrix antikommutiert aber nicht mit den Pauli-Matrizen.
Daher kann fiir n = 2 die Clifford-Algebra GI. 2.5 nicht erfiillt
sein.

e n =3,5,... (ungerade): Da +° hermitesch und (7°)? = 1 ist,
sind die Eigenwerte von ~° gleich £1. Wegen T'r(~°) = 0 miis-
sen gleich viele Eigenwerte mit +1 wie mit —1 auftreten, so
dass nur eine gerade Anzahl von Eigenwerten moglich ist. Da-
mit ist n gerade.

2 Fiir p # 0 gilt 2.B. v#9° = —4%4* und damit v* = —y°9#40 sowie Tr(y*) =
~Tr(y°y#40) = =Tr(y°4%9#) = ~Tr(y*), so dass Tr(y*) = 0. Hier wurde
benutzt, dass man die Reihenfolge der Matrizen unter einer Spur zyklisch
vertauscht werden darf, Tr(AB) = Tr(BA).

Da der Hamiltonoperator H in GIl. 2.8 links hermitesch sein muss, sind
auch die Matrizen rechts hermitesch, also 7% = (7°)f und 7%% = (79%)t =
(v)T (7). Multipliziert man die letztere Gleichung von links mit v und
benutzt (7°)? = 1, folgt auferdem % = 40(7%)T40 = —(41)T7040 = — (4T,

3
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2.3 Losungen der Dirac Gleichung
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Die kleinste mogliche Dimension der v-Matrizen ist also 4x4. Damit
ist die Dirac-Gleichung zu lesen als

(i’yuaﬂ - mI4)\I/ = 04 (210)
Hier ist W ein vier-komponentiger Spinor,

vy
Uy
s
vy

U= (2.11)

Jede der Komponenten von W erfiillt getrennt die Klein-Gordon
Gleichung. Fiir eine ebene Welle

U = Uy e (2.12)

erfiillt jede Komponente die Gleichung E2? — P2 = m? = 0.
Eine der moglichen expliziten Darstellungen der «-Matrizen, die
die Clifford-Algebra erfiillt, ist die Pauli-Dirac Form,

10 0 0 0 0 01
01 0 0 0 0 10

0 _ 1 _

T7lo 0 -1 0 T 1o -1 00 (2.13)
00 0 -1 1.0 00
000 —i 0 01 0

, |0 0 i o0 , o 00 -1

T7lo i 0 0 T7-1 00 o0 (2.14)
00 0 0 10 0

Man benutzt aber meistens die standard Pauli-Matrizen

) ) ) e

um die 4 x 4 Matrizen in etwas libersichtlicherer 2 x 2 Form zu
schreiben:

0 _ 7 _ 7 . .
Y —( _]’)7 gl _(_Ui ) fir i=1,2,3  (2.16)

Hier ist I die 2 x 2 Einheitsmatrix.

2.3 Losungen der Dirac Gleichung

Losungen der freien Dirac- Gleichungen
(iv"0,—m) =0
sind vier Wellenfunktionen

(@) =ult D (p) e (2.17)



2.3 Losungen der Dirac Gleichung

Y(x) = vt (p) et (2.18)

wobei die jeweils zwei Spinoren fiir Teilchen u(?)(p) und Antiteil-
chen v12)(p) nur vom 4-er Impuls p, abhingen, aber nicht von
den Ortskoordinaten z,. Einsetzen in die Dirac-Gleichung ergibt
Gleichungen fiir die Spinoren,

(7P —m)u? =0 (2.19)

(Y*pu +m) vt =0 (2.20)
sowie

ah (yp, —m) =0 (2.21)

o (4#p, +m) = 0. (2.22)

In der Dirac- Pauli Darstellung der ~- Matrizen ist

E-m -6p
Yoy —m= ( 55 _E _pm) (2.23)

wobei auf den Diagonalen jeweils eine 2x2 ler Matrix nicht ausge-
schrieben wurde. F = ++/p? + m? ist immer positiv. Es gilt

G = ( b= b= Zpy) . (6p) =P (2.24)

Losungen fiir die Spinoren der Teilchen (u) und Antiteilchen (v)

sind daher

(1,2) 0P _.(2,1)
u(1:2) (p) = N( X ) : U(1,2)(p) =+N (E+;<z(;<1) )2.25)

FEx)

wobei in der letzten Spalte die zwei-komponentigen Spinoren

NOM (é) NOE (2) (2.26)

nur zur Vereinfachung der Schreibweise eingefiihrt wurden. Explizit
ausgeschrieben lauten die Spinoren

1 0
(1) 0 @) 1
uV(p)=N| _p-_ u'?(p) = N | po-in, (2.27)
E+m E+m
Dat1Dy 2
E+m E+m
Pz —1Dy Pz
E+m E+m
—Pz Dz +1Dy
v (p)=N EBm v@(p) = -N Eim (2.28)
1 0
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2.4 Interpretation der Lésungen

Die willkiirliche Normierung wird zumeist zu N =/ E + m gesetzt.
Bewegt sich das Teilchen nur in +2z Richtung, so lauten die Spinoren

1 0
(1) 0 (2) 1
u(p.)=N| »_ u(p:)=N|[ 4 (2.29)
E+m
0 Eﬁn
O Efm
b
U(l)(pz) =N Eam U(2)(pz) =-N (1) (2,30)
1 0

Im Ruhesystem des Teilchens ist p# = (m,0,0,0) und die Spinoren
lauten

u™(0) = vV2m u®(0) = v2m (2.31)

1 0
0 1
o’ or’
0 0

0 0
W) =vam|o|. o) =-vam| (2.32)
1 0

2.4 Interpretation der Losungen

Wir betrachten die Dirac-Gleichung in der Form von Gl. 2.7,
HU =0,V = —in°FV ¥ + m~" W (2.33)

In Matrixschreibweise lautet sie

(iat mt) U= (5]3 513) U+ (m _m) 7 (2.34)

Fir ein freies Teilchen wird eine ebene Welle
U = u(E, P)e(Ft-P7) (2.35)

als Losung erwartet. Betrachtet wird zunéchst ein Teilchen in sei-
nem eigenen Ruhesystem, d.h. P = 0. Eine Losung der Dirac-Gleichung
ist zum Beispiel (bis auf eine beliebige Normierung)

\Il(l) — U(l) e—imt — e—imt (236)

o O O =
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2.4 Interpretation der Lésungen

denn 0,0 = HU® = mW¥(1), Der Hamiltonoperator hat also als
Eigenwert die Masse, wie erwartet fiir ein ruhendes Teilchen. Das
gleiche gilt fiir die 2. Losung u(® = (0,1,0,0)7.

Fir u® = (0,0,1,0)” und u® = (0,0,0,1)7 wiirde jedoch das
Vorzeichen der Masse in Gl. 2.34 zu negativen Eigenwerten des
Hamiltonoperators fiihren, i0,¥®) = HU®) = —-m¥ ) und kann da-
her so nicht direkt interpretiert werden. Eine Losung hierzu findet
man, wenn man die Dirac-Gleichung komplex konjugiert, so dass 70,
und P = —iV sowie 72 ihr Vorzeichen relativ zum Massenterm &n-
dern. Um zu verhindern, dass v? und damit die Impulskomponente
P, eine Sonderrolle einnehmen, muss anschliessend von links mit
~2 multipliziert werden, und dann ~? nach rechts durchgeschoben
werden.

Aufgabe 2.1: Zeigm
U, =iy?0* (2.37)
die standard Form der Dirac-Gleichung erfiillt:
10V, = —iy"3V U, + m U, (2.38)

Beachten Sie dabei die Antikommutator-Relation der
~v-Matrizen (y2y# = —y#+2 fiir p + 2).

Die beiden Komponent(in \If£1’2) erfiillen also ebenso wie ¥(1:2) die
Bedingung E = m fiir (P =0). Nun ist aber

0 00 —i 1 0
U =i (W) = 8 S é 8 8 e = 8 e’ (2.39)
- 0 0 O 0 1
Ebenso gilt
0
@ - _ ? cipe (2.40)
0
Dies begriindet die Einfithrung der Spinoren v,
\119) = pDeirz ‘Ilg) = @iz (2.41)

Zusammenfassend gibt es also die vier physikalisch interpretierba-
ren Losungen U W(2) \Ifgl), NS

Der Unterschied der Losungen ¥ und V. ergibt sich, wenn man
die Dirac-Gleichung einschliesslich Elektromagnetismus (oder jeder
anderen Eichwechselwirkung) untersucht. Spéter werden wir mit
Hilfe der Eichtheorien die sogenannte minimale Kopplung ableiten,
bei der der Impulsoperator ersetzt wird durch

pr=10" - pt—qAt =i(0" +igA") (2.42)
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2.5 Drehimpuls und Spin

Damit ergibt sich die Dirac-Gleichung mit Wechselwirkung,
[iv" (0, +igA,) —m] ¥ =0 (2.43)

Hierfiir erzeugt komplex konjugieren und mit v? multiplizieren ein
relatives Minuszeichen zwischen 0, und igA,,u. Daher lautet die
resultierende Gleichung fiir U,

[17(8, — iqA,) ~m] W, =0 (2.44)

Die Bewegungsgleichung fiir die Losungen ¥ und W, unterscheiden
sich also gerade um das Vorzeichen des Terms mit der Ladung q.
Dies gilt fiir alle Ladungen aller Eichwechselwirkungen. Daher wer-

Anti-Teilchen den die Losungen ¥ als Felder der Teilchen und die Losungen V.
als Felder der zugehorigen Antiteilchen bezeichnet. Teilchen und
zugehorige Antiteilchen haben die gleiche Masse m.

2.5 Drehimpuls und Spin

Fiir ein abgeschlossenes System wie ein einzelnes Dirac-Teilchen
muss der Gesamtdrehimpuls erhalten sein und daher mit dem Hamilton-
Operator

H =" P + my? (2.45)

aus Gl. 2.8 kommutieren. Fiir den Operator des Bahn-Drehimpulses
definiert als

L=7xP (2.46)

findet man jedoch*
[H,L] = ~A%[P’, #x P]+m[4° 7 x P] (2.48)
= —iy%xP (2.49)

Es muss also aufser dem Bahndrehimpuls einen weiteren Beitrag
zum Gesamtdrehimpuls geben, der Eigendrehimpuls oder Spin S
genannt wird. Einen ganz dhnlichen Ausdruck wie fiir [ H, L;] findet
man fir eine Matrix, die nicht vom Impuls oder Bahndrehimpuls
abhéngt und daher ein Eigendrehimpuls sein kann,

ziz("i Uz.) i:(‘} &) (2.50)

4Die y-Matrizen wirken im Spinorraum, der nichts mit dem Orts- oder Im-
pulsvektorraum zu tun hat. Sie kommutieren daher mit den Operatoren 7
und P. Daher ist z.B.

[V~ P!, 7 x P] = 44! [P, 7 x P] (2.47)
Daher ist
,YZ[PI’ Eklmxlpm] — ’Yiek;lm (l‘l[Pi7 Pm]_'_[PZ’ xl]Pm)
~iY €m0y P = —iy x P
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denn®
[H,X] =2i7°3 x P (2.52)
Damit der Gesamtdrehimpuls J
J=L+S (2.53)

mit dem Hamilton-Operator kommutiert, [ H, J] = 0, muss der Spin-
Operator festgelegt werden zu

S = %i (2.54)

Im Ruhesystem des Teilchens (P = 0) ergibt sich der Spin der
Losung u() entlang der z-Achse zu

1 1
1o 1 -1 0 1
W= 73 - _ — 42y ®
o 2( 03)“ 2 1 of="2"
-1
Daher beschreibt die Dirac-Gleichung Spin 1/2 Teilchen. Spin i%

2.6 Helizitat

Angewendet auf die Spinoren u(p), v(p) zeigt sich, dass diese im
Allgemeinen keine Eigenzusténde des Spin-Operators sind. Fiir Teil-
chen, die sich in +z- Richtung bewegen, sind die Spinoren u(p, ), v(p.)
jedoch Eigenzustidnde von S,. Es wird daher der Helizitatsoperator
definiert,

S5 1 (5;5 0)
P Y 2.55
FETAUNK:: (2:55)

der die Spin-Komponente parallel zum Impuls p beschreibt.
Insbesondere ist fiir ein Teilchen mit Impuls in +z Richtung der
Helizitatsoperator einfach

1

1 —
r=3 L , (2.56)

so dass

AuM(p,) = +%u(1)(pz) Au(p,) = —%U(Q) (p2) (2.57)

5 [H,%] beinhaltet Ausdriicke wie [y°y*P?, 3;]. Gleichung 2.52 folgt daher
aus

[’YO’Yi,Ej] _ I:(Ui Uz‘)7 (Uj Uj):| _ ([gi,gj] [Ui,aj]) = 2i€;5k (Uk Uk) - 2i61:j1g'yo’y(7.51)

2.6 Helizitat
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2.7 Chiralitit
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Fiir ein Antiteilchen gilt:

1 1
/\zv(l)(pz) = —511(1)(]72) )\ZU(Q)(]?Z) = +§1,(2)(192) (2.58)
Die Spinoren u(12) sind also Eigenfunktionen des Helizititsopera-
tors mit positiver Helizitét 1/2 wenn der Spin in Bewegungsrichtung

zeigt. Helizitét ist bedeutsam, weil der Spin zur Drehimpulserhal-
tung beitragt.

2.7 Chiralitat

Es werden zwei Chiralitéits - Projektionsoperatoren

1 1
PL:§(1—75) und PR:§(1+75) (2.59)
definiert. Nach Anwendung auf beliebige Spinoren entstehen
1
ur(p) = Pru(p) = 5(1-7")u(p) (2.60)
1 5
ur(p) = Pru(p) = 5(1+77)u(p) (2.61)

linkshéndige (“lefthanded”) Spinoren wuy, und rechtshéndige (“right-
handed”) Spinoren ug, so dass

U=up+ug (2.62)

Explizit ist

ot
O = O O
_ o O O

0
(1) ()= (2.63)
0

oS O O

Wendet man die Chiralititsoperatoren auf Helizitdtszustédnde an,
so findet man

1

P (p.) = (17" u®(p.) = VB rm (1= =2 | 2,69
)79 9 E+m’ |1
0
1

PRu(l)(p):1(1+'y5)u(1)(p):1\/E+m(1+ P ) 0 2.65)
)7 9 E+m’ |1
0

Im ultrarelativistischen Grenzfall, £ >> m, E ~ p, ist Pru) - 0
und Pru® — u(, d.h. Teilchen mit positiver Helizitéit sind nahe-
zu rechtshdndig und Teilchen mit negativer Helizitdt sind nahezu
linkshéndig. Dies ist aber falsch bei kleineren Geschwindigkeiten.



Chiralitét (oder Héndigkeit) spielt eine grofe Rolle, weil sie fiir
Vektorstrome an jedem Vertex eines Feynman-Diagrams erhalten
bleibt. Fiir den Strom

gt = uytu (2.66)

in der QED gilt mit v = uyp + ug und @ = 4y, + uR, dass
uytu = upy*up + ugy ug. (2.67)
Da der Strom in der QED insgesamt erhalten bleibt und keine ge-
mischten Terme @gry*u; auftreten bedeutet dies, dass ein in einen
Prozess einlaufendes linkshéndiges Teilchen auch linkshéndig die
Reaktion verldsst, und ebenso fiir ein rechtshéndiges Teilchen. Dies
stellt eine wichtige Einschrankung fiir die erlaubten Helizitats- Kom-
binationen in Prozessen dar. In der QCD und der schwachen Wech-
selwirkung gilt dies ebenso. Da die Chiralitét fiir ultrarelativisti-

sche Teilchen auch die Helizitdt und damit den Spin festlegt, folgen
hieraus bereits Grundeigenschaften der Wirkungsquerschnitte.

2.8 C,P,T

Fiir den Operator der Ladungskonjugation C' gilt
Ctp = = inpp*, (2.68)
so dass gilt:
CuM = (M = @) Cu® =M = M), (2.69)

Die Paritdatsoperator bewirkt eine Spiegelung der Raumkoordina-
ten, ¥ — —Z. Seine Auswirkungen auf Spinoren lassen sich durch
die 4 Matrix darstellen,

V' (2") =Y (2) (2.70)
Angewendet auf die Spinoren u,v ergibt sich
VutD(E,p) =+ (B,=p)  A"O(E,p) =~ (E,-RT])

Also haben Spin-1/2 Teilchen positive Paritdt und Spin 1/2 Anti-
teilchen negative Paritét.

Bei der Zeitumkehr wird nur das Vorzeichen der Zeit umgekehrt,
t - —t. Fiir Spinoren lésst sich das darstellen als

(') = iy (). (2.72)

2.9 Dimensionen der Felder und Bi1
linearformen

Die Lagrange-Dichte hat die Dimension GeV4. Aus dem Massen-
term L, = my) kann man die Dimensionen der Felder ¢ ablesen.

2.8 C.P,T

27



2.9 Dimensionen der Felder und Bilinearformen
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Fiir die Wechselwirkung mit dem Vektorpotential A, der Elektro-
dynamik findet man (siehe néichstes Kapitel) als Term in der La-
grangedichte qzﬂ’y“zﬂAu mit Kopplung ¢. Als kinetischen Term findet
man FrF,,, mit F* = ot A — 9" A*. Damit folgen als Dimensionen

[¥]= Gev®’
[A,] = GeV
[q]= 1

Das Forderung nach einer renormierbaren Theorie erfordert nun,
dass in der Lagrange-Dichte keine Kopplungen mit negativer Potenz
von GeV auftreten diirfen.

Wegen ihrer Dimension GeV diirfen also maximal vier Vektorfel-
der in einem Term der Lagrange-Dichte auftreten. Hingegen treten
wegen ihrer Dimension GeV?3/2 Dirac-Spinoren hichstens paarweise
auf (Bilinearformen). Allgemein ist dies die Ursache fiir die Erhal-
tung der Fermionzahlen (Leptonzahl ud Baryonzahl).

Zum Beispiel fiir die Lagrange-Dichte der QED ist dies tatséch-
lich der Fall. Damit sind Alternativen zur QED bereits aus Griinden
der Relativitatstheorie und der Konsistenz der Theorie (Renormier-
barkeit) weitgehend eingeschrankt.

Es gibt aber neben den bereits in die Lagrange-Dichte eingefiihr-
ten Termen auch andere Ausdriicke aus je zwei Spinoren, die fiir re-
lativistisch invariante Terme verwendet werden konnten. Eine voll-
standige Liste ist:

Skalar P Massenterm
Vektor PryH) Strom der QED
Tensor o

Axial-Vektor — y5ytap
Pseudo-Skalar  v7y51)

negative Paritat

[ 2 T

negative Paritét

mit o = £ (y#y” —4¥y#). Die Zahlen geben an, wieviele unabhén-
gige Bilinearformen in jedem Ausdruck vorkommen; Skalare sind
1-dimensional, Vektoren 4-dimensional und antisymmetrische 4x4
Tesoren haben 6 unabhéngige Elemente. Damit sind alle 16 mogli-
chen Kombinationen zweier 4-Spinoren dargestellt.

Es zeigt sich, dass fiir die QED und die QCD, in denen die Pari-
tat erhalten ist, aufer dem Tensor keine andere Grofen aufser den
bereits bekannten Massentermen und Strémen auftauchen diirfen.
Fiir einen Tensor-Term gibt es aber keinen experimentellen Beleg.
In der schwachen Wechselwirkung, die die Paritat verletzt, werden
auch Axial-Vektoren eine grofse Rolle spielen, da der Strom eines
linkshéndigen Spin-1/2 Teilchens

ary ur ~ Yy - Py (2.73)

also als Vektor - Axialvektor Strom (V-A Theorie der schwachen
Wechselwirkung) ausgedriickt werden kann.



