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1 Einleitung

Das Standard Modell

lokale Eichtheorien
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e 19 Teilchen
e 26 freie Naturkonstanten

e Ist das ALLES ? Dunkle Materie und dunkle Energie ?
Physik jenseits des Standard-Modells

e Bauprinzip 7 Vereinfachungen 7 Vereinheitlichungen 7
Neue Symmetrien: Supersymmetrie, Grand Unified Theories
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Eich-Theorie

Physik nach LHC
Januar 2005

Quantenm.  Spez. Relativit.

/

Quantenfeldtheorie

Eichsymmetrien

Herleitung der Naturkraefte
elektromagn., starke, schwache Kraft

Theorem: Nur Eichtheorien liefern
physikalisch sinnvolle Resultate

Quantentheorie:

Teilchen folgen Wellengleichungen

Nur Betrag der Wellen ist

beobachtbar:

Phase der Welle ist beliebig:

> ¥ e%

laesst Experiment unveraendert

Symmetrie der Natur:

—>Erhaltung der Elektr. Ladung

>Y%, Z,W,g haben Spin 1

—>Form der Kraefte

—>Alle Teilchen in kompletten
Generationen

—->Vorhersage Charm, Top, Neutrinos

—>Es muss ein Higgs Teilchen geben

—>Higgs wechselwirkt mit Masse

->Quantenkorreturen

->Selbstwechselwirkung von
Z,W,g,H

St igs



Das Standard-Modell mit Higgs

LEP: ete-> ....

Praezisionstest der Teilchenphysik
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Physik nach LHC
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Alle Experimente stimmen mit dem
Standard Modell ueberein !!

...falls das Higgs existiert und

My, < 160 GeV

Prazisionsdaten: '
Massenabschétzung

des Higgs-Bosons
vorldufige Resultate

100
Masse des Higgs-Bosons in GeV

experimentell
ausgeschlossen

Sonst: Widerspruch
Alternativen ??7?7?

theoretische
Unsicherheit
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LHC: der Large Hadron Collider

Physik nach LHC
Januar 2005

CERN: Europaeisches Zentrum fuerTeilchenphysik in Genf
Proton-Proton Kollisionen bei 14000 GeV
Faktor 1000 mehr Kollisionen als bisher
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Forderungen an eine fundamentale Theorie der Naturgesetze

Wenige Grundannahmen
Kausalitat, Realitéit, Quantentheorie, Raum-Zeit

Konsistente Beschreibung aller Naturphinomene durch wenige

Naturkonstanten, Teilchen und ihre WW nein
27 freie Parameter, e, (i, T, Ve, Vy, Vr, U, d, s, ¢, t, 0, WE, Z v, h, g,
dunkle Materie

Vorhersagekraft V
ve, t, W, Z

giiltig in allen Prozessen ?
ep — euX + p 7 unklar

giiltig bei allen Energien: Extrapolierbarkeit nein
A Z 1TeV = MHiggs — 0
Hierarchieproblem
A > 10"GeV = Quanten-Gravitation

Erklarung warum die Natur so ist, wie sie ist nein

0}
«‘Z

= Das Standard Modell ist nicht die TOE (Theory of Everything)

Peter Schleper
Physik nach LHC

Theorien der Physik Januar 2005

Magnetism

QED Electro

magnetism
Maxwell

Long range

Electricit

Fermi

Weak Theory Weak Force
Standard
model Short range

Grand
Unification

Quantum
Gravity QCD Nuclear Force
— |

Short range

Super

. Kepler Celestial
Unification

Gravity
Long range
Terrestrial
Galilei  Gravity

Universal

Gravitation
Einstein, Newton

P
<

Energie, Temperatur, Zeit



2 Relativistische Quantenmechanik

2.1 Eichtheorie

e Klassiche Mechanik: Lagrange- Funktion L(q, p) ist Funktion der Koordinaten
und Impulse
= aus Euler-Lagrange-Gleichungen folgen Bewegungsgleichungen.

e Quanten-Mechanik: ersetze Koordinaten und Impulse durch Operatoren

e klassiche Feldtheorie: Lagrange-Funktion wird zur Lagrange-Dichte £(A), also
Funktion der Felder A(x)

e Quantenfeld-Theorie (QFT): ersetze Felder durch Operatoren

Quantenelektrodynamik (QED)

o Maxwell 1864: klassischer Elektromagnetismus
= Vorhersage freier Felder

e QM: quantisierte Teilchen: e, p

e Feynman u.a.: quantisierte Felder:
Theoretisch: Eichtheorie basierend auf der Gruppe U(1),
Experimentell: hervorragend bestétigt.

Schwache und Starke Wechselwirkung (QCD)

e Theoretisch: Verallgemeinerung der QED, lokale Eichtheorien basierend auf
den Eichgruppen SU(2) und SU(3)
Experimentell: hervorragend bestétigt.

Weitere Wechselwikungen ?

e QED = Prototyp fiir alle Wechselwirkungen !?
lokale Eichtheorien als fundamentales Konstruktionsprinzip

Eichtheorie

Fiir Symmetrie-Operationen, die die Form der physikalischen Gesetze unverdndert
lassen, folgen:

= Einschrankungen fiir die Form der physikalischen Gesetze

10



= FErhaltungssatze fiir Ladungen, Strome

= Dynamik (Kréfte), d.h. Existenz der Feldquanten, Form der WW

Benutze Symmetrien als Konstruktionsprinzip fiir Naturgesetze:

e dufere Symmetrien:
Raum-Zeit Translation, Rotation, Invarianz unter Lorentz-Transformationen
= Gesetze enthalten nur Lorentz-invariante Grofen
= Gesetze sind vertdglich mit spezieller Relativitatstheorie

e innere Symmetrien:
1. Eichtransformationen der Potentiale der E-Dynamik
2. Phasen-Invarianz der Quantenmechanik

e lokale Symmetrien:
lokale Eichtheorien = Naturkrafte
spontane Symmetrie-Brechung =-: Higgs-Mechanismus, Erklarung fiir Masse
aller Teilchen !?7

11



2.2 Einheiten

Wir sind interessiert an relativistischer Quantenmechanik. Daher verwenden wir als
natiirliches Einheitensystem eine Schreibweise, bei der

gestzt wird, so dass alle Faktoren ¢ und A vermieden werden kénnen. Damit haben
Zeit und Lénge die gleiche Dimension (m). Ebenso haben Energie, Impuls und Masse
die Dimension einer Energie (GeV). Auferdem schreibt sich die Unschérferelation
z.B. als

At-AFE > 1.

Dies macht viele Formeln viel tibersichtlicher. Fiir die Berechnung experimenteller
Ergebnisse mufs von diesem natiirlichen Einheitensystem in SI Einheiten (m, kg, s)
umgerechnet werden. Dies ist immer moglich durch einfache Dimensionsbetrachtun-
gen:
¢~ 302
ns
h~6,5822-10"MeV s

hic =~ 197 MeV fm

Grolse Natiirliche = Umrechnung SI-Einheit = Bemerkung
Einheit

Energie E MeV MeV z.B. LHC:
(GeV,TeV) (GeV,TeV) Ecys = 14TeV

Impuls p MeV % @

Masse M MeV = AN E = mc?!

Zeit t MeV—1 -h s AE-At 2 h

1MeV~—1=6,5-10"225

Linge MeV—! -he m 1MeV =1 =200 fm

1GeV~=1=0,2 fm
Geschwind. 1 -c % p=2<1
Drehimpuls L 1 -h Js

12



2.3 Relativistische Kinematik

Die spezielle Relativitatstheorie basiert auf der Forderung, dass alle Inertialsysteme
S gleichberechtigt sind. Daraus folgt:

e Die Naturgesetze (Maxwell-Gl., ...) haben in allen Inertialsystemen die gleiche
Form.

e Die Naturkonstanten (¢, A, ...) haben in allen Inertialsystemen die gleichen
Zahlenwerte.

Hieraus folgen ebenso Zeitdilatation und Léngenkontraktion sowie die Formeln fiir
die Lorentz-Tranformationen. Da Ort- und Zeit- Koordinaten gleichermafsen transfor-
miert werden miissen ist die einfachste Notation die der Vierervektoren im Minkowski-
Raum:
Kontravarianter Vierervektor:

= (ct,z,y,2) = (ct, 7).
Die Zeit wird hier mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ multipliziert, damit aller Kompo-
nenten des Vierervekors die Dimension einer Lange haben. In natiirlichen Einheiten
wird ¢ = 1 gesetzt, also:

= (t,x,y,z) = (t,7),

wobei = 0,1,2,3 so dass die 0-Komponente die Zeit ist, 2° = ¢. Im Folgenden
werden griechische Indizes (p, v, ..) verwendet um Komponenten von Vierervektoren
zu bezeichnen. Aus der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit folgt, dass Skalarprodukte
(Absténde) von Vierervektoren invariant sind. Mit dem “kovarianten” Vierervektor

x, = (t,—z,—y,—2).
ist das Skalarprodukt zweier Vierervekotren definiert als
atr, =x,at =1 — 2 —y® — 22

Hierbei wird also als Summenkonvention iiber gleiche, unten und oben stehende
Indizes summiert. Kontravariante und kovariante 4-er Vektoren lassen sich durch
den metrischen Tensor g ineinander umrechnen:

= gz,

mit

s
=
A
I
S O O

=)
I
—_



In einem anderen Inertialsystem S’ mit Koordinaten x'* gilt:

i /1
xxu—x fﬂu

Ebenso gilt fiir beliebige andere Vierervektoren

al = (tay-raayaa Za) ) bt = (tbwrba Yo, Zb)

, dass

al'by, = taly — Talp — Yallo — Za2p = tyly, — Tudy — Yol — 202, = @b,
Lorentztransformation erlauben die Umrechnung von allen 4-er Vektoren zwischen
verschiedenen Inertialsystemen. Aus Sicht eines Systems S, dass sich mit Geschwin-
digkeit 8s = vs/c < 1 und

1

BV e

in x-Richtung bewegt, gilt (wenn der Ursprung von S und S’ zur Zeit t =0, ¢ =0
ibereinander liegt):

t' Vs _'7sﬂs 00 t /YSt - ’786555

Jj/ — _7868 Vs 0 0 x _ Vsl — /Ysﬁst (1)
Y 0 0 10 Y Y

2! 0 0 0 1 z z

also
= A", 2t
4-er Impulsvektor:
Analog zu Zeit und Ort werden Energie und Impuls eines Teilchens zu einem 4-er
Vektor zusammengefasst:

P = (E,pz, Dy, p2)
wobei die Norm des 4-er Impulsvektors die (Ruhe-) Masse m ist.
P'ou = E* —pf =m?®.
(Setzt man ¢ explizit ein entspricht dies E? — p?c® = m?c?.)
Im Ruhesystem eines Teilchen is p* = 0, so dass E* = m. Die Lorentz-Transformation
eines 4-er Impulses erfolgt wie bei anderen 4-er Vektoren auch:

P = N
E ' Vs —Vs B s E
Po | _ [ =B = Pe
Py 1 Dy
v 1) \p:

14



Bewegt sich ein Teilchen mit Geschwindigkeit 3, so ergibt sich mit (5 = ) aus der
Lorentz-Transformation fiir Energie, Impuls und kinetische Energie:

E=vym
B =p/E
p=1hm

Erin=E—-—m=(y—1)m

2

Es folgt: p? = E? —p? = v*(1 — %) m?, so dass p#p, = m? in allen Systemen. Daraus
——_——

=1
folgt auch das Additionstheorem fiir Geschwindigkeiten

5/ _ & _ VsPx _’YsﬁsE _ ﬁx - 53
’ E 73E - PYSBspz 1— ﬁxﬁs

sowie die kinematischen Grenzfélle fiir Teilchen-Impulse:
ruhend: =0 v=1 p=0 E=m
langsam: Bz0 421 pl<m E=m+smp*+.. . '+ ..
ultrarelativ.. S~1 ~y>1 [p|>m E=|p
Masse-los: p=1 y=o00 |p|=FE

7_ D
B_E

Ableitungen: Als 4-er Ableitung wird definiert:
0 10 =
D (za’ V)

0
au = @ = (atv axyayaaz)

oder, mit ¢ = 1,

sowie

8# = (atv _8:137 _aya _az>
Damit ist z.B. die Variation einer skalaren Funktion ®(z) gegeben durch

50 — 92 50n — (9,8) 5

oz

ebenfals ein Skalar. Es folgt auch

M9, =02 -V =0

15



2.4 Schrodinger-Gleichung

QM- Wellengleichung fiir nicht-relativistische Teilchen.
Benutzt wird die nicht-relativistische Energie-Impuls Beziehung fiir freie Teilchen:

_ 7

T 2m
Quantisierung: Ersetzt man Energie und Impuls eines Teilchens durch die Operatoren
E—1i0, p— —V
und wendet das Resultat auf eine Wellenfunktion ¢ (x,t) an, so folgt die Schrodinger-
Gleichung,

1
—i0pp = 5—V*)
2m
(in natiirlichen Einheiten, & = 1). Losungen sind ebene Wellen:
’QD = lboei(Et_ﬁF),
so dass mit 9y = iEv, Vi) = —ipip und V2 = —p?¢) die Energie-Impuls Beziehung
wieder erfiillt ist:
P
By=1y
2m

2.5 Klein-Gordon-Gleichung

Relativistische Wellengleichung fiir Spin-0 Teilchen.
Anders als bei der Schrodingergleichung startet man von der relativistischen Energie-

Impuls Beziehung

E?=p +m? oder P'p, = m?

Ersetzt man Energie und Impuls durch die gleichen Operatoren wie im nicht-relativistischen
Fall, so erhalt man den relativistischen 4-er Impulsoperator:

E —i0, p——iV oder p'—i0"

Dies setzt man in die Energie-Impulsbeziehung ein und wendet die Operatoren auf
eine Wellenfunktion ®(x,t) an:

—0}® = -V?0+m*®  oder  (0"0,+m?®) ®=0,

denn 9"9,, = 07 — V2. Dies ist die Klein-Gordon Gleichung fiir relativistische Spin-0
Teilchen. Losungen sind wieder ebene Wellen,

D(z) = By B = Py et v
mit der Lorentz-invarianten Phase p”z,. Da z.B. 0! p’z, = p° = E ist folgt auch
o (py'ru) = pu7 au (pumy) = Pu

so dass Einsetzen der Wellenfunktion in die Klein-Gordon Gleichung wieder die re-
lativistische Energie-Impuls Beziehung liefert.

16



2.6 Dirac Gleichung

Relativistische Wellengleichung fiir Spin 1/2 Teilchen.

In relativistischen Wellengleichungen kénnen Ort- und Zeit- Ableitungen nur gleich-
berechtigt, d.h. in der Form 0" auftreten. Eine Gleichung linear in den Ableitungen
ist die Dirac-Gleichung

(iv"0, —m)Y =0
Bestimmt man die Grofen v so, dass fiir eine ebene Welle ¢ die relativistische
Energie-Impuls Beziehung E? = p? + m? erfiillt sein muR, so folgt:

e Jedes v* (= 10,1,2,3) ist eine 4x4 Matrix. Hinter m in der Dirac-Gleichung
steht also (nicht ausgeschrieben) eine 4x4 ler-Matrix im Spinor-Raum. Damit
die Dirac-Gleichung Lorentz-invariant ist muss gelten|

YAy = 29"

e 1 ist ein 4-Spinor mit den 4 Komponenten v = 11, 15, 13, 14. Hier ist k kein
Lorentz-Index sondern der Spinor-Index (Rémische Buchstaben). Der Spinor
hat also 4 Freiheitsgrade: (Teilchen, Antiteilchen) x (2 Spineinstellungen)
Die Dirac-Gleichung gilt also fiir Spin 1/2 Teilchen und sagt die Existenz von
Anti-Materie voraus.

Ausgeschrieben in allen Komponenten lautet die Dirac-Gleichung:

> [Z’i(v“)jkau — mdjk

u=0

=0

Die 4x4 ~-Matrizen beinhalten nur Zahlen und lassen sich durch die 2x2 Pauli-
Matrizen darstellen. In der Dirac-Pauli Notation lauten sie:

0_[0_ 1 i_OUi 5_0[
T=\o —1) T 1 o T\, 0) T T\ 0

—1

!Beweis: Ersetzt man in der Dirac-Gleichung den Impulsoperator i9, durch den Impulserwar-
tungswert p, so erhélt man v”p,¥ = ma). Multipliziert man nun von links auf der linken Seite mit
~v#p, und auf der rechten Seite mit m, so folgt

1
VP Pt = 5 (V' + ) pupith = m*yp = (E* — ) .

Der zweite und vierte Term konnen nur gleich sein, wenn y#~y” 4 y¥Y~# = 2¢g*¥ erfiillt ist.

17



Die zusitzliche v° Matrix ist nicht Teil der Dirac-Gleichung, wird aber spiter beno-
tigt. Die Pauli-Matrizen ¢ = (0, 0,,0,) = (01,02, 03) lauten in der Dirac-Darstellung

(01 (0 =i (1 0
%2=\10) %%~ \i o) =7 \o -1

In manchen Féllen ist es vorteilhaft eine andere Konvention fiir die y- Matrizen zu
verwenden, die Weyl- Notation:

O_OI i 00'1' 5 —IO
T\ o T\ 0) T 70 1

In dieser Notation haben dann auch die Losungen der Dirac Gleichung eine andere
Form. Generell wird im Folgenden die oben definierte Dirac-Pauli Notation verwen-
det.

2.7 Lagrange-Formalismus
2.7.1 Fiir klassische Teilchen

Klassisch und nicht-relativistisch ist die Lagrange-Funktion fiir ein Teilchen eine
Funktion der Ortskoordinaten und deren Zeitableitungen,

7> 1

2m

oder mit verallgemeinerten Koordinaten ¢, 0,q,
L = L(q,0q)

Aus den Euler-Lagrange-Gleichungen

oL 5 oL 0
q(t) "~ O(Dra(t))
folgen die Bewegungsgleichungen. Ist z.B. ¢ = 7, so folgt mit

oL _ V(@) _ 5

of — 0F
oL
= a r)=1p
a0z () = p
das Gesetz von Newton: .
F — 5’&7,
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2.7.2 Fiir die Klein-Gordon Gleichung

Felder sind nicht durch einzelne Koordinaten beschrieben, sondern sind Funktionen
vor Ort und Zeit. Man geht daher zur Lagrange-Dichte £ tiber, die mit der Lagrange-
Funktion und der Wirkung iiber

L:/d:z-‘ﬁ, S:/d4x£

zusammenhangt. Da die Wirkung dimensionslos sein soll und Langen die Dimension
|GeV~!| haben ist die Dimension der Lagrange-Dichte also [GeV?]. Fiir ein skala-
res (Spin 0), reelles Feld ®(z) als Funktion von Ort und Zeit-Koordinaten ist die
Lagrange-Dichte eine Funktion der Felder ® und deren Anderungen 0, P,

L=L(D 0,P)
Die Euler-Lagrange-Gleichung lautet dann

oL oL
75~ a3y

Die Klein-Gordon Gleichung lésst sich aus der Lagrange-Dichte
1 1 5.,
L= 5(@@)(8“@) —gm )

ableiten, denn es gilt:
oL
— = -—m?®

0%
au< oL ) = 0,(0"D) = 0,0"'D,

insgesamt also

oL oL

.= _ o 1z 2H —
= a“a(am 0 =  0,0'0+m’d =0,

also die Klein-Gordon-Gleichung.

2.7.3 Fiir die Dirac- Gleichung

Die Dirac- Wellenfunktionen bestehen auc 4 komplexen Feldern 1. Anstatt Real-
und Imaginéar- Teile zu betrachten benutzt man equivalent die Funktionen und ihre
komplex konjugierten, ausgedriickt durch die “adjungierten” Spinoren

P =40,
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wobei 1 wie liblich komplex konjugiert und transponiert bedeutet:

"
= Z; o = W, 0, W, )
s

Bei Variation der Lagrange- Dichte fungieren alle Komponenten von ¢ und 1 und
ihre Ableitungen als getrennte Variablen,

L= L, O, ¥, Duib)

Die Lagrange- Dichte der Dirac- Gleichung lautet fiir ein freies Teilchen

L=1Y(y"d, —m).
Aus der Euler- Lagrange Gleichung fiir ),
oL oL

— -0 -
ov - "0(0u)

folgt mit

oL oL
— :O7 —_:w“a —m@/}
9(0,0) o5 = 7%=

die Dirac- Gleichung fiir :

(iv"0, —m)y =0.
Ebenso folgt aus der Euler- Lagrange Gleichung fiir v,
oL oL

2~ o0) ="
it or or

die Dirac- Gleichung fiir : B B
10, 0y" +myp = 0.

also die adjungierte Gleichung zur Dirac- Gleichung.
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2.8 Globale Symmetrien und Noether- Theorem

Invarianz unter Translation, Zeit-Verschiebung und Rotation fithren zu den Erhal-
tungssétzen fiir Impuls, Energie und Drehimpuls. Im Gegensatz zu diesen “dufseren”
Symmetrien geht es im Folgenden um “innere” Symmetrien, deren Transformationen
mit den Raum-Zeit Transformationen vertauschen. Fiir eine Wellenfunktion (x)
ist die “globale Phasentransformation” (=Eichtransformation, gauge transformation)
definiert durch

b Y=y
Global heist, das der Parameter a nicht von Ort und Zeit abhéngen soll. Solche

Transformationen mit reellem Parameter « bilden die Gruppe U(1) der unitéren
Transformationen mit einem kontinuierlichen Parameter. Da

8M77Z) SN auw/ — eia ;ﬂl}/
b W=y

ist die Lagrange- Dichte der Dirac- Gleichung invariant unter globalen Eichtransfor-
mationen:

L=y, —myp — L = ¢ (iy"9, —m)y
= (i, — m)Ey
= ("0 —m)Y
= L
Die Gruppe U(1) ist eine sog. Abel’sche Gruppe, da ihre Elemente vertauschen,
U(a)U(B) = U(B)U(«). Unter einer infinitesimalen Transformation (o << 1),

v = Y =(1+ia)y = =i
o) = O = (L+ia)dwy =  6(0) = iadu

sollte sich die Lagrange- Dichte ebenfalls nicht &ndern. Daher gilt fiir die Variation
von L (Produktregel):

! oL oL _
0=0L = %5w+8(8—“w)5(8“w)+”'<w)
. (0L oL . oL .
= @a(w—ﬁu—a(auw))w—l—m@u (—a(auw)¢)+“'(¢)

N J/

Vv
=0 Euler Lagrange

Demnach muss der zweite Term zusammen mit dem entsprechenden Audruck fiir 1)
ebenfalls verschwinden,

) oL - oL
00 <a<auw> L TER
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Dies stellt die Kontinuitétsgleichung fiir einen erhaltenen 4-er Strom
g~y

dar, da
O, =0j° +Vji=0

ist, wobei j, die Dichte und ; die entsprechende Vektorstromdichte ist. Die gesamte

“Ladung”
Q= [ s

ist damit eine Erhaltungsgrofie. Dies ist ein Beispiel fiir das Theorem von Noether:
Aus Symmetrien folgen Erhaltungssétze. Aus der inneren Symmetrie folgt eine Kon-
tinuitatsgleichung fiir einen 4-er Strom und Ladungs- Erhaltung.
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3 Eigenschaften der Dirac-Gleichung

3.1 Losungen der Dirac Gleichung

Losungen der freien Dirac- Gleichungen
(iv"0, —m) =0
sind vier Wellenfunktionen

V() = ut? (p) e

V(@) = vt ) et

wobei die jeweils zwei Spinoren fiir Teilchen u("?(p) und Antiteilchen v (p) nur
vom 4-er Impuls p,, abhéngen, aber nicht von den Ortskoordinaten z,. Einsetzen in
die Dirac-Gleichung ergibt Gleichungen fiir die Spinoren,

(*pu = m)ut? =0
('Vupu + m)v(l,Z) =0

sowie
a2 (ypy, —m) =0

o1 (yip,, +m) = 0.
In der Dirac- Pauli Darstellung der v- Matrizen ist

E—m —op )

By —m =
T Pu—m (55 “E-m

wobei F = 4++/p? + m? immer positiv ist und

— = D= Pz — Z.py — 2 —
o — . s —=
b (p:c +1py —D: ) ( ﬁ) P

Losungen fiir die Spinoren der Teilchen (u) und Antiteilchen (v) sind daher

1) G5 (2,1)
X m X
ut? (p) = N< d (1,2)) ; v (p) = N (E+ 2.1) )
E+m X X

wobei in der letzten Spalte die zwei-komponentigen Spinoren

1 0
M _ @ _
=l =)
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nur zur Vereinfachung der Schreibweise eingefiihrt wurden. Explizit ausgeschrieben
lauten die Spinoren

1 0
0 1
u(p) =N Pz u?(p) = N | pe—in,
E+m E+m
Pztipy —Pz
E+m E+m
Px— Zpy Pz
E+m E+m
—Pz Pz t+1ipy
U(l)(p) — N E—6m 2 (p) = =N EJlrm
1 0

Die willkiirliche Normierung wird zumeist zu N =/ E + m gesetzt. Bewegt sich das
Teilchen nur in 42z Richtung, so lauten die Spinoren

1 0
0 1
u(p) =N | u@p) =N |
E+m
; =
O E+m
—p
U(l)(pz) =N Egm pz =
1

Im Ruhesystem des Teilchens ist p* = (m,0,0,0) und die Spinoren lauten

1 0
() =vam | 0| u? ) = vam (1))
0 0
0 0
v (0) = vV2m 8 ;o 0@(0 V2m ((1]
1 0

3.2 Spin und Helizitat
Der Spin-Operator fiir die Dirac-Gleichung lautet

- 1/& 0
S‘é(o &)‘
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Angewendet auf die Spinoren u(p), v(p) zeigt sich, dass diese im Allgemeinen keine
Eigenzustiande des Spin-Operators sind. Fiir Teilchen, die sich in +z- Richtung be-
wegen, sind die Spinoren u(p,),v(p.) jedoch Eigenzusténde von S,. Es wird daher
der Helizitatsoperator definiert,

\ *-ﬁ_i<&ﬁ o)
il 2\ 0 op
der die Spin-Komponente parallel zum Impuls p beschreibt.

Insbesondere ist fiir ein Teilchen mit Impuls in +2 Richtung der Helizitatsoperator
einfach

so dass

1 1
AuD(p,) = +§u(”(pz) Au® (p,) = —§u(2) (p-)

Fiir ein Antiteilchen gilt:

1 1

oW (p,) = —50(1)(pz) Ao®(p,) = +§v(2)(pz)

Die Spinoren u(1? sind also Eigenfunktionen des Helizitéitsoperators mit positiver
Helizitdt 1/2 wenn der Spin in Bewegungsrichtung zeigt. Helizitét ist bedeutsam,
weil der Spin zur Drehimpulserhaltung beitréagt.

3.3 Chiralitat

Es werden zwei Chiralitats - Projektionsoperatoren

1 1
P, = 5(1 —4%) und Pi= 5(1 +99)

definiert. Nach Anwendung auf beliebige Spinoren entstehen
1 5
ur(p) = Prulp) = 5(1 = 7")u(p)

un(p) = Pru(p) = 5(1+")u(p)

linkshéndige (“lefthanded”) Spinoren wu; und rechtshiandige (“righthanded”) Spinoren
Ug, so dass
U =ur + uUr
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Explizit ist

0010
s (0001
71100 0

0100

Wendet man die Chiralitdtsoperatoren auf Helizitatszustédnde an, so findet man

1

P (p) = 2 (1= 77 ul(p.) = 2VEFm (1= =2y |
) ) E+m’ | -1

0

1

(1) _1 5y (1) _1 Ve mr— p 0

0

Im ultrarelativistischen Grenzfall, E >> m, E =~ p, ist Pru” — 0 und Pru) —
u™, d.h. Teilchen mit positiver Helizitéit sind nahezu rechtshindig und Teilchen
mit negativer Helizitdt sind nahezu linkshéndig. Dies ist aber falsch bei kleineren
Geschwindigkeiten.

Chiralitét (oder Handigkeit) spielt eine grofe Rolle, weil sie fiir Vektorstrome an
jedem Vertex eines Feynman-Diagrams erhalten bleibt. Fiir den Strom

jﬂ — ﬂfyﬂu
in der QED gilt mit v = u;, + ug und w = 4y, + ug, dass
uy'u = upyHur + ugy ug.

Da der Strom in der QED insgesamt erhalten bleibt und keine gemischten Terme
urYy*uy auftreten bedeutet dies, dass ein in einen Prozess einlaufendes linkshandiges
Teilchen auch linkshéndig die Reaktion verlédsst, und ebenso fiir ein rechtshindiges
Teilchen. Dies stellt eine wichtige Einschréankung fiir die erlaubten Helizitats- Kom-
binationen in Prozessen dar. In der QCD und der schwachen Wechselwirkung gilt
dies ebenso. Da die Chiralitéat fiir ultrarelativistische Teilchen auch die Helizitat und
damit den Spin festlegt, folgen hieraus bereits Grundeigenschaften der Wirkungs-
querschnitte.

3.4 C,P,T
Fiir den Operator der Ladungskonjugation C' gilt

Cp =9 = ing*,
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so dass gilt:
CuV) = M = @ Cu® = M — (1)

Die Paritdtsoperator bewirkt eine Spiegelung der Raumkoordinaten, ¥ — —Z. Seine
Auswirkungen auf Spinoren lassen sich durch die 4 Matrix darstellen,

U'(a’) =7 "P(2)
Angewendet auf die Spinoren u, v ergibt sich
PuAE, ) =+ D E, - D) = oD (B, —p)

Also haben Spin-1/2 Teilchen positive Paritdt und Spin 1/2 Antiteilchen negative
Paritat.

Bei der Zeitumkehr wird nur das Vorzeichen der Zeit umgekehrt, ¢ — —t. Fiir
Spinoren lasst sich das darstellen als

U(t') = iy ().

3.5 Dimensionen der Felder und Bilinearformen

Die Lagrange-Dichte hat die Dimension GeV*. Aus dem Massenterm L,, = ma),
dem kinetischen Term fir das Vektorfeld F**F),, und dem Wechselwirkungsterm
qy#p A, kann man fiir die Dimensionen der Felder ablesen:

(0] = GeV®?
[A)] = GeV
lq= 1

Das Forderung nach einer renormierbaren Theorie erfordert nun, dass in der Lagrange-
Dichte keine Kopplungen mit negativer Potenz von GeV auftreten diirfen.

Wegen ihrer Dimension GeV diirfen also maximal vier Vektorfelder in einem Term
der Lagrange-Dichte auftreten. Hingegen treten wegen ihrer Dimension GeV?®/? Dirac-
Spinoren héchstens paarweise auf (Bilinearformen). Dies ist fiir die Lagrange-Dichte
der QED tatséchlich der Fall.

Damit sind Alternativen zur QED bereits aus Griinden der Relativitatstheorie
und der Konsistenz der Theorie (Renormierbarkeit) weitgehend eingeschrénkt.

Es gibt aber neben den bereits in die Lagrange-Dichte eingefiihrten Termen auch
andere Ausdriicke aus je zwei Spinoren, die fiir relativistisch invariante Terme ver-
wendet werden konnten. Eine vollstandige Liste ist:
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Skalar ) Massenterm
Vektor Pyra) Strom der QED
Tensor ot

Axial-Vektor 1)y~
Pseudo-Skalar  ¢y%¢

negative Paritéat

e e

negative Paritat

mit ot = %(fy”'y” — 7¥~#). Die Zahlen geben an, wieviele unabhéngige Bilinear-
formen in jedem Ausdruck vorkommen; Skalare sind 1-dimensional, Vektoren 4-
dimensional und antisymmetrische 4x4 Tesoren haben 6 unabhéngige Elemente. Da-
mit sind alle 16 moglichen Kombinationen zweier 4-Spinoren dargestellt.

Es zeigt sich, dass fiir die QED und die QCD, in denen die Paritéat erhalten ist, au-
fser dem Tensor keine andere Grofen aufser den bereits bekannten Massentermen und
Stromen auftauchen diirfen. Fiir einen Tensor-Term gibt es aber keinen experimen-
tellen Beleg. In der schwachen Wechselwirkung, die die Paritéit verletzt, werden auch
Axial-Vektoren eine grofe Rolle spielen, da der Strom eines linkshédndigen Spin-1/2
Teilchens

ury ur ~ Py — Pyt
also als Vektor - Axialvektor Strom (V-A Theorie der schwachen Wechselwirkung)
ausgedriickt werden kann.
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Erganzungen zur Dirac-Gleichung
Paritit fiir Antiteilchen
Die Paritédtstransformation bedeutet Spiegelung der Koordinaten von 3-er Vektoren,

r— & =5Spi=-7

P 7 =Spi=—p

Die Darstellung des Paritatsoperators ist also fiir 3-er Vektoren einfach
Sp=-1

Allgemein héngt die Darstellung von Operatoren mit gleicher physiklaischer Bedeu-
tung davon ab, vorauf sie angewendet werden sollen. Die gleiche Paritétstransforma-
tion Sp fiir einen Dirac- Spinor ist definiert als

wE,p) — J(E,p)=Spu(E,p)

Wendet man
Sp=17"

auf einen Teilchen-Spinor u oder Antiteilchen-Spinor v an, so ergibt sich z.B.

10 0 0 1 1
01 0 0 0 0
Spulp) ="l = g g o | V| e | =N [ =)
E+m E+m
00 0 -1 0 0
10 0 0 0 0
01 0 0 P —tp_
(1) — A0 (1) — E+m — E+m — _ (D
Spv (pz> Tv (pz) 00 —1 0 N 0 N 0 v (pz)
00 0 -1 1 1

Insgesamt gilt auch allgemein

Spu(p) = +u(=p)  Spv(p) = —v(-D)

Teilchen haben also positive Paritét (“Eigenparitit”), Antiteilchen hingegen negative
Paritat. Nach zweimaliger Spiegelung ist der Urspungszustand wieder erreicht,

Syu) =u@)  Syv(p)=v(p).
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4 Quanten-Elektrodynamik

4.1 Lokale Eichinvarianz

Die Quanten-Elektro-Dynamik (QED) ist die bis jetzt giiltige Theorie zur Beschrei-
bung aller elektromagnetischen Prozesse. Theoretisch wird sie motiviert durch eine
Verallgemeinerung der globalen Eichsymmetrie zu einer lokalen Eichsymmetrie.

Waéhrend die Schrédinger- Gleichung, die Klein-Gordon- Gleichung und die Dirac-
Gleichung bereits invariant unter globalen Eichtransformationen sind (siehe Ab-
schnitt , folgt aus der Forderung nach lokaler Eichinvarianz

e die Existenz von neuen Vektorfeldern (z.B. dem Photon)

e die Existenz von neuen Wechselwirkungen zwischen diesen Vektorfeldern und
Teilchen mit Ladung.

A
Pr{

f
\
N

Nz

Abbildung 1: Symbolische Darstellung einer Phasentransformation als Rotation einer
Kugeloberflache.

Links: Globale Transformation, entsprechend einer Rotation der ganzen Kugel um
den gleichen Winkel, also keine Deformation.

Rechts: Lokale Transformation, entsprechend einer Verschiebung von Punkten un-
tereinander mit Deformationen, die elastische Krifte erzeugen.

Im Folgenden wird lokale Eichinvarianz fiir U(1) Phasentransformationen diskutiert.

Bei der globalen Eichinvarianz war die Phase « eine konstante, also unabhéngig
von Ort und Zeit. Observablen wie < W|¥ > sind aber auch invariant unter lokalen
Eichtransformationen, bei der die Phase von Ort und Zeit abhéngt. Allgemein soll-
ten physikalische Gesetze vermutlich nicht globalen Symmetrien unterliegen, da deren
Transformationen iiberall gleichzeitig wirken miissten, was dem Prinzip der Kausali-
tat wiederspricht. Es wird daher postuliert, dass die Eichsymmetrie U(1) auch lokal
gelten soll, d.h. eine kontinuierliche Funktion von Raum und Zeit sein kann:

() — () = @y(x)
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U(z) = P(2) = e Y(a).
Hier ist ¢ eine zunéchst beliebige, reelle Konstante und a(x) = «a(t, z1, x2, x3) eine re-

elle Funktion. Fiir ein freies Spin 1/2 Teilchen ist damit die transformierte Lagrange-
Dichte der Dirac- Gleichung

£ = 00,0 — i
Der Massenterm ist offenbar eich-invariant,
my'y’ = mi,
wahrend fiir die Ableitung
A = 1 (9ap +iqep Do)
gilt. Damit wird die Lagrange- Dichte zu
L= @iy —miy
1@ gy iyt 4@ (9 ,4p +iqep O, (w)) — made

= Y iy"0u = miy — gy dua(r)
= L—qyy"o,a(x)

Damit ist die Lagrange- Dichte eines freien Teilchens nicht invariant unter lokalen
Eichtransformationen, da die Ableitung d,% nicht invariant ist.

Damit das Postulat erfiillt wird muss die Lagrange- Dichte offenbar veréndert
werden. Dies kann erreicht werden, wenn man anstelle der normalen Ableitung 0,1
eine “kovariante” Ableitung D, einfiihrt, die sich unter einer Eichtransformation
verhalten soll wie:

Dy — D =e*@Dy

Dies kann nur erfiillt werden, wenn man ein neues Vektorfeld A,(z) einfiihrt und die
kovariante Ableitung definiert als

D, =0, +iqA,(r),
wobei sich das Vektorfeld unter der gleichen Eichtransformation verhalten soll wie
Ay = Ay(e) = Au(z) = Oua(x)
Damit ist die neue (noch nicht endgiiltige) Lagrange- Dichte

L = Yiy'Dut —mypi

Yy oup—  mypp = quythA,
S—— ~—~— ———
kin.Term Massen—Term  Neue Wechselwirkung
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Die Forderung nach lokaler Eichinvarianz verlangt also ein neues Vektorfeld und
sagt die Form der neuen Wechselwirkung voraus. Spéter werden wir fiir die QED
identifizieren:

e das Vektorfeld A, entspricht dem Photon,
e das Dirac- Feld v entspricht z.B. einem Elektron (oder Myon, Tau, Quark),

e die Konstante ¢ entspricht der Kopplung zwischen Photon und z.B. dem Elek-
tron, d.h. der elektrischen Ladung.

Es muf noch bewiesen werden, dass die neue Lagrange- Dichte eichinvarinat ist.
Es gilt

D' = (0. +iqA,) Y
= 0, (eiqaw) +iq (A, — 0,) %)
= € (0,0 +iqYd,a +iqgAnb — iqd,a)
_ eian/ﬂ/J

Damit ist auch QZiV“DM¢ invariant, und damit auch die gesamte Lagrange- Dichte
und die Bewegungsgleichungen.

4.2 Vektorfelder
4.2.1 Masse und kinetische Energie

Genau wie das Dirac- Feld ¢)(z) muss das Vektorfeld A,,(z) als neuer Freiheitsgrad der
Theorie aufgefasst werden, kann also auch Energie aufnehmen und sollte demnach
mit Massen- Term und kinetischem Term in der Lagrange- Dichte auftreten. Im
Folgenden werden die Eigenschaften des freien Vektorfeldes untersucht.

Ein Massenterm der Form m?A* A, ist jedoch nicht eich- invariant,

m?A" Al = m? (AFA, + 2A"0,a + 9*ad,0) .

e Das Vektorfeld muss masselos seinfl

2In der Tat sind das Photon der U(1) und die Gluonen der SU(3) masselos. Die schwachen
Eichbosonen W, Z% der SU(2) erhalten jedoch durch die “spontane” Symmetrie- Brechung im
Higgs- Mechanismus eine Masse.
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Ein kinetischer Term fiir A, muss Ableitungen der Form 0*A" beinhalten, die
einzeln nicht eich- invariant sind. Fiir den Feldstéarke- Tensor

F,=90,A,-0,A,,

gilt jedoch

Fl, = 9,4, —09,A,
— Ou(A, + 0,0) — D,(A, + D)

Eine Lorentz- invariante Lagrange- Dichte fiir das freie Vektorfeld ist demnach

1
,CA = _ZFMVFMV-

Aus den Euler- Lagrange Gleichungen fiir jede einzelne Komponente des Feldes A,,

oL oL

A, 858(85Aa) =0
folgt mit
a(auAv) _ a(a#AV> _  Bu av
0(05A,) Ol GE Ay =9

die Bewegungsgleichung

4.2.2 Spin und Polarisation
Durch eine Eichtransformation
AF — AF + 0P«

lasst sich bei geeigneter Wahl von « erreichen, dass die Lorentz- Bedingung erfiillt
ist,

0, A" = 0.
Fiir die Bewegungsgleichungen des freien Bosons
0, F" =0A" — 0,0"A" =0

folgt damit die Wellengleichung
OA* =0

mit einer ebenen Welle als Losung,

A = gt gthva”
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mit dem Polarisationsvektor ¢#. Mit 9,A* = 0 folgt daraus
ket = 0.

Die urspriinglich 4 moglichen Polarisationszustéanden e* erfiillen also eine Zwangs-
bedingung, so dass durch die Eich- Freiheit de facto eine Komponente wegféllt. Die
verbleibenden 3 Freiheitsgrade entsprechen den drei Einstellungen des Spins eines
Spin-1 Teilchens.

Auch nach einer weiteren Eich- Transformation

At = AF 4 9'a
bleibt die Lorentz- Bedingung 9, A" = 0 erfiillt, falls Oa = 0. Fiir ein masseloses
Teilchen ist dies moglich, denn als Lésung kann

. iy
a = ige” FTn

gewahlt werden, denn es gilt k#k, = m? = 0. Aus diesen Losungen ergibt sich mit
AP = AF 4 9Fa, dass
e = el 4 akt

Wiéhlt man nun a so, dass €y = 0, so folgt mit k,e* = 0, dass
k-£=0,

d.h. der Polarisationsvektor steht senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung. Fiir mas-
selose Vektorfelder ist also eine Polarisationsrichtung nicht realisiert; das Feld ist
transversal polarisiert. Zeigt der Impuls in z Richtung, so gilt

k=(0,0,k)
gl = (17070)
& = (0,1,0)

Daraus lassen sich zirkular polarisierte Felder konstruieren, die den Spin-Einstellungen
parallel (Helizitdt +1) und anti- parallel (Helizitdt -1) zur Bewegungsrichtung ent-
sprechen,

N Sy
= +1) = = —5(1,4,0)
SN = —1) = ——(1,-i,0)

Insgesamt hat ein Vektorfeld also 3 Polarisationszustédnde, wobei allerdings bei mas-
selosen (nicht virtuellen) Vektorfeldern nur zwei realisiert sind.
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4.3 Maxwell- Gleichungen

Insgesamt ist die eich- invariante Lagrange- Dichte eines Dirac- Teilchens, einschliefs-
lich kinetischer Energie fiir das Vektorfeld,

- - 1
L = 77ZJWHDM¢_m¢¢— ZFMVFMV

_ _ _ 1.
= Yoo — mypyp  —  quyHYA,  — —FWE,
—— —— —_——— 4

; Massen—Term i
kin. Term 1 Neue Wechselwirkung kin. Term A,

Aus den Euler- Lagrange Gleichungen fiir ¢ und A, folgen die Bewegungsgleichungen

(‘9MFW = J”
(iV# (8u + iun) - m)¢ = 0

Hier erscheint jetzt die Stromdichte j# als Quelle fiir das Vektorfeld auf der rechten
Seite, da im Gegensatz zur Lagrangedichte des freien Feldes (Abschnitt 4.2.1) die

Ableitung
oL -
i O —
A, gyt =

nicht verschwindet, sondern gerade die Stromdichte j* = (p,j’) ist. Die hier be-

schriebene Lagrangedichte fiir eine lokale U(1) Eichinvarianz ergibt daher Bewe-
gungsgleichungen, die identisch denen der Elektrodynamik sind. Wir identifizieren
daher die Stromdichte j* mit der elektrischen Stromdichte, die Konstante ¢ mit der
elektrischen Ladung der Dirac-Teilchens und das Feld A* mit dem 4-er Potential der
Elektrodynamik,
AF = <v, A’) .

Das elektrische Feld E und das magnegische Feld B ergeben sich aus dem skalaren
Potential V' und dem Vektorpotential A durch

—

= VxA.

S =

In 4-Vektor Notation, 0" = (0;, —V), ist dies z.B. fir : = 1, j = 2, k = 3 gleichbe-
deutend mit

Ei — az’AO_aOAi
Bt = 9FAT — 9 A
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Damit ergibt sich fiir den antisymmetrischen Feldstarke-Tensor

0 —-E, —E, —E.
E, 0 -B. B,
E, B. 0 -B,
E. -B, B, 0

P = ghA” — QP AF =

Die homogenen Maxwell- Gleichungen
VB=0 VXxE+3B=0

sind durch die Darstellung der Felder als Ableitungen des 4-er Potentials automa-
tisch erfillt. Die inhomogenen Maxwell- Geichungen ergeben sich aus der ersten
Bewegungsgleichung zu 0,F"" = j¥ zu

VE =
VXB—(?tE:

v=20

P
J v=123

Die zweite Bewegungsgleichung (iv* (9, + iqgA,) —m)y =0 gibt die Wirkung des
elektromagnetischen Feldes auf das Dirac- Teilchen an. Ersetzt man den Impulsope-
rator 70, durch den Impuls p, so erkennt man den typischen Ausdruck p — ¢gA fiir
die minimale Kopplung eines elektromagnetischen Feldes an ein Teilchen mit Impuls
.

Insgesamt folgern wir also aus der Lorentz-Invarianz der speziellen Relativitatstheo-
rie und aus der globalen Phaseninvarianz der Quantenmechanik die Erhaltung einer
Ladung und eines Teilchen-Stroms. Fordert man auferdem lokale Phaseninvarianz,
so ergibt sich die Existenz eines Vektorfeldes, das masselos ist, Spin 1 hat und mit ei-
ner konstanten Ladung an den Vektorstrom des Teilchens koppelt. Man kann jedoch
nicht die Existenz des geladenen Teilchens selber oder die Grofie seiner elektrischen
Ladung ableiten. Die Ladung ist demnach eine Naturkonstante.
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4.4 Feynman- Diagramme
4.4.1 Helizitidtsamplituden

Einfache Abschatzungen von Wirkungsquerschnitten kann man bereits erhalten, wenn
man nur die Erhaltung der Chiralitdt am Vertex beachtet. In Abschnitt wurde
gezeigt, dass sich der Strom der QED in rein linkshéndige und rein rechtshéndige
Komponenten zerlegen lasst,

uyHu = upy'up + ugy*ug.

Da Photonen nur an diesen Strom koppeln kann man daher auch Wirkungsquer-
schnitte in solche Faktoren zerlegen. Im ultrarelativistischen Limes, £ >> m, werden
Chiralitat und Helizitat gleich,

urp, = u(2) Ur = U(l)

so dass auch die Spin-Richtungen festliegen. Aus der Drehimpulserhaltung folgt dann
die Winkelverteilung der Wirkungsquerschnitte.
Als Beispiel betrachten wir den Prozess

+ - +,,-

im Schwerpunktssystem (CMS).

+ " +
NG '”/”
4 Nge
€x /
z 4{7/“
R 4
,42 e
Y
/“i-

Fiir Drehimpulszustéinde |7, m) gilt allgemein

Plim) = 50+ Dlim)
Jelgym) = mlj,m)

) = 011
] - a27 RN
m = —j.—j+1,...,5—1,j
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Im Anfangszustand ist mit der eingezeichneten Wahl der z-Achse

_ ) 1 1

e 1, m1) = |§, +§>
1 1
=y

+ . . _ =

fiir die gesamte z-Koponente also
m=mq+my = 1.

Ebenso gilt fiir den Endzustand beziiglich der Achse z’ der Auslaufenden Teilchen:

m = —1

Fiir den Streuwinkel © zwischen Anfangs- und Endzustand gilt nun:
e Fir© =0 = =z =2 istdie Drehimpulserhaltung fiir J, verletzt, da m # m/'.

Der Prozess ist also verboten.
" ist der Drehimpuls erhalten, der Prozess daher

eFfiro=n7 = z=-z2
erlaubt.
Der Winkel © ist also nicht beliebig. Die Wahrscheinlichkeit verschiedener © erhélt
man, wenn man das System des Anfangszustands in die Richtung des Endzustands
dreht. Bei Rotation von |7, m) zum Beispiel um die y-Achse gilt

By (©) = (j,m|e™ %[, m).

Fiir das Matrixelement M des Prozesses muf also gelten:
M ~ dinm’
Die d- Funktionen sind nur vom Spin abhingig, gelten also fiir alle Prozesse mit

gleicher Spin- Konfiguration. Mit der expliziten Form von J, = %O'y folgt
t

1
di_y =dLy = 5(1—cosO) = ——,
s
mit dem erwarteten Verhalten fiir © = 0 oder w. Hier sind s,¢,u Mandelstamm-
Variablen. Bei Umkehrung der Spins im Endzustand

+o= + =
€Ler — HLHR

gilt
1
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Fiir den unpolarisierten (L und R Zustédnde gleich hiufig) Prozess

efe” — ,u+;f

sind wegen Chiralitdtserhaltung aufser den genannten Amplituden nur noch
eher = pipg  (~diy)

eher = tpiy  (~dii )
moglich. Addiert man alle Amplituden quadratisch auf, so erhédlt man
u to  ulft?

M~ (<27 4 (R =5

Im ultrarelativistischen Limes ist dies das gesamte Matrixelement fiir unpolarisierte
Streuung und identisch der vollsténdigen Berchnung iiber die Feynman- Regeln.

4.4.2 Storungsrechnung

Aus der Beschreibung der Quanten-Feldtheorie fiir Fermionen und Bosonen hat R.
Feynman einfache Regeln abgeleitet, die sich fiir die Berechnung von Teilchenprozes-
sen aller Art anwenden lassen. Grundlage hierfiir ist die Storungsrechnung, bei der
jeder Prozess durch eine Entwicklungsreihe beschrieben wird, die jeweils durch einen
Satz von Feynnman- Diagrammen dargestellt werden kénnen. Als Beispiel laufe ein
Teilchen mit der Wellenfunktion ¢; auf ein Streuzentrum zu. Die auslaufende Wel-
lenfunktion sei ;. Die Wahrscheinlichkeit, das auslaufende Teilchen im Zustand ¢
anzutreffen ist dann

< Yylhs >=<Pg|Shp; >

wobei S als Streumatrix bezeichnet wird.
In der QED muss bei einem Streuprozess fiir ein Dirac-Teilchen die Gleichung

(17"0u —m) Y(x) = ¢y Au(2)Y(x) = V(2) ¢(x)
gelost werden. Zur Bestimmung von ¢ (x) wird zunéchst eine Losung der Gleichung
(iv"8, — m) D(z — 2') = §*(x — 2')

gesucht. Hier ist die Green’sche Funktion D(x — z’) die Losung fiir ¢(z) im Falle
eines punktformigen Potentials an der Stelle 2. Die allgemeine Losung fiir beliebige
Potentiale folgt dann aus

(z) = / &' D(x — o) V(') (')
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wie man durch Einsetzen zeigen kann|

Da hier die rechte Seite auch von #(x) abhéngt ist die Losung nicht einfach
sondern muss durch Iteration (Stérungsrechnung) bestimmt werden. Im Allgemeinen
kann man damit jedoch nur Probleme l6sen, bei denen die Storung klein ist.

Sehr weit vor dem Streuzentrum sollte die einfallende Welle die Losung der freien
Dirac-Gleichung sein, ¢ 4,.;(z), so dass man fiir kleine Stérungen schreiben kann

¢($) = ¢frei($) + St('jrung ~ ¢frei(x)

In diesem Fall kann man in erster Naherung 1 ¢,.; in das Integral zur Berechnung
von 1 (x) einsetzen:

1/1(1)(x) R Ypei(r) + Storung X ¢y
— pnao) + [ @ Dl =) VL) bl

In néchster Niherung setzt man das Ergebnis (") als verbesserte Losung in das
Integral fiir ¥ ein:

w(Q)(x) Yirei(z) + Storung x w(l)(x)

= Yprei(x) + Storung X () + Storung x Stérung X e ()
— Gpaln) + / d'z’ D@z — 2) V(z') D ()

Q

Upra(w) + [ @’ Dl = ) VI) bl
+ /d433' /d4x” D(z —2") V(z") D(a" — ") V(") ¥ prei(2”)

und so weiter fiir héhere Ordnungen der Stérungsrechnung.
Im Falle der QED ist die Storung gegeben durch die rechte Seite der obigen Dirac-
Gleichung,

V(z)(x) = gy" Ay (x)

3Beachtet man, dass die Integration iiber 2’ liuft und die Ableitung 8,, beziiglich x ist, so kann
man beide vertauschen:

(i, —m)v@) = (999, —m) [ @'’ Dla ) V) v

/d4:c’ (iv"80, —m) D(z — ") V(2') (a)

- / d'a’ §'(a —a') V(2') ¥ (')
V() ¥(x)
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Die elektromagnetische Kopplung ist z.B. fiir ein Elektron die Elementarladung, ¢ =
—e, die mit der Feinstrukturkonstanten iiber

o2
em = — & 1/137,036
@ 47 /

zusammenhangt, so dass e =~ 0,3 im hier verwendeten Einheitensystem.

4.4.3 Propagator fiir Fermionen
Die Green’sche Funktion wird mittels einer Fourier-Transformation berechnet,

1 ) n o~
/d4p e—zp(a:—x) D(p)

(2m)t

Setzt man dies in die Definitionsgleichung fiir D(z — 2’) ein,

D(x —2') =

(iv"0, —m) D(z — ') = 6*(z — 2')
so erhalt man wegen

1
(27)"

fiir die Fourier-Transformierte

. ~ —in(z—x' / 1 —ip(z—2’
/d4p (i7", — m)D(p)e plz—a’) _ 5z —a') = % /d4p e—ip(z—a’)

'S

(VP —m)D(p) = 1.

Durch Multiplikation von links mit (y”p, 4+ m) erhélt man wegen ~*p, v*p, = p'p,

als Losung
~ VP +m
D(p) = - ———
pPrpy —m

Dieser Ausdruck hat Polstellen bei
p2 —m? :p(g) _152 —m® = (Po _Ep)(p0+Ep) =0,

(hier soll E, = /p? + m? sein), also dann, wenn das Dirac-Teilchen reell ist. Es wird
daher ein kleiner Imaginérteil 7¢ hinzugefiigt, um Integrationen iiber die Greensche
Funktion zu erlauben,
~ VP +m
D(p) = ——————
PHp, — m*= + 1€

Am Ende einer Berechnung muss natiirlich der Limes ¢ — 0 verwendet werden. Diese
Fourier-Transformierte der Green’schen Funktion ist der Propagator eines Dirac-
Teilchens. Er gilt fiir alle Wechselwirkungen, nicht nur fiir die QED.
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Die Riicktransformation zu D(z — z’) erfolgt durch Integration:
1 - /

! 4 —ip(x—x
D(x—x)_w/dpe p(z—z’)

Insbesondere findet man fiir die Beziehung zwischen den Wellenfunktionen an ver-
schiedenen Orten z und 2’ (siche Anhang[A.g§]):

U(x) = z/da?’ D(x —2') 7" ¥(2)

Y. +m
pip, —m? + e

U(z') = i/df U(2)7° D(x — ")

Aus Kausalitatsgriinden gilt diese Gleichung fiir ¢ > ¢'.

4.4.4 Propagator fiir das Photon

Mit der Lorentz-Bedingung 0, A% = 0 vereinfacht sich die Maxwell-Gleichung
aaFOél/ — jl/
zu
0%0, AV = j".

Mit dem Ansatz fiir die Green’sche Funktion

0“0y D" (x — ') = g™ 6*(x — 2)
ergeben sich als Losungen fiir A*,

At(x) = /d%' DM (x — a')j,(2),
denn daraus folgt

D0, A" (x) = /d4x’ 000 DM (x — 2')j, (2") = j*(2)

Benutzt man die Fourier-Transformation

DM (x —a') =

1 2 —ig(x—z'

so folgt aus

00, D" (x — a') =

1 - (o ,
[ D) ) = =)

und Vergleich mit der Exponentialdarstellung der §- Funktion,

Dies ist der Propagator fiir das Photon.
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4.4.5 Propagator fiir Spin-0 und Spin-1 Teilchen

Die bisher abgeleiteten Propagatoren fiir Spin-1/2 Teilchen und masselose Spin- 1
Teilchen lassen sich auch direkt aus den Bewegungsgleichungen fiir freie Felder ab-
lesen, wenn man den Impuls-Operator durch den Impuls ersetzt, i0, — p,, und
symbolisch schreibt:

Dirac-Gl.:

(Y'pu—m)y = 0

- 1 ko, +m

VP, —m a pip, — m? + e

Analog erhélt man fiir den Propagator eines Spin-0 Teilchens Klein-Gordon-Gl.:

(—p*+m*)® = 0

~ 1
D(p) = pE—
Fiir ein Spin-1 Teilchen ohne Masse gilt die Maxwell-Gl.:

A = 0 ;5 (¢ = Impuls des )
D*(q) =
(q> - qg + Z'E‘

Fiir ein Spin-1 Teilchen mit Masse gilt die Proca-Gl.:
(00, + m?) W — 0"0'W, = 0

_ gt /m?
@ —m?+ie

D" (q)

4.4.6 Matrixelement

Die Ubergangswahrscheinlichkeit in 1. Ordnung ergibt sich, wenn man das Photon-
Feld berechnet, das aufgrund eines Stroms j,(2’) entsteht, es zum Ort z propagiert
und dort auf einen zweiten Strom j,(z) wirken lasst. Da die Strome aus ausgedehnten
Wellenfunktionen bestehen integriert man dabei iiber alle Orts-Zeit Koordinaten x
und 2.

Wir betrachten die Streuung zweier Fermionen aneinander, wobei die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit als Funktion der vorgegebenen Impulse der einlaufenden Teilchen
(p1,p2) und der auslaufenden Teilchen (ps, py) berechnet werden soll. Der Strom des
Elektrons ist

jey<x/) = Qe@z3 (33,) Tv ¢1 (ZL’/)
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e (p1) p~(p2) = € (ps) p~ (pa) Y

wobei 1; die Wellenfunktion des einlaufenden Elektrons mit Impuls p; bezeichnen
soll, etc.. Das Photon-Feld dieses Stroms, berechnet am Ort x, ergibt sich dann aus
dem Photon-Propagator zu

At (x) = /d4x' D" (x — ') j, (2).

Die Ubergangswahrscheinlichkeit ergibt sich aus der Anwendung dieses Potentials
auf den Myon-Strom,

S =ian [ d' Gu(a) 1 4 () (o).

Hier ist ¢, die Ladung des Myons. In unendlicher Entfernung voneinander sind die
ein- und auslaufenden Teilchen durch ebene Wellen gegeben,

Py (') = up e Ps(a’) = uge P
Yo(z) = ug e " Yu(r) = uge P

Setzt man dies zusammen mit der Fourier-Darstellung des Propagators des Photons

1 - q(o—a
D" (x—1a') = i / d'q D" (q) e~ "1

1 g
_ d4 —ig(x—a’)
(2m)* / 1 q% + i€ ¢ ’

in die Gleichung fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit ein, so folgt

S = i [ @) A e) (o)

. 1 — gt . , o, ., .
= iqm/d4x Uy ey, /d4x’ —(2ﬁ)4 /d4q = ‘:]L - e a(@—2") (qeﬂge’pi”x yyule_lplgC) uge” P2

1 ) . , 7
_ d4 A2y et (Pa—a—p2)x /d4 ! i(p3+q—p1)x i Us Yy Us ————— e U3V, U
(271')4/ q/ Te T e Qm Ua U2 q2—|—ie Ge U3y, UL
Y
= i(2m)! /d4q54(p4 —q—p2) 0 (D3 + 4 — 1) G Us Uiz - £iic e U3y U1
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Hierbei wurden die e-Funktionen so zusammengefasst, dass die Integrale iiber x, 2’
jeweils 0 Funktionen ergeben. Da ¢ der 4-er Impuls des Photons ist bedeutet die
Integration iiber d*q, dass alle mdglichen Impulse des Photons beriicksichtigt werden.
Allerdings bedeuten die beiden -Funktionen, dass Energie und Impulserhaltung an
jedem Vertex gilt, und damit auch fiir die Reaktion insgesamt,

p3—p1+q=0, ps—p2—q=0, P1+ P2 = Pp3 + Da.

Daher kann der 4-er Impulsiibertrag ¢ = p; — p3 = ps — p2 nur einen Wert annehmen,
so dass die Integration iiber d*q das Resultat ergibt

gl

S(? = Z'(277')4 64(131 +p2—p3— p4) *Qm UgYy U - m Qe U3y UT.

Ubergangswahrscheinlichkeit Sﬁ) und Matrixelement My; héngen jetzt wie folgt

zusaliinen:

Sj(c? = —i(2m)* *(p1 + po — p3 — pa) M
—ig"
—iMy = UGy, Ua Y Us - ———— 1. UgYy Uy .
f C]4’Yu2qQ_i_Ze qe U3 UL

4.4.7 Feynman-Regeln

Der hier gewonnene Ausdruck des Matrixelements M y; fiir den Prozess e (p1) g~ (p2) —
e (ps) p (psg) lasst sich graphisch als Feynman-Diagram darstellen. Andererseits

kann man bereits an der Lagrange-Dichte die existierenden Teilchen und ihre Wech-
selwirkungen ablesen und so die erlaubten Feynmangraphen konstruieren. Jedem
Feynman-Graph kann man dann mit folgenden Regeln ein Matrixelement zuschrei-
ben, ohne die obige detailierte Rechnung durchfiithren zu miissen:

e Externe Fermion-Linien erhalten die entsprechenden Spinoren fiir einlaufende
(u, ) und auslaufende (u,v) Teilchen oder Antiteilchen.

e Fir jeden Photon-Vertex fiihrt man einen Vertexfaktor ig,v* zwischen den
Spinoren ein, so dass sich ein Vektorstrom mit der elektrischen Ladung g
ergibt, z.B. iqquy"u.

45



e Interne Linien werden durch die entsprechenden Propagatoren ausgedriickt,
also z.B. % fiir ein Photon mit 4-er Impuls p.

e Es gilt 4-er Impulserhaltung an jedem Vertex.

Félle mit anderen externen oder internen Teilchen sind in der folgenden Tabelle zu-
sammengefasst. Die Faktoren —1,1 sind teilweise Konvention, aber bei Interferenzen
und Diagrammen hoéherer Ordnung von Bedeutung.
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IABLE 6.2
peynman Rules for — M

Multiplicarive
Factor

o External Lines B o
Spin O boson (or antiboson)

Spin 4 fermion {in, out)

=

antfermion {in, out)

Spin 1 photon (in. out)

# Internal Lines— Propagators (need + ie prescription)

Spin 0 boson - -
2 — m?
Spin } fermion - ip+m)
pt—m?
Massive spin | boson ——— i —— — ! [:g,,,_ - pr__jM-}
Ipl — M2
Massless spin [ photon i T ] —if,,
{ Feynman gauge) P
Vertex Factors P
Photon—spin O {charge —¢) ie(p+ p)"
Photon—spin § (charge —e) eyt
Loops: fd*k /(2a)* over loop momentum: include — 1 if fermion loop and take the trace of
assoctited y-rratnices
ldentical Fersnons: =1 between diagrams which differ only in ¢+« ¢ or nitial & +
final ¢’
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4.5 Wirkungsquerschnitt und Matrixelemente
4.5.1 Fermi’s Goldene Regel 1

Bei Streuprozessen gibt der Wirkungsquerschnitt die Wahrscheinlichkeit fiir eine
Streuung je einlaufendem Teilchen an. Der WQ soll also die Reaktion der Teilchen
charakterisieren und gleichzeitig unabhéngig von der Anzahl der einlaufenden Teil-
chen, also Experiment-unabhéngig, sein.

Ein einzelnes Teilchen mit geometrischer Querschnittsfliche o = 7r? befinde sich
in einer Ebene der Flache A. Trifft ein anderes, viel kleineres Teilchen an einem
beliebigen Ort auf die Flédche, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich die beiden
Teilchen treffen gleich

P =0/A.
Ist das eintreffende Teilchen ebenfalls ausgedehnt, so stellt o die effektive Quer-
schnittsfliche der Reaktion dar, eben den Wirkungsquerschnitt (WQ). Bei sehr klei-
nen Elementarteilchen reprasentiert der WQ die effektive Querschnittsflache oder
(Reichweite)? der Wechselwirkung zwischen den Teilchen.
Als Einheit des WQ ist ein barn gebréuchlich, wobei

lbarn = 1b = 10~2%m?.

Ein Proton mit Radius r ~ 1 fm hat also einen geometrischen WQ von o =~ 31mb.
Trifft anstelle eines einzelnen Teilchens ein Teilchenstrahl mit Anzahl-Dichte n,
und Geschwindigkeit v; auf die Flédche, so werden in einer Zeit T' insgesamt

N1 :’I'Ll?)lTA

Teilchen die Fléache treffen. Fiir den Teilchenstrahl ist die Anzahl der Streuprozesse
pro Zeit (“Ubergangsrate”) daher
Ps PNy oniuTA
T T AT
Trifft der Teilchenstrahl nicht auf ein einzelnes Teilchen sondern auf N, Teilchen in

einem Volumen V' (Teilchendichte ns), so ist die Anzahl der Streuprozesse um diesen
Faktor N, erhoht,

= 0ony vy.

Ps

T
Fiir den allgemeinen Fall, dass sich auch die Teilchen N, bewegen, ist die Differenz
der Geschwindigkeiten |U; — 9| makgebend. Aufserdem muss berticksichtigt werden,
dass man experimentell bei einer 2 — 2 Reaktion (p; + p2 = p3 + ps4) die Teilchen
im Endzustand im Impulsintervall d3ps d®p, beobachtet. Der Lorentz-invariante Pha-
senraumfaktor hierfiir, d.h. die Anzahl der quantenmechanischen Zustande in diesem
Bereich ist (s.u.)

=ony v Ny = oningvy V.

V. o dps V. dpy

(21) 2B, (21) 2B,
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Damit ergibt sich insgesamt fiir den Wirkungsquerschnitt:

do — PS / (TV) % d3p3 1% d3p4
N n1 No ’171 — ’172’ (27T)3 2E5 (27’()3 2E4 ’

oder symbolisch

d Ubergangsrate x Phasenraum
g =

Teilchenfluss
Dies ist Fermi’s Goldene Regel.

e Das Matrix-Element beinhaltet die Dynamik der QED
e Der Phasenraum beinhaltet die Kinematik

e Der Flussfaktor dient der Normierung des Flusses der einlaufenden Teilchen

4.5.2 Zustandsdichte

Gesucht ist die Anzahl der quantenmechanisch erlaubten Zustédnde eines Teilchens
in einem Wiirfel mit Volumen V = L3. Die Anzahl der Teilchen im Wiirfel bleibt
konstant, wenn periodische Randbedingungen fiir die Wellenfunktion und deren Ab-
leitung vorliegen. In einer Dimension heist das

—ipg (z+L)

—ipr T _ e ’

e
so dass Lp, = 2mn, (mit n = 1,2..). Damit gilt fiir die Anzahl der Zustédnde dn im

Bereich von p, bis p, + dp,
L

dn =d TS
" P 27
oder in 3 Dimensionen
dn = d° )
BC7oE
Bei 2F Teilchen im Volumen V ist damit die
| VARG &
Anzahl der Zusténde / Teilchen = ( 7r)32_l]?9

4.5.3 Teilchenfluss der einlaufenden Teilchen

Der Fluss der einfallenden Teilchen héngt von ihrer Dichte sowie ihrer Differenzge-
schwindigkeit |, — 03| ab, wobei angenommen ist, dass die Geschwindigkeiten ent-
gegengesetzt gerichtet sind. Die Losungen der Dirac-Gleichung werden so normiert

(N =+/(E+m)/V), dass die Teilchendichten
3° =" = N*uu = 2E/V
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betragen. Insgesamt ist damit der Fluss bezogen auf das Reaktionsvolumen V'

2E, 2F
Fy o= |6 — 3 vl V2 (v1 4 v3) 2, 2B,/ V?
Pl | [P s 4 B
(E‘F E2 2E 2E /V 2 (‘pl‘Eg-l- |p2|E1)
4

= W (p1p2)2_m%m%7

wie man durch explizites Ausrechnen des 4-er Skalarprodukts pp, in der letzten Zeile
sofort zeigen kann. Insbesondere gilt:

CMS Fixed Target
i =D = —Ds Py =0
V2Fy = 4y/(pipa)? — 3 | = 4[5} (B + B3) = 51V | = dmalfh| = 25

4.5.4 Matrixelement

Fiir quantenmechanische Prozesse ist Py die Wahrscheinlichkeit der Streuung in einen
bestimmten Endzustand |f). Die Streuung aus dem Anfangszustand |i) in den ge-
streuten Zustand |s) sei gegeben durch die Streumatrix S,

|s) = Sl4)

wobei die gestreuten Zustdnde ein vollstindiges System von Eigenzustdnden sein

miissen,
> ls)sl =
Die Wahrscheinlichkeit einen bestimmten Endzustand |f) zu beobachten ist daher

(A} = KFISI11° = |Spl?
Fiir Sy; hatten wir abgeleitet

Sj(f? = —i(2m)* 6*(p1 + p2 — p3 — pa) My;
. L —ig™
_lei = 1Qm Ug7Y Uz - m *1Ge U3 UT.

Bei der Berechnung von |Sp;|* wird demnach eine § Funktion quadriert werden miis-

sen. Dies ergibf]

4 2 g VT

4Fiir 0- Funktionen gilt bei Integration §*(p) f(p) = 6*(p) £(0) und demnach auch §*(p) §*(p) =

5*(p) 6*(0). Wegen
5 (p) = TVHmf( 7)1 / dt / d3xe”’$>

20




Damit folgt
|S5l* = IMypil* (27)" 6" (p1 + p2 — ps — pa) VT
4.5.5 Fermi’s Goldene Regel 11

Der Wirkungsquerschnitt setzt sich fiir 2 — 2 Streuprozesse mit p; + ps = p3 + s
also zusammen aus

PS / (TV) V d3p3 V d3p4

do = :
4 n1 N9 |171 — 172| (271')3 2E3 (271')3 2E4
! dp; dp
= M Z‘Q 2m)tet + pa — p3 —
o g 0 P PG, Gy,

Die Spinoren in My, beinhalten noch die Normierung /(e +m)/V, so dass sich
V' heraushebt. Es wird daher ab jetzt My = M fiVQ verwendet, was so verstanden
werden soll, dass bei der Berechnung von Matrixelementen M ab jetzt als Normierung
der Spinoren N = /E + m verwendet wird. Damit ist der Wirkungsquerschnitt

1 dps dpi
do = | My;|? 2m)4 04 (p1 +py —ps —p
Y o g ) T P Gy e,
einlaufender\'rl’eilchenﬂuss Lorentz-invarianter Phasenraum (dLips = dQ)

Dies ist die explizite Form von Fermi’s goldener Regel fiir 2 — 2 Prozesse. Alle Teile
sind explizit Lorentz-invariant.

4.5.6 Integration des Phasenraums

Der Wirkungsquerschnitt ist augenscheinlich vielfach differentiell in d®p5 und d*py.
Er sollte aber nur von zwei dieser sechs Variablen abhéngen, denn es gilt 4-er Im-
pulserhaltung. Da die Energien der Teilchen durch die Anfangsbedingungen und die
Massen festliegen, miissen die verbleibenden Variablen der Streuwinkel und der Azi-
muthalwinkel eines der Teilchen sein. Die Richtung des anderen Teilchens ergibt sich
dann aus der Impulserhaltung. Das Matrixelement kann aus Symmetriegriinden nicht
vom Azimuthalwinkel um die Kollisionsachse abhéngen. Es ist also My, = My, (6).
Da der Flussfaktor nicht von den auslaufenden Teilchen abhéngt kann demnach der

folgt demnach auch
vT
§Y0)= lim ——.
(0) T,Vlglinf (2m)*

Der Grenzwert fiir alle Zeite und den ganzen Raum muss natiirlich noch durchgefiihrt werden. Da
jedoch sowohl V als auch T in der endgiiltigen Formel fiir den Wirkungsquerschnitt nicht mehr
auftauchen &ndert der Limes nichts am Endresultat fiir diese Berechnung und wird daher nicht
weiter mitgefiihrt.
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Phasenraum getrennt integriert werden, bis auf die Winkelvariablen. Dies ist beson-
ders einfach im CMS System, da die - Funktion die 4-er Impulserhaltung garantiert.
Im Schwerpunktssystem (CMS) gilt

Pit+py=0, Vs =E; + E»

und
5*(p1+p2 — p3s — pa) = 6(\/s — Es(ps) — Ea(pa)) 6*(—Ps — pu),

wobei explizit die Energien von den Impulsen abhéngen,

Es(ps) = \/P3 +m3, Ey(pa) = /P4 +mi.

Integriert man zunichst iiber d®py so gilt fiir den Phasenraum

d’p3 d°py

1Q = / L 55 = Bulps) — Ea(pa)) & (—s — i)

4(2m)? E3(ps) Ea(pa)
B 1 - B P
- / T V5~ Balon) - Bulp) oS

Fiihrt man die verbleibende Integration in Kugelkordinaten aus, d*psz = p3 dps dS2,
so kann man die 6- Funktion nach ihrer Polstelle entwickelnPl und erhalt

1 p3 dps dS)
dQ = /m 6(vs — Es(ps) — Eu(ps)) Ba(ps) Ex(ps)
_ / 1 d(ps — py) 3 dps d
4(2m)2 | d(Es(ps) + Ea(ps)) /dps| Es(ps) Ex(ps)
- 1 1 P dQ
—4(2m)% | pg/Es(ps) + ps/Es(ps) | Es(ps) Ea(py)
JQ — — Prgg

4(2m)2 /s

Hierbei ist p; der Impuls der beiden Teilchen im Endzustand, so dass Energieerhal-
tung erfiillt ist, /s = Es(py) + Ea(py).

SFiir die J- Funktion gilt allgemein

U= 3 Yo

1=1,n

wobei f/(z;) die Ableitung der Funktion f(z) an den Nullstellen z; ist (f(z;) = 0).
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4.5.7 Wirkungsquerschnitt im CMS

Im Schwerpunktsystem ergibt sich aus der goldenen Regel mit dem Flussfaktor
Fy = 4|pi|V's
fiir den Wirkungsquerschnitt

do 1 1py 9
= - = 2L\ My,
) 647723pi’ si

e Aus dem Phasenraum folgt, dass o proportional zum Impuls p; der Teilchen
im Endzustand ist. Die Produktion schwerer Teilchen ist also durch den Pha-
senraum unterdriickt.

e Bei hohen Energien werden die Massen der Teilchen zunehmend unwichtiger.
In diesem Limes ist py = p; und der Wirkungsquerschnitt féllt quadratisch mit
der Schwerpunktsenergie v/s. Da aufser den Massen nur /s die Dimension einer
Energie tragt ist dies auch aus Dimensionsgriinden erforderlich.

e Der Wirkungsquerschnitt héngt nur durch das Matrixelement vom Streuwinkel
© ab.
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4.6 Prozesse der QED

4.6.1 Berechnung des Prozesses ey~ — e pu~

H L

Beispielhaft soll das Matrixelement des Prozesses e~ (p1) = (p2) — e~ (p3) p~ (ps)
berechnet werden, wobei der 4-er Impuls des ausgetauschten Photons ¢ = p; — ps3
ist. Das Matrixelement M ergibt sich aus den Feynmanregeln der QED (hier mit

e = QBQm):

q2
e-Strom SN—— p-Strom
vy-Propagator

—iM = ugiey"u, ugrey”usg
—— ——
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— TR i
M = —? Uz y" Ul Uq Yy U2,

wobei die Spinoren u; = u(p;, s;) von den Impulsen p; und Spin-Orientierungen s;
abhéngen. Das Matrixelement fiir die Streuung unpolarisierter Teilchen ergibt sich
aus der

e Mittelung iiber die einlaufenden Spin-Zusténde,

e Summation iiber die auslaufenden Spin-Zustande.

4
|M’2 — e_L,uI/LMuon
4e Huv

mit dem Elektron-Tensor (Muon Tensor analog)

1 *
Le" = 3 > sy ) (37 w)

e-Spin

- % Z [tz ur ] [17" us]

e-Spin

wobei der Spin-Faktor % fiir den Mittelwert {iber verschiedene Spin-Richtungen not-
wendig ist. Ausgeschrieben und getrennt summiert iiber die einlaufenden und aus-
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laufenden Spin-Zustande ist dies

1
v — n — v
Ly = §§ E U3,0YapU1,0 U, cVeqs,d

S3 S1

— 1 5 H v v
- 5 u37du37a ,yab ul’bulyc rYCd
S3 S1

——— —————
(p3+m8)da (}él'i'me)bc

— %Spur [@3 +me )y (P, + me)yll}

unter Benutzung der Vollstédndigkeitsrelationen der Spinoren und der Notation p =
Yap®. Die Spurtheoremeﬁ erlauben die Vereinfachung

1

L = 5Spur [, + my* (p, +me)y’|

1 14 v
= 3Spur [?ﬂ“}ffn +mgyy }
= 2(p5p} + piph — (pspr — m2)g"™)

Mit dem analogen Resultat fiir den Myon-Tensor ist das Resultat fiir das Matrixele-
ment:
’M|2 — _4L5VL2/£UOH
q

8et
= F [(p3p4)(p1p2) + (p3p2) (p1pa) — mﬁpzm - m,%plp:% + 2m3mi}

Dies ist das exakte Matrix-Element fiir unpolarisierte e~ Streuung in niedrigster
Ordnung. Das Ergebnis ist offensichtlich Lorentz-invariant.

Im ultra-relativistischen Limes kann man die Massen-Terme vernachlassigen. Die
Skalarprodukte lassen sich durch die in gleicher Néherung geltenden Mandelstam-
Variablen ausdriicken.

s = (p1+p2)? =m?+m’+2pips = 2p1ps ~ 2psps
(p1 — ps3)? = 2m? — 2p1ps &~ —2p1ps = 2m., — 2paps = —2papy
u = (pr—pa)® =ml+m] —2pips = —2p1ps = m? +m’ — 2paps & —2paps

6Die Spur einer ungeraden Anzahl von y-Matrizen ist Null.
Weiter gilt Spur(y#y”) =g, Spur(y#9'7*7) = 4(g" g™ — g"*g"7 + g"7g"*),
Spur(p,1*p,y") = Apips +piph — (pip2)g”),  Spur(dbid) = 4[(ab)(cd) — (ac)(bd) + (ad)(be)].
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Wegen t = ¢ folgt der Wirkungsquerschnitt fiir unpolarisierte ultrarelativistische
Streuung,
- 8et 1 1
2 A 2 2
M2 =~ " (ZS —I—Zu)
2,2
_ 45"t u
= 2e 2

Das Ergebnis stimmt mit dem friither erhaltenen Resultat fiir Helizitatsamplituden
iiberein.

e Der Wirkungsquerschnitt ist proportional zum Quadrat der Ladung an jedem

Vertex, fiir ey Streuung also proportional zu ¢?¢? = €.

e Der Nenner ¢ ist der Photon-Propagator und unterdriickt Streuung mit groffem
4-er Impulsiibertrag.

e Der Term mit s? entsteht durch Streuung mit entgegengesetzen Spins, so dass
der Gesamtspin J; = 0 ist, denn s beinhaltet keine Winkelinformation (isotrop,
da keine Richtung ausgezeichnet ist).

e Der Term mit u entspricht demnach Streuung mit J, = 1, also gleichgerichteten
Spins der einlaufenden Teilchen.

Mit s s
t= ) (1 — cosO) und  u= ~5 (14 cos©")

folgt im CMS fiir ultrarelativistische Streuung

d_g = L 1&|M|2
ds) 6472 s p;
1 . 14+ (1+cgs®*)2

6an2s (messor)?

4.6.2 Crossing

Alle QED Prozesse hangen von Stromen wie j, = U~y*U ab. Ahnliche Rechnungen
fiir andere 2 — 2 Prozesse lassen sich daher durch “Crossing” aus dem ep — ep
Wirkungsquerschnitt ableiten.
Fiir den t-Kanal Prozess
e U —e u
D1+ P2 =Dp3+ P4
ergab sich
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e u_
Y
v
M- w et ut
—e?
M= s () ()
4
Y, €
M2 = Y (Y u) (37 wn)" Y (- 24)
(p1 — p3) . =
4
€
- m Spur((m + ml)yﬁ‘(% +ms3))y" Spur( 2 4)
8e? ) 2 »
= o (P192) (P3pa) + (P1ps) (p2ps) — prps m3 — paps m7 + 2mim3
/4 w2/ —t/2 —t/2

2

mit m; = mz und msy = my. Entscheidend war die Vollstédndigkeitsrelation

Zust:erm, szﬁszp—m

S

Fiir dhnliche Strome mit Teilchen und Antiteilchen-Spinoren gilt nun

2(53 Yur Jus Yur )= Spur((p+ ma)V (Pt ms)y”)

51,83
U3 (5] U3 (1 = — —
?73 U1l 1)_3 Uq - + -
123 (%1 'LZg U1 = - +

Wendet man dies z.B. auf den s-Kanal Prozess
e~ (p1) + € (p2) = 1 (p3) + 1" (pa)

M = 7 A oA
(p1 +p2)2(v27 uy ) (3" vs)
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an, so folgt
4

|M|? = EESL Spur((ph — m2)y"(ph +ma)y”) Spur((gs + ms)v.(ph — ma)n)
8¢ 2 2 2.2
= i)t (P1P3)(P2pa) + (P1pa) (P2p3) + pspamiy + pipy ms + 2myms
ag—’ z;{/zl z;g/zl ~s/2 ~s/2
und, fiir kleine Massen (my = may, mg = my),
G P

|M|? ~ 2e 2

Man sieht, dass zwischen t- und s-Kanal fiir kleine Massen eine Crossing-Relation
besteht, bei der im Endergebnis lediglich ps <+ —p3 vertauscht werden miissen. An-
schaulich interpretiert bedeutet dies, dass ein einlaufendes Teilchen mit Impuls p
durch ein auslaufendes Antiteilchen mit Impuls —p ersetzt werden kann. Dies ent-
spricht der Antiteilchen-Interpretation in der Dirac-Gleichung. Die Vertauschung von
p2 <> —p3 bei der Ableitung des s-Kanal Prozesses aus dem ¢t-Kanal Prozess bedeutet,
dass man (in ultrarelativistischer Naherung) s und ¢ vertauschen muss.

t-Kanal — s-Kanal
t=(1—p3) < (i+p)=s
s=pi+p) < (m—p3)i=t
u = (p3 — p2) < (p2— p3)2 =u
| M2 %26482?—;} & | M2 z?e“tﬁ—;ﬁ

R

; A f i
26 <
i
ri P" g .Pr. 3 loq

Beim PETRA Beschleuniger am DESY wurde mit Schwerpunktsenergien bis /s <
46GeV die Winkelverteilungen s - j—g gemessen. Sie sind unabhénig von s, wie von
der QED vorhergesagt. Bei den hoheren /s Werten machen sich bereits Korrekturen
durch den Z° Austausch der schwachen Wechselwirkung bemerkbar, der bei kleinen
Energien im s- Kanal durch den Propagator m stark unterdriickt ist.

Der totale Wirkungsquerschnitt fiir ete™ — p*p~ ergibt sich aus dem differenti-
ellen durch Integration iiber die Winkel,

do 41 o
= | —d) = —— =~
7 /dQ S

100nb Gev2
3 no
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Bild 11-5 Die Winkelverteilung der Myonen in der Reaktion e et uut Daterll der‘JAD‘E—
Gruppe bei den angegeb Schwerpunk i /5. Die gestrichelten Linien sind die
Vorhersagen der QED (Gl (11-17)). Die durchgezogenen Linien beriicksichtigen die Effekte
der schwachen Wechselwirkung (nach Bartel 1985).

(he =1=0,2GeV fm) und der Feinstrukturkonstanten
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em = — =~ 1/128,
“ 4 /

die bei diesen hohen Energien aufgrund der Renormierung der Quantenkorrekturen
deutlich grofer ist als der aus der Atomphysik bekannte Wert 1/137. Bei /s = 46

Q*g’-r/z‘/.*f A CELLO
-7 o JADE

=
I
e

T T 1717
/

/

107!

owh)
#
I

1072 ) 1 I L 1 | 1 1 | 1

Fig. 10.16. The cross section e*e™ — u*y~ and e*e” — 7%17 as a function of
¢.m, energy W= Vs. The solid line shows the lowest order QED prediction.
[After Cello Collaboration, Phys. Lett. 191B, 209 (1987) and JADE Collabora-
tion, Phys. Lett. 161B, 188 (1985).]

GeV ist der Wirkungsquerschnitt 0.047 nb, die effektive Reichweite der Wechselwir-
kung also etwa 1000 mal kleiner als der Radius eines Protons. Dies schréankt sehr
stark die Hypothese einer Substruktur des Elektrons oder Muons ein.
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4.6.3 Ubersicht der elementaren QED-Prozesse

) Paar-Vernichtung und Paar Erzeugung

i

2 ) ’Periphere’ Streuung

X

3.) Bhabha - Streuung

e e
e e
+
et et
et et

Moller - Streuung identische Fermionen
o
}< )
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ete™ — utp~

2 2442
|M|" ~ 2¢* “EE ~ (1 + cos?O)
fiir unpolarisierte e~ et
symmetrisch in cos©*

e U — e u”
|M|" ~ 26t 24
Peak in Vorwirts-Richtung

eTet —eet
2 2,2 2 242
~ 4 [ s“4u 2u u 4+t
|M|™ ~ 2e (t—g—f—ﬁ‘f‘s—z)
Zwei Diagramme mit gleichem
Anfangs- und Endzustand
— Interferenz von zwei Feynman-

Amplituden
(1M, + M f?)

e"e” —ee”

|M|2 ~ 264 (sZ;&—QUQ + % + 52;;752)
Zwei Diagramme mit identischen Teil-
chen von verschiedenen Vertizes

— negative Interferenz (|M; — Ms|?)
Peak in Vorwarts- und Riickwarts-
Richtung
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Abbildung 2: Winkelverteilungen der elementaren QED Prozesse. Gezeigt ist do/dS2
in willkiirlichen Einheiten.

4.6.4 Erzeugung von Hadronen

Zur Untersuchung der Eigenschaften der Hadronen und Quarks eignet sich besonders
der Prozess

ete” — Hadronen

und als Messgrofe das Verhaltnis von hadronischem zu leptonischem Wirkungsquer-
schnitt.

O ¢+e——Hadronen
R=

)
Oete——ptu—
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Unter der Annahme, dass man die Produktion von Hadronen durch die Produkti-
on von Quarks mit anschliekendem Ubergang (Wahrscheinlichkeit 1) der Quarks in
Hadronen erkliaren kann (QCD Faktorisierung), gilt

- 2
R — Oete~ —uii,dd,ss,ce,bbtt . Zq |Mq| qu

Oete=—putpu- ‘MM’2dQ#

Bei /s ~30GeV kann man den Z° Austausch vernachlissigen gegeniiber dem ~-
Austausch, so dass R sensitiv ist auf

e die elektrische Ladung der Quarks
e den Spin der Quarks

e die Masse der Quarks

Die Massen gehen unter anderem in das Verhéltnis der Phasenraum-Faktoren ein,

dQuy _ _pr(mg) [ Amg
dQ(m,~0)  ps(m, =0) s

das schnell gegen 1 geht fir /s > 2m,,.
Das Matrixelement fiir Spin 1/2 Quarks ist bis auf die elektrische Ladung gleich
dem fiir Muonen, so dass

|MJ? ~ eZe.

S b

q|m
eq‘l

win &
wing O
winy

— 2my > 4/s! verboten

|
Wl
Wl

Damit folgt

RQED:eg+e§l+e§+e§+e§: _n
2
e, 1 9

O
+
Ol=
+
O
_|_
Rl
+
Ol=
[a—y
=

Die Messung kann wie folgt interpretiert werden:

e R ~ konstant fiir 10GeV < /s < 30GeV . Demnach hat die elektromagnetische
WW hat gleiche Struktur fiir 4 und Quarks.

e Die kinematische Schwellen (Stufen) in R treten auf, wenn /s > 2m,, da dann
ein neuer Endzustand fiir Quarks moglich ist.
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e Der Wirkungsquerschnitt in Hadronen wird um einen Faktor 3 grofer gemessen
als nur aufgrund der elektrischen Ladung zu erwarten war. Dies ist verstand-
lich, wenn die Quarks einen inneren Freiheitsgrad (Farbe) besitzen, der in drei
Zustéanden auftritt, so dass sich die Anzahl der Endzusténde entsprechen erhéht
(Phasenraum). Fiir drei Farben folgt

33
R=—.
9

Dies ist einer der starksten Hinweise auf Quarks mit Farbe.
Aus der Messung sind auch folgende Korrekturen ablesbar, da R nicht exact %3 ist.

1. Nahe der kinematischen Schwelle /s = 2m, fiir neue Quarks haben die ent-
stehenden Quarks nur wenig kinetische Energie, so dass gebundenen Zusténde
als Resonanzen angeregt werden koénnen, z.B. e"e™ — J/¥ (J/U = c¢). Nahe
der Schwelle ist auch der Phasenraum nicht groft genug, so dass die Erzeugung
der Quarks und die Hadronisierung nicht unabhéngig sind.

2. Der leichte Abfall von R zwischen /s &~ 15GeV und 30GeV ist ein Beitrag
héherer Ordnung durch die starke WW | der nur fiir Quarks auftritt, so dass

e q
Mg

© q
R=Roep(1+ =2+ ).

Der Wert von a /= 0.12 fallt dabei leicht als Funktion der Energie im Prozess.

3. Der Anstieg fiir /s > 30GeV ist der Beitrag durch Z°- Austausch. Da die
Kopplung Z,,, nicht gleich derjenigen fiir Z,; ist steigt R, denn der Z° Beitrag
aufgrund der unterschiedlichen Propagatoren wird grofer mit 4/s.

Propagator: 7 : £ Z° =

4.6.5 Drell-Yan Prozess

In der Hadron-Hadron Streuung (7wp, pp oder pp) beobachtet man die Erzeugung
von Lepton-Paaren, z.B.

mp — utpu~ + Hadronen
Im CMS System der beiden Muonen ist die Winkelverteilung ~ (1 + cos? ©*), also
genau wie beim Prozess ete™ — ptpu~. Dies ist einer der wichtigsten Hinweise auf
Spin 1/2 Teilchen (Quarks) in Hadronen, die sich vernichten kénnen, ¢g — pu* ™.
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5 Starke Wechselwirkung

5.1 Quarks und Gluonen

Experimentell gibt es durch zahlreiche Messergebnisse Evidenz fiir eine innere Struk-
tur der Nukleonen (Protonen und Neutronen).

e Das Volumen von Atomkernen nimmt linear mit der Anzahl der Protonen und
Neutronen zu. Dies deutet auf eine feste geometrische Ausdehnung der Nukleo-
nen mit einem Radius von ca. 1 fm hin.

e In der tief-inelastischen Elektron-Proton Streuung, e + p — e + X wird ein
Wirkungsquerschnitt gemessen, der nicht dem einer homogenen, strukturlosen
Ladungsverteilung innerhalb des Protons entspricht, sondern der sich aus der
Summe von Streuprozessen der Elektronen an einzelnen, punktférmigen La-
dungstrigern (den Quarks) erkléren lasst. Auf diese Art wurden die Quarks an
Experimenten am SLAC entdeckt.

e Der totale Wirkungsquerschnitt von Proton-Anti-Proton Kollisionen ist etwa
gleich grofs wie die daraus berechnete Querschnittsfliche eine Protons von A =
7(1fm)? = 0.31mb und steigt leicht mit der Schwerpunktsenergie 1/s. Dies ist
ca. 10 mal grofer als der Wirkungsquerschnitt fiir ete™ Streuung bei /s =
1GeV, der zudem mit der Schwerpunktsenergie fallt.

e Durch Streuung mit Photonen oder anderen Protonen lassen sich ein Spektrum
von angeregten Zustdnden der Protonen erzeugen, die anschliefend wieder in
Protonen, Neutronen und Pionen zerfallen.

Das Proton ist also ausgedehnt und damit nicht elementar, sondern besteht aus
“Partonen”. Die Natur der Partonen ist ebenfalls bekannt:

e Quarks: In der ete” Streuung wird die Produktion von “Jets” von Teilchen
beobachtet. In den meisten Féllen entstehen 2 entgegengerichtete Jets gleicher
Energie, deren Winkelverteilung gegeniiber den einlaufenden Teilchen genau
wie bei der Produktion von ptpu~ ist, also

d
d—g ~ 1+ cos® ©*
Es ist daher anzunehmen, dass die Jets aus der Produktion von Spin 1/2 Teil-

chen, den Quarks, entstehen.

e y und d Quarks Der Aufbau der leichtesten Hadronen ldsst sich mit nur zwei
Quark-Sorten erklaren, den up und down Quarks mit den elektrischen Ladun-
gen q, = 2/3e, g = —1/3e.
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Total cross section (mb)
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Baryonen Mesonen
p=(uud) 7" =ud

n= (udd) w°= %i(uﬁ + dd)
0 T~ =du

e Gluonen: In der ete” Streuung wird in typisch 10 % Falle nicht nur zwei
sondern 3 Jets beobachtet, wobei die Winkelverteilung der Jets untereinander
mit der Erwartung fiir die Abstrahlung eines Spin 1 Teilchens (“Gluon”) von

einem Spin 1/2 Teilchen (Quark) tibereinstimmt. Auf diese Weise wurde das
Gluon am PETRA Beschleuniger bei DESY entdeckt.

e Starke Kopplungskonstante a,: Die Haufigkeit von etwa 10% dieser 3-Jet Ereig-
nisse deutet auf eine grofte Kopplungskonstante zwischen Quarks und Gluonen
hin, a, ~ 10 aeyy,.

Die Natur der Wechselwirkung zwischen Quarks und Gluonen héngt, in Analogie
zur elektromagnetischen Wechselwirkung, mit einer erhaltenen “Ladung der Starken
Wechselwirkung”, zusammen::

e Farbe: Eine der Baryon-Resonanzen, dass A*T+, tragt doppelte elektrische La-
dung und Spin 3/2. Es besteht demnach aus 3 u Quarks. Wegen des Pauli-
Prinzips kénnen aber identischen Fermionen nicht im gleichen Zustand sein.
Daher miissen die drei Quarks des AT = (wwu) in drei unterschiedlichen Zu-
standen einer neuen, inneren Quantenzahl, der Farbe, vorkommen koénnen.

e Das W* Boson der schwachen Wechselwirkung zerfillt drei mal hiufiger in
Quark-Paare als in Lepton-Paare.

e Das Verhaltnis

O e+e——Hadronen
R=

)
Oete——ptpu—

der Streuung in Hadronen oder Myonen zeigt Resonanzen und erhoht sich
stufenweise um Betrége von

2\ 2 1\?
3(5) oder 3<§>

was auf die Paar-Weise Erzeugung neuer Quarks ete™ — wua, dd, s3, c¢, bb
hindeutet.

e Skala der QCD: Die Zerfallsbreite (oder Energieunschirfe = 1/Lebensdauer)
der Hadron-Resonanzen betréigt typisch etwa 200 MeV. In der gleichen Grofien-
ordnung liegt die Masse des Pions (leichtestes Hadron), und auch 1/Radius des
Protons. Der Wert Agcp ~ 200M eV wird daher als Skala der QCD bezeichnet.
Die Existenz und Grofe dieser Skala wird spéter aus der Energie-Abhéngigkeit
von o, und damit dem Confinement erklart.
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5.2 Nicht-Abelsche Eichtheorie

Die Therie der starken Wechselwirkung ist die Quantenchromodynamik (QCD), ei-
ne lokale, nicht-abelsche Eichtheorie, die auf der Symmetrie-Gruppe SU(3)¢ der drei
Farben der Quarks beruht (C steht fiir “Colour”). Solche Einchtransformationen stel-
len eine Verallgemeinerung der aus der Elektrodynamk bekannten Eich-Invarianz dar
und sind die Grundlage fiir die Theorien der Teilchenphysik und ihrer Vorhersage-
kraft. Exemplarisch wird zunéchst die QCD (SU(3)¢) behandelt und das gefunde-
ne Prinzip anschliessend auch fiir die elektroschwache Wechselwirkung angewendet

(SU@2)L x U(L)y).

5.2.1 TUbersicht zu Eichtheorien

Die einzelnen Schritte zur Ableitung der Naturgesetze aus dem Prinzip der lokalen
Eichinvarianz sind (ohne Higgs-Mechanismus)

1. Postuliere Fermion-Felder fiir Quarks und Leptonen

2. Postuliere lokale Eich-Invarianz der Lagrange-Dichte
Fiir die QED ist dies eine U(1) Phasen-Rotation.
Fiir die QCD ist dies eine SU(3)¢ Rotation der Farb-Freiheitsgrade rot-grin-
blau.

3. Sortiere Fermionen in SU(N)-Multipletts
Fiir die QCD sind dies die Quark-Zusténde

u-rot
u-grin
u-blau

4. Aus der Forderung nach Eichinvarianz folgen

e neue, masselose Spin-1 Bosonen (N? — 1 Bosonen fiir SU(N)).
e cine neue Kopplungskonstante zwischen Fermionen und Eichbosonen

e cine bestimmte Form der WW (~#- Kopplung)
L =iy, D"  mit D' = 0" +ig T, G*

5. Addiere kinetische Energie fiir Vektorfelder

1
EG,eich = _ZLGZV Ga,/_w
G = G — PG+ g f GGV
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6. Die Vorhersage einer Selbst-Wechselwirkung der Bosonen, mit gleicher Kopp-
lungskonstante, ist in diesem Term bereits enthalten, falls die Eichtransforma-
tion nicht kommutieren (nicht-abelsche Eich-Gruppe)

[Taa Tb] = ifabcTc

5.2.2 Lagrange-Dichte der QCD

Grundlage der Quanten-Chromo-Dynamik (QCD) und der schwachen Wechselwir-
kung sind nicht-Abelsche Eichtheorien, bei denen also die Symmetrie- Transformatio-
nen von einem kontinuierlichen Parameter abhéngen und im Allgemeinen nicht ver-
tauschbar sind. Die QCD basiert auf der Symmetriegruppe SU(3), also der unitéren
Transformationen in drei Dimensionen mit detU = +1. Viele der hier beschriebenen
Eigenschaften gelten aber auch z.B. fuer die SU(2) der schwachen Wechselwirkung.

Man betrachtet drei wechselwirkungsfreie Dirac-Teilchen (Quarks) mit gleichen
Massen aber verschiedenen Farben r=rot, g=griin, b=blau)

L= @r(iﬁ/ﬂgu - m)1/)r + &b(@duau - m)¢b + '(Zg (i’y”aﬂ - m)%

Man fithrt nun ein Triplett im 3-dim Raum der Farb-Zustédnde ein, das eine verall-
gemeinerte Form des Dirac-Feldes darstellt,

(o
= |
Vg
oder in etwas anderer Notation:
1 0 0
% =10 ) 1/)17 = 1 ) 1/}9 =10
0 0 1

Damit kann man die Lagrange-Dichte auch einfach schreiben als
L= ’IIJ(Z’YMGM - m)d%

wobei sowohl tiiber die Spinor-Indizes als auch die Farb-Indizes summiert werden soll.
Dies funktioniert nur bei gleichen Massen der drei Farb-Zusténde.

Diese Lagrange- Dichte ist invariant unter Rotationen im Farb-Raum. Postuliert
man, dass diese Symmetrie auch lokal gelten soll, so kann man die Rotationen dar-
stellen als unitare Transformationen, die sowohl die Komponenten v, , verandern
als auch deren Phasen.

Y=Y =Uy.
Hier ist U eine 3 x 3 Matrix im Farbraum, mit UTU = 1, so dass man U schreiben

kann als
w/ _ eigsaa(r)Tazﬁ'
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e g, ist eine reelle Konstante, die wir spéter mit der starken Kopplungskonstanten
identifizieren werden.

e Die reellen Funktionen a,(x) sollen von Ort und Zeit abhéngen, d.h. wie bei
der QED fordern wir, dass die Symmetrie lokal giiltig sein soll.

e Die Groken T, sind linear unabhéngige hermitesche 3 x 3 Matrizen im Far-
braum, die man die Generatoren der SU(3)¢ nennt (Index C fiir “Colour”).
Die T, miissen so gewahlt werden, dass mit «,7, (Summation iiber a) jede
beliebige Rotation beschrieben werden kann.

Fiir eine solche 3x3 Matrix bendtigt man im Allgemeinen 9 relle Zahlen. Wegen der
Bedingung detU = +1 folgt jedoch, dass es fiir die SU(3) nur 8 linear unabhéngige
T, gibt. Wir werden sehen, dass daraus auch die Existenz von 8 verschiedenen Gluo-
nen folgtf’] Die Gruppe ist nicht Abelsch, da die Generatoren im Allgemeinen nicht
vertauschen, sondern Kommutator-Relationen erfiillen,

[Tm Tb] = ifabc Tc-

Die Konstanten fu;. werden Strukturkonstanten der SU(3) genannt. Aus der Uni-
taritit UT = U~! folgt o,T, = a}T). Eine mogliche Darstellung der Generatoren
To = Ao/2 sind die sogenannten A\ Matrizen,

010 0 —2 0
AM=(100 =17 0 0
000 0 0 O
1 0 O 001
A3=10 -1 0 AM=1000
0 0 0 100
00 —i 000
)\5 - 0 0 )\6 - O O ].
v 0 010
0 0 10 0
A=10 0 —i| A= \/Lg 01 O
0 ¢+ 0 0 0 =2

Die Strukturkonstanten sind antisymmetrisch bei Vertauschung von zwei Indizes,

Ji23 =1, fiss = fors = V/3/2

1
f147 = f246 = f257 = f345 = f516 = f637 = 5

" Allgemein hat eine SU(N) Gruppe demnach N? — 1 Generatoren und die entsprechende Eich-
theorie N2 — 1 unterschiedliche Eichbosonen.
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Alle nicht durch Vertauschung zweier Indizes hieraus ableitbaren f,;. sind Null. We-
gen «a, = a4(x) sind die Ableitungen

a;ﬂvbl = au(U¢) 7é U@M@b,

so dass die obige Langrange- Dichte nicht eichinvariant ist. Ahnlich wie in der QED
wird daher die Ableitung 0, durch eine kovariante Ableitung ersetzt,

DV =o' +ig, T, G

Die G* sind dabei 8 neue Vektorfelder, die den Gluonen entsprechen (ein Gluonfeld
fiir jeden Generator). Damit wird die Lagrange- Dichte zu

L= D my
= ¢(Wu3“ —mW - 952:0 (7;LTaG5)¢

Der letzte Term stellt eine Wechselwirkung zwischen den Quarks und den Gluonen
dar, wobei offenbar die Generatoren festlegen, welches Quark mit welcher Farbe ein
bestimmtes Gluon abstrahlen kann. Diese Lagrange-Dichte ist eichinvariant unter
infinitesimalen SU (3)¢ Transformationen, falls

Gg N Glg = GZ — 8“04(1(30) - gsfabcab(x)Gs

Der letzte Term ist neu in der SU(3)¢ im Vergleich zur QED und notwendig, da die
Generatoren T, nicht vertauschen. Fiir die kinetische Energie der Gluonen werden
Feldstarke-Tensoren definiert als

GH = 'GY — 0"GE — g5 farcGLGY.

Auch hier ist der letzte Term neu im Vergleich zur QED und notwendig, damit die
kinetische Energie der Gluonen,

1

L gin = ——

4 Ga;ngya

eich-invariant ist. Es existiert also ein Tensor fiir jedes Gluon und iiber alle Ten-
soren wird summiert. Bei nicht-Abelschen Symmetrien vertauschen die Symmetrie-
Operatoren nicht (fu # 0). Daher enthélt der Ausdruck Lg i, nicht nur Terme
quadratisch in den Ableitungen der Felder, also die kinetische Energie der Gluonen,
sondern auch Terme mit ~ g,(G%)* und ~ g3(G%)*. Diese Terme stellen Wechselwir-
kungen der Gluonen mit sich selber darﬂ, wobei die Kopplungskonstante gs genau
gleich zur Kopplung der Quarks an Gluonen sein muss. Die Selbstwechselwirkung
der Gluonen ist verantwortlich fiir

8Eine solche Selbstwechselwirkung existiert nicht fiir die Photonen der QED, da es fiir die U(1)
nur eine Ladung gibt und daher auch keine Strukturkonstanten.
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e die grofe Anzahl von Feynman-Diagrammen zu Prozessen der QCD,

e den Anstieg der (renormierten) Kopplung bei grofen Abstédnden zwischen Farb-
ladungen. Dies ist auch der Grund fiir das Confinement zwischen den Quarks
und Gluonen, also der Beobachtung, dass es keine freien Farb-Ladungen son-
dern nur freie Farb-Singletts gibt.

Die Selbstwechselwirkung der Gluonen bedeutet auch, dass die Gluonen selber Farbe
tragen. Die gesamte, sogenannte Yang-Mills Lagrange-Dichte der QCD ist damit

L = zﬁ(i%D” —m)y — %lGaWGg“’

= 15(7;7#8'[‘ - m)¢ - gslﬁ (V#TGG/;) ¢ - }IGG#VGZW
N ~~ > N ~~ > N /s
Massen-Term Quark v koppelt 8 Gluonen
+Erin(¥) mit Stérke gs an 8  Ey;,(Gy) ~ G?

— Propagator  Gluon-Felder G +... g,G? 3-Vertex
g2G* 4-Vertex

Qrz % }ﬁ-zté

5.2.3 Ableitung

Die Form der kovarianten Ableitung ist von entscheidender Bedeutung fiir die Selbst-
Wechselwirkung der Gluonen und damit verantwortlich fiir das Confinement der
Quarks und Gluonen sowie das “Laufen” der starken Kopplungskonstante. Daher wird
im Folgenden die Form der kovarianten Ableitung explizit hergeleitet und gezeigt,
das die einzelnen Terme der Lagrange-Dichte eichinvariant sind.

Unter der lokalen Eichtransformation

V(@) =U@)v(@),  J'(2) =) U (),

bleibt der Massenterm wegen der Unitaritdt von U eichinvariant,

L, =-—-m' = —mpUTU¢ = —minp = L.
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Kinetische Term der Quarks
Der Term fiir die kinetische Energie der Quarks,
'Cq,k:in = @Ei’YMDu%bv

bleibt invariant, wenn sich die kovariante Ableitung transformiert wie das Feld

selber,
D" = Ul(x) Dy,

denn v* und U vertauschen,
wkin = VIV D = 0Uiy" U Dyap = i Dty = Ly gin-
Wiéhlt man als Verallgemeinerung der kovarianten Ableitung in der QED als Ansatz
DV = 0" +ig, T, G
so muss fiir 7, G* gelten:

D/ “djl

(0" +ig, T,G'%) o
= " + ig, T,G'" '
= (0"U) + U(0"Y) + igs T, G'"' Uy
UDMp = U(0") +ig; U T, GHy
Die letzte Zeile folgt aus der oben gestellten Bedingung D) ¢ = U(x) D,3. Aus den
beiden letzten Zeilen folgt nach Division durch igs,,

T, G"Uy = UT,G"p — Zi (0"U) ¥

Setzt man in diese Gleichung v = U~/ ein,
1

19s

T,G"Y = UT,GPU ) — — (0"U) U™/

so kann diese Gleichung fiir alle ¢)" nur erfiillt sein Wennﬂ

1 1
—U) U =U (TaGg +— aﬂ) U
105 tgs

Dies ist eine allgemeine Bedingung fiir alle unitidren Eichtransformationen. Wie oben
gefordert folgt dann auch

T,G" = UT,G'U ™' —

1
igs Ty G Utp = ig, U (TaGg + o aﬂ> U-'UY = ig, U T,G"p + Ud™p

s

so dass der kinetische Term fiir die Quarks tatséchlich eichinvariant ist.

YWegen O*(U~1U) = 0 gilt auch (U 1)U = —U~1(9"U).
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Kinetische Term der Gluonen

Fir die kinetische Energie der @ = 1,2, ...,8 Eich-Felder G* bendtigt man wie in

der QED einen Feldstéarke-Tensor G*”, so dass bei Summation iiber a alle Felder

gleichermafien beitragen. Die Forderung nach Lorentz- und Eich-Invarianz schrankt
mogliche Terme jedoch sehr stark ein. Dieser Feldstarke-Tensor GA” lasst sich am
einfachsten aus den kovarianten Ableitungen D* konstruieren, denn wegen

D"y = D" U« =UD'y
haben diese bereits die Eigenschaft
D" =UD*U,
Damit folgt auch fiir den Kommutator
(D", D" =[UD*U~', UD'U| =U [D*, D" U

Diese Eigenschaft macht man sich zu Nutze um den allgemeinsten, P und T er-
haltende Ausdruck fiir die kinetische Energie von Eichtheorien zu konstruieren. Die
Feldstarke-Tensoren G werden definiert als

igs T, G = [D"*, D"],

so dass [
G =0'GY — 0"GH — gsfachfGZ

Man erhalt also acht Tensoren fiir die acht Gluon-Felder. Der allgemeinste eichinva-
riante Ausdruck fir die kinetische Energie ist

1
£G,kin = —§SPUT(TaGZV Tbi,;u/>

1
- _Z GI;V Ga,/u/a

10 Wendet man den Kommutator [D#, D¥] auf ein Feld v an, so gilt

[DF, D"y = [0" +igTaGY, 0" +igTyGy)| ¥
[0",0"1 ¢ +[0",ig TyGy) ¥ + [igs TGy, 0"1¢ — g3 [TuGl, TyGY1 Y

Damit gilt wegen [0*, 9]¢ = 0 und
0", 19Ty Gy Y = igs Ty0" (Gyv) — igs TyGy0"op = igs Ty (0" Gy )b
dass
[D*, D" = igsT, ("Gl — 0" Gh) Y — g2 [Ta, To) GRGY Y = igs TuGL" 4

mit

GhY = "Gy — 0"GY — gs fabe G} GY
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wobei Spur(T,T,) = %5(11) benutzt wurde. Damit ist die kinetische Energie tatséchlich
eichinvariant, denn

1 v
L'Grin = —5 Spur (TGt TGy )

1

= =3 Spur(U T,G* U UTbi,WU’l)
1

= —5 SpUT(TaGgV Tbi,MV) = ['G,kin

Folgt man dem Prinzip der Eichinvarianz, so miissen die Gluonen Masse-los sein,
denn ein entsprechender Term in der Lagrange-Dichte

2
Lam =mgGhG,,
wére nicht eich-invariant,
/ _ 2 Ural 2
L'cm =meG G oy # meGhGy,.

QED Fiir den Spezialfall der QED ist die Eichgruppe die U(1). Dies ist eine
Abel’sche Gruppe mit nur einer Ladung und einem Generator, so dass

CL:1, Ta:17 GZL:AH7 fabc:O~

Damit ist U nur eine komplexe Zahl, so dass sich die obigen Gleichungen vereinfachen
7u

A" = A — gota(x),
D¥ = o' +igA"
Fr = orAY — 9" A+,
wie bereits im Kapitel zur QED gezeigt.

5.3 QCD in der e"e¢~ Vernichtung

Wie bereits erwahnt werden bei dem Prozess eTe™ — Hadronen hauptséchlich 2-Jet
Ereignisse und nur in etwa 10% der Fille 3-Jet Ereignisse beobachtet. Diese Ereig-
nisse werden in der QCD interpretiert als Produktion von 2 Quarks beziehungsweise
von 2 Quarks, die ein weiteres Gluon mit grokem Offnungswinkel zur Quark-Richtung
abstrahlen.

In der 3-Jet Produktion kann man den Spin der Gluonen direkt aus den Win-
kelverteilungen der Jets bestimmen. Dazu sortiert man die Jets nach ihren Energien
E, > E, > E3und bestimmt, im Schwerpunktssystem der beiden niederenergetischen
Jets 7o + 73, den Winkel zwischen diesen Jets und dem hochstenergetischen Jet j;.
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Abbildung 4: 2-Jet Ereignis (links) und 3-Jet Ereignis (rechts) im OPAL Experiment

am LEP ete™ Beschleuniger.

dN/d{cosB)

Abbildung 5: Verteilung der Winkel zwischen 3 Jets bei PETRA mit Vorhersagen

COSé

fiir Spin-0 und Spin-1 GLuonen.
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Diese Verteilung dieser Winkel © aus vielen Ereignissen am PETRA Beschleuniger
zeigt, dass Gluonen Spin-1 haben.

In der 4-Jet Produktion ist der Wirkungsquerschnitt sensitiv auch auf die Selbst-
wechselwirkung der Gluonen, da sowohl die Quarks als auch Gluonen weitere Gluonen
abstrahlen konnen. Eine hierauf sensitive Messgrofe ist der Winkel zwischen den bei-
den Ebenen, die von den beiden Jets hochster beziehungsweise niedrigster Energie
aufgespannt werden (Bengsten-Zerwas Winkel). Im Vergleich zu den Messdaten zeigt

s
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Abbildung 6: Jet Raten fiir 2,3, und 4 Jets bei LEP als Funktion des Abstandsmafses

zwischen den Jets (links), sowie die Verteilung des Bengtson-Zerwas Winkels zwischen
den 4 Jets (rechts).

die QCD Vorhersage eine gute Ubereinstimmung mit den Jet-Raten und Winkelver-
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teilungen. Aus den Verhéltnissen der Jet-Raten und den Winkelverteilungen lassen
sich die Farb-Faktoren bestimmen, die die relative Wahrscheinlichkeit der Abstrah-
lung von Quarks oder Gluonen angeben. In der QCD liegen durch die Eichsymmetrie

R TR

o C, T

die Verhaltnisse fest,
Cy/Cr=4/9, Tr/Cpr=3/8.

Beide Werte sind mit den Daten sehr gut in Ubereinstimmung. Vorhersagen fiir viele

QL" [ A‘LEPH‘PREL‘[)[L\'J\RY, 3% CL contonr
3 | so3)e8
2l g *QCD =SU(3) ]
¢ massless gluino
0.8 - =
50(4) SU(2)5P(2)
L a
0.6 - o A
L 62
L SO(5)F4 u
o4 Pspes)
7
LoE7 ; i
b { o 5h(6)
Psu
02 b E6 i
-~ ALEPH-1997 - OPAL-2001
0 I I I I I 1 I I
1 125 15 175 2 225 25 275 3 325
C,/Cy

Abbildung 7: Bestimmung der Farb-Faktoren der starken Wechselwirkung in der e*e™
Streuung bei LEP im Verleich zu theoretischen Vorhersagen verschiedener Eichgrup-
pen.

andere Eichgruppen konnen dagegen ausgeschlossen werden. Insbesondere fiir eine
nicht-Abelsche Gruppe, bei der es keine Selbstwechselwirkung der Gluonen gibt, ist
C4 = 0. Interpretiert man die 3 Farb-Freiheitsgrade als drei unabhéngige Ladungen
entsprechend einer Gruppe U(1)s, so wire Cr/Tr = 3. Dies ist jedoch komplett
ausgeschlossen, wie die Messung zeigt.

5.4 Streuprozesse mit Hadronen

Grundsatzlich sind Streuprozesse mit Hadronen im Anfangs- oder Endzustand sehr
komplex, denn:

79



e Jedes Hadron besteht aus mehreren Partonen, die fortwahrend miteinander
wechselwirken. Solche Vielteilchenprozesse sind in der Regel theoretisch nicht
detailliert berechenbar.

e Die Selbstwechselwirkung der Gluonen fiihrt zu einem Anstieg der Kopplungs-
starke mit dem Abstand und erreicht bei ca. 1 fm einen Wert nahe eins, so dass
eine Storungsrechnung in Potenzen von ag nicht mehr konvergiert.

Trotzdem haben Streuprozesse mit Protonen im Anfangszustand zu wichtigen Er-
kenntnissen in der Teilchenphysik gefiihrt. Hierzu gehoren die tief-inelastischen Elektron-
Proton Streuung (Entdeckung der Quarks im Proton am SLAC) und p—p Kollisionen
(Entdeckung der schweren b und ¢ Quarks am Fermilab sowie der W und Z Bosonen
am CERN).

Wie im Folgenden erklart konnen diese und andere Prozesse mit Hadronen bei
hohen Impulsiibertriagen im Rahmen der perturbativen QCD beschrieben werden,
indem man Parton-Verteilungen der Protonen mit partonischen Wirkungsquerschnit-
ten faltet. Grundlage hierfiir sind Faktorisierungstheoreme der QCD.

5.4.1 Tief-inlastische Streuung

o(k) e(k")

P g
Abbildung 8: Feynman-Diagramm fiir tief-inelastische Streuung.

Die tief-inelastische Elektron-Proton Streuung (oder allgemeiner Lepton-Nukleon
Streuung, Abkiirzung “DIS” fiir “deep inelastic scattering”) ist der Prozess

e+p—e+ X

wobei X einen Endzustand aus Hadronen darstellt. Tief-inelastisch bedeutet, dass
sowohl der 4-Impulsiibertrag Q? = —t zwischen Elektron und Proton als auch die
invariante Masse My aller Hadronen im Endzustand grof ist gegeniiber der Skala
der starken Wechselwirkung (hier die Masse des Protons).

Q> M? My > M,
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Diese Forderungen stellen sicher:

e Das raumliche Auflésungsvermogen
Ar~1/Q < R,

reicht aus um Strukturen im Inneren des Proton-Radius R, = (200MeV)™!
aufzulosen.

e Die Reaktionsdauer des DIS- Prozesses

tors = 1/ Q < toep

ist deutlich kleiner als die typische Fluktuationsdauer tgcp des Protons in ein
Parton und einen wie immer gearteten Rest des Protons. Diese Zeit ist typisch
gegeben durch die Skala der QCD, also etwa (200 MeV) ™.

e Fiir grofie Q? ist die starke Kopplungskonstante zahlenméfig klein und da-
mit der Beitrag von QCD- Diagrammen héherer Odnung ebenfalls klein und
berechenbar.

e Bei grofien Werten von My > M, in einem Ereignis wurde offenbar mehr als
nur das Proton im Endzustand erzeugt, d.h. der Prozess ist inelastisch. My
entspricht dann der gesammten Energie aller Hadronen und ist damit auch ein
Mass fiir den Phasenraum der Hadronen. Bei groften Werten von My zeigt es
sich experimentell, dass auch Mx > > Myadronen erfiillt ist, so dass der Phasen-
raumfaktor fiir den Ubergang Parton — Hadron eins ist. Anders ausgedriickt
kénnen die produzierten Quarks und Gluonen mit Wahrscheinlichkeit eins in
Hadronen iibergehen. Damit kann der Prozess der Streuung an Hadronen auf
Rechnungen mit Quarks und Gluonen zuriickgefiihrt werden.

Insgesamt bedeutet also ein hoher Werte des Impulsiibertrags %, dass eine Moment-
aufnahme der Fluktuationen des Protons aufgenommen wird, wobei groffe Werte von
Q)? einer hohen Zeitaufldsung von kleinen Strukturen innerhalb des Protons entspre-
chen. Aus vielen Streuprozessen bei hohen Q% und hohen My list sich damit ein
statistisches Bild der Fluktuationen der Partonen im Proton ermitteln.

5.5 Faktorisierung

Die oben diskutierte Vorstellung einer Momentaufnahme des Protons bei harten Pro-
zessen (d.h. hohen Impulsiibertriagen) ist auch die Grundlage des Faktorisierungs-
theorems der QCD. Dieses sagt aus, dass sich der Wirkungsquerschnitt fiir DIS und
andere Prozesse mit Protonen in Faktoren zerlegen lasst:
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Abbildung 9: Zeitlicher Ablauf einer Proton-Proton-Streuung und Elemente der Fak-
torisierung.

e Parton-Dichtefunktionen (PDFs) fiir Quarks und Gluonen,

fq/p(x7Q2) fg/p(x>Q2)

Hierbei ist
Di =T Pp

und damit beschreibt z der Bruchteil des 4-er Impulses p;, den ein Parton ¢ am
4er-Impuls p, des Protons trégtm. Die PDFs sind damit charakteristisch fiir die
innere Struktur des Protons, d.h. die langreichweitigen Wechselwirkungen der
Partonen untereinander und das Confinement. Die PDFs lassen sich daher auch
nicht perturbativ berechnen. Sie werden allerdings auch vom Auflésungsverma-
gen () des Prozesses abhéngen und diese Abhéngigkeit von @) ist berechenbar
(Skalenverletzung der PDFs).

e Wirkungsquerschnitt fiir den elastischen, harten Sub-Prozess, also z.B. fiir
e+u — e4+u oder d+g — d+g . Dieser wird von der Schwerpunktsenergie s des
Subprozesses und dem Impulsiibertrag Q% abhingen, 6(8, Q?). Er kann mit den
bekannten Mitteln der Stérungsrechnung beschrieben werden. Fiir DIS ist z.B.
der Wirkungsquerschnitt (bis auf die Quark-Ladung ¢,) gleich dem ey — ep
Wirkungsquerschnitt (Q* = —t):

doeg 55, 1 & +07
at by

"Dies ist nur sinnvoll in einem Intertialsstem, in dem sich das Proton mit grofer Energie E, >>
M, bewegt, so dass die Massen von Proton und Parton keine Rolle spielen und z gleichzeitig den
Impulsbruchteil und den Energiebruchteil des Partons beschreibt.
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Insgesamt ist damit der Wirkungsquerschnitt fiir DIS gegeben durch die Summe iiber
alle Quark-Flavour

do’ep%eX = Z /d$ fi/p(xv Q2) da—eq~>€q

5.6 Messung der Parton-Dichteverteilungen

Die PDFs wurden zuerst am SLAC und spéter bei hoheren Schwerpunktsenergien
in fixed-Target DIS Experimenten vermesen. Die genauesten Daten stammen vom
HERA Beschleuniger am DESY, der bis 2007 Elektronen mit 27,6 GeV und Protonen
mit 920 GeV zur Kollision brachte. In diesen Experimenten wird

= Z q12 x fi/p<x7 Qz)

gemeesen, also eine Linearkombination der Quark-PDFs. Andere Messungen z.B.

isolated
lepton

“jet" from ZEUS
struck quark

Abbildung 10: Bild eines DIS Ereignisses im ZEUS Experiment bei HERA. Elektro-
nen laufen von links ein, protonen von rechts. Erkennbar ist das gestreute Elektron,
ein gestreuter Jet und die Fragementationsreste des Protons ganz links.

mit W-Austausch oder an Deuteronen ergeben andere Linearkombination. An alle
verfiigbaren Messungen werden dann Funktionen fiir die PDFs angepasst. Hierbei
wird ausserdem sichergestellt, dass die Summenregeln fiir die Quark-Flavour und
den Gesammt-Impuls erfiillt sind.

l l 7 ] ol r dr =
/0 [u(z) — u(z)]dz = 2, /(; [d(z) — d(z)]dz = 1, /0 [s(z) — 8(z)]dz =0

/ Z(‘I:(I +Gi(z)) + g(z)]zdz = 1
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Abbildung 11: Messung von F, von HERA bei ausgewihlten Werten von (2.

H1 and ZEUS
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Abbildung 12: Die Parton-Dichteverteilungen x f () fir die Valenz-Quarks (zu,, xd,),
die See-Quarks (7.5 = 2x(u + ¢ + d + 5)) sowie die Gluonen (xg) bei einem Impuls-
iibertrag von Q? = 10 GeV2. Die Gluon-Dichte und die See-Quark-Dichte wurde
um einen Faktor 20 verkleinert dargestellt. Die Breite der Bander entspricht den
Unsicherheiten.
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5.7 Perturbative QCD in der Quark und Gluon Streuung

&

.

(a)

- »
' a B 4
(c)
g E A4
i =1l o0 eﬁe
(d)

Abbildung 13: Feynman-Graphen fiir 2 — 2 Prozesse zur Jet-Produktion an Hadron-
Beschleunigern.

An Hadron-Beschleunigern treten Quarks und Gluonen sowohl im Anfangs- als
auch im Endzustand auf. Feynman-Diagramme fiir 2 — 2 Prozesse von Quarks
und Gluonen haben eine sehr &hnliche Struktur wie die fundamentalen Prozesse der
QED, da die Quarks Spin-1/2 haben und iiber eine 7*- Kopplung mit den Spin-1
Gluonen wechselwirken. Es gilt also ebenfalls Chiralitat-Erhaltung am Vertex, so
dass die Matrixelemente neben den Propagatoren fiir Quarks und Gluonen auch die
entsprechenden Winkelverteilungen, ausgedriickt in Mandelstam-Variablen, haben.
Neu ist jedoch, dass bei unbestimmter Farbe im Anfangs- und Endzustand iiber
alle moglichen Farb-Kombinationen summiert werden muss. Hierdurch erkléren sich
die Vorfaktoren fiir die Matrixelemente. Fiir einen Vergleich der QCD Berechungen
mit Daten z.B. von pp Beschleunigern benétigt man allerdings noch zusatzlich die
Impulsverteilung der Quarks und Gluonen im Proton.
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Abbildung 14: Matrixelemente fiir 2 — 2 Prozesse zur Jet-Produktion an Hadron-
Beschleunigern.
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Abbildung 15: Eine Messung der Jet-Wirkungsquerschnitte am Tevatron pp Beschleu-
niger bei einer Schwerpunktsenergie von 2 TeV als Funktion des transversalen Im-
pulses Pr und der Pseudorapiditét n der Jets.
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6 Schwache Wechselwirkung

6.1 Historie der Schwachen Wechselwirkung
1896 Bequerel entdeckt die Radioaktivitéat

1914 Chadwick entdeckt, dass g-Strahlen anders als a-Strahlen ein kontinuierliches
Energie-Spektrum haben. Heute wissen wir, dass S-Strahlen Elektronen oder
Positronen sind, die mit keV - MeV Energien von zerfallenden Kernen emittiert
werden.

1927 Ellis und Woostar argumentieren, dass Ez < E,,,, gilt. Daraus folgt, dass ent-
weder die Energie-Erhaltung verletzt ist (Bohr) oder aber ein 3-Korperzerfall
mit einem neuen, unsichtbaren Teilchen vorliegt, dem Neutrino (Pauli). Un-
sichtbar bedeutet, dass es weder elektromagnetischer noch starker Wechselwir-
kung unterliegt.

1933 Fermi formuliert die Theorie des f—Zerfalls. Fiir den Zerfall
n—p+e +1,
setzte er als Matrix-Element an:
M =G (upy*un) (Geyuvn)

also eine Theorie mit einem “geladenem” Strom (“charged current”), der unter-
schiedliche Teilchen zusammenfasst.

Dies ist eine 4-Fermion Wechselwirkung ohne Propagator. (Im Gegensatz dazu
ist in der QED z.B.: M = (g, u,7"u,) ;—21 (Ge Ty, Ypule)-)

Die neue Kopplungskonstante ist

G=1,1-10"°GeV?

Diese Fermi-Theorie enthélt aber nicht die Paritatsverletzung der schwachen
Wechselwirkung.

1956 Lee und Yang argumentieren, dass in allen schwachen Prozessen Paritatsver-
letzung auftritt.

1960 Glashow, Salam und Weinberg formulieren die “GSW”-Theorie der Elektroschwa-
chen Wechselwirkung, das Standard-Modell. Sie beinhaltet v, W* und sagt das
ZY voraus, also auch neutrale, schwache Strome.

1973 Entdeckung der neutralen, schwachen Strome in der Gargamelle Blasenkamer
am CERN in der Reaktion:

Vyt+e —uv,+e
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1984 Entdeckung des W und des Z° Bosons am UA1 Experiment am CERN (No-
belpreis C. Rubia)

6.2 Paritatsverletzung und V-A Theorie
Am Beispiel des p-Zerfalls

0Co — ONi+e™ + 7,

lésst sich die Beobachtung der Paritatsverletzung verstehen.

7"

— - .
f} -
-5 2= 4 ve
“c, “u

Die Spinrichtung des Co wird durch ein Magnetfeld festgelegt. Man beobachtet, dass
das e~ vorzugsweise entgegen der Richtung des Co-Spins emmittiert wird. Da der
e~ - Impuls ein Vektor ist und Spin ein Axialvektor ist folgt, das die relative Richtung
der beiden (Observable) nicht invariant unter einer Paritatstransformation ist.

In der sogenannten V-A Theorie der schwachen WW werden die Projektionsope-
ratoren fiir die Hiandigkeit (Chirality) benutzt:

1 1
up, = Pru= 5(1—75)u up = Ppu = 5(1+75)u

Hierfiir gilt
U= up + Ugr ury*ur =0 uyHup = upytug

Damit setzt man fiir die schwachen Stréme an (hier fiir e~ einlaufend und 7, auslau-

fend) :
1
Jt =1, 7“5(1 — ) e = Uy V' Pp tte = 1y Y Ue g, = Uyp, VW Ue

Damit gilt in der 4-Fermion Wechselwirkung fiir linkshéndige Fermionen z.B.

4 1 1
e M= 2 (50— 1) (@G = 1 )u)
4G 1

1
woo— vy +e +7, M= M_(l - '75)uu) ('@ﬂ%é(l - 75)0%)

— (u,
\/5(”72
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Die einzige Anderung im Vergleich zu Matrixelementen der QED ist also die Erset-
zung

1 1
7= - 7°) = 57" = 74°)

Dies hat die Form Vektorstrom (v*) minus Axialvektorstrom (y*7°) und wird daher
die V' — A Theorie der schwachen Wechselwirkung genannt. Das gleichzeitige Auf-
treten von Vektor und Axialvektor bedeutet, dass diese Wechselwirkung die Paritét
verletzt:

e Linkshéndige Fermionen (e ,vr,ur,dr) und rechtshindige Anti-Fermionen
(e}, R, Ur,dr) nehmen an der Wechelwirkung teil.

® ¢, VR, UR,dr und ez, Ur,ur,dr, nehmen nicht an der schwachen Wechselwir-
kung teil.

Dies nennt man eine chirale Theorie.

6.3 P und C: Paritat und Ladungskonjugation

Aus der Paritétsverletzung folgt auch die Verletzung der Ladungskonjugation (oder
C-Paritét).
Als Beispiel betrachten wir den Zerfall der geladenen Pionen,

+ +
T = Vi

Da der Spin des Pions null ist muss wegen Drehimpulserhaltung der Spin des Neu-
trinos und des Muons immer in entgegengesetzte Richtungen zeigen.

Im Ruhesystem des Pions folgt aus den Massen der Teilchen (M, = 139,6 MeV,
M, =106 MeV, M, < 0.1 eV) fir diesen 2-Korperzerfall die Energie des Neutrinos
zu

Mo+ M) =My o nev
v — 2Mﬂ- = . e
Das Neutrino ist also hoch-relativistisch. Damit gilt auch |ﬁu’ = |P| ~ E, =

29.6MeV .

Wegen der Paritatsverletzung der schwachen WW ist das Fermion v, immer links-
hiandig, das Antifermion p* immer rechtshandig. Daher ist fiir das Neutrino die He-
lizitat negativ, der Spin zeigt also entgegengesetzt zur Flugrichtung. Das u* dagegen
ist zwar rechtshéndig, aber nicht sehr relativistisch, so dass seine Spinrichtung nicht
eindeutig festliegt. Der Muon Spin kann also auch entgegengesetzt zur Flugrichtung
zeigen, so dass Drehimulserhaltung erfiillt ist. Dieser Zerfall ist daher mdoglich mit
Spin-Ausrichtungen entgegen den Flugrichtungen ().

L A A
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Wendet man eine Paritatstransformation auf diesen Prozess an, so éndert sich die
Impulsrichtung aber nicht die Spin Richtung, so dass die Spins parallel zur Bewe-
gungsrichtung sind (1),
L A )
Dieser Prozess ist verboten, da das Neutrino jetzt rechtshindig wére. Es liegt also
Paritatsverletzung vor.
Wendet man dagegen Ladungskonjugation an, so folgt

T =, +u
ein ebenfalls verbotener Prozess. Ladungskonjugation ist also ebenfalls verletzt.

Die Kombination von beiden Transformationen, CP, liefert dagegen einen erlaub-
ten Prozess der schwachen WW, da hier das Anti-Neutrino in ultrarelativistischer
Néherung rechtshandig ist,

T =, +u T
CP ist also fiir den Pion-Zerfall erhalten.

CP Erhaltung ist jedoch nicht exakt erfiillt. Insbesondere tritt im Kaon-Zerfall
und B-Meson Zerfall eine sehr kleine Verletzung der CP-Erhaltung auf.

6.4 Fermi-Konstante und W-Propagator

In der heutigen Interpretation durch die Theorie der elektroschwachen Vereinheitli-
chung entsteht der Prozess

W o—e Vel
durch den Austausch des gleichen, neuen Teilchens W= mit Spin 1. Fiir den Muon-
Zerfall als Beispiel bedeutet das:

% Voo
AL
- 7 7 K - &
M G %,

L S Yer
w e
I} 4 - Fermionen Kontakt-Wechselwirkung

L

(3|

TV22 MR -2 22

Die neue Konstante g ist dabei die Kopplungskonstate des /- Bosons an ein Lepton
oder Quark Paar. Im Limes kleiner Impulsiibertriige |¢%| << Mg, vereinfacht sich der
Propagator fiir das schwere W-Boson dann zu 1/M32,. Der Vergleich mit der Formel
aus der V' — A Theorie liefert:

G g°

V2 8Mi
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Damit ist die Fermikonstante als Masse eines Teilchens interpretiert worden.

Andere Betrachtungen Bei hohen Impulsiibertriagen wird der W-Propagator die
richtigen Ergebnisse liefern, nicht jedoch die Fermi-Theorie. Vergleicht man den Aus-
tausch des masselosen Photons mit dem eines massiven W-Bosons, so entspricht dies

den Potentialen (siche auch Abschnitt [A.9)):

2

~v-Austausch: Veoutomb = £
4dmr
2
W-Austausch: Vs wkawa = —49 e~ Mwr Yukawa-Potential
mr
9
fir MW — O VYukawa = _253 (T)
My,

Eine grofe Masse entspricht daher eine kurze Reichweite. Symbolisch geht damit der
Propagator des W-Austausches in eine 4-Fermion Kontaktwechselwirkung iiber.

> ]

schwache WW

Die Reichweite der schwachen WW ist damit

he B 200 MeV fm

— ~2.5.-1073f
My 80 GeV ’ o

RW%

Das ist etwa 1/400 der Reichweite der starken Wechselwirkung oder des Radius des
Protons. Die schwache Wechselwirkung ist also schwach, weil W und Z Bosonen so
schwer sind. Die Kopplungskonstante g ist etwa

g=0,7

6.5 Schwache Wechselwirkung von Hadronen

Die beiden Prozesse
W= vue Ve
und
n—pe v
konnen durch W- Austausch mit der gleichen Kopplungskonstante G' beschrieben

werden, wenn man den unterschiedlichen Phasenraum der Prozesse und die Effekte
durch die Paritatsverletzung berticksichtigt.
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Fiir diese Universalitiat der schwachen Wechselwirkung spielt es offenbar keine
Rolle, dass das Muon elementar, das Neutron dagegen zusammengesetzt ist. Dies
erklart sich durch das Quark- Modell der Hadronen und das Faktorisierungstheorem
der QCD. Innerhalb des Neutrons zerfallt ein d-Quark in ein u- Quark, so dass
ein Elektron und ein Neutrino entsteht. Obwohl der Impulsiibertrag Q? durch das

- .
AN “
S o

W e”

\<%

W nur ca. 1 MeV betragt sorgt die hohe W- Masse fiir eine Wechselwirkung mit
kurzer Reichweite und kurzer Zeitdauer, so dass die anderen Quarks nur als Begleiter
(Spectator) wirken, die wéhrend dieser kurzen Zeitspanne quasi statisch sind und
nicht in die Reaktion eingreifen. Die Universalitdt der schwachen Wechselwirkung
erklirt sich also aus der Ahnlichkeit der Quark und Lepton- Zerfille,

NN

d—ue 1, = po = e v,
Durch “kreuzen” ergibt sich daraus auch der Pion-Zerfall (7~ = ad):
ud — e U,
Ganz analog ergibt sich der Zerfall der schwereren Mesonen, z.B. des K~ = us. Fiir

- e'
oL _
V/“

e
hY

diese Zerfalle ist allerdings die Rate durch Effekte der Paritatsverletzung deutlich
unterdriickt. Beim K~ Zerfall kommt hinzu, dass eine Kopplung zwischen Quarks
verschiedener Generationen vorliegt. Solche Ubergéinge sind durch die CKM- Matrix
der Quark-Mischungen zusétzlich unterdriickt.

N

93



6.6 SU(2) Symmetrie

Heute basiert die akzeptierte Theorie der schwachen Wechselwirkung auf der SU(2),,
Symmetrie im Flavourraum. Beteiligt sind dabei nur die linkshéndigen Fermionen
(“L”). Die Eichbosonen sind die W* und Z° Bosonen. Im Vergleich zu den anderen
Wechselwirkungen haben diese Eichbosonen eine hohe Masse und sind instabil:

v QED M, =0 r,=0
g QCD M, =0 r,=0
W* 7% Schwache WW My, = 80,425+ 0,038 GeV Ty = 2,124 + 0,041 GeV
My = 91,1876 +0,0021 GeV T = 2,4952 + 0, 0023

Hierbei ist I' die Energieunschérfe aufgrund der endlichen Lebensdauer.

Gemaéfs Standard-Modell werden alle linkshéndigen Fermionen in Doubletts, alle
rechtshéndigen in Singletts eingeordnet.

Linkshéndige Lepton-Doubletts

o R R T

Linkshéndige Quark-Doubletts

(R YR A

Ubergiinge innerhalb eines Doubletts werden durch W-Austausch vermittelt. Die-
ser Ubergang entspricht einer Rotation im SU(2) Raum. Die schwache Wechselwir-
kung ist damit automatisch universell gleich fiir Leptonen und Quarks.

Rechtshindige Lepton-Singletts

€R, VeR, KR, VuR, TR, VrRr

Rechtshéndige Quark-Singletts

(ug), dg, CR, SR tr, br
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Fiir die rechtshiindigen Singletts sind keine Uberginge moglich, sie sind neutral
beziiglich der schwachen Ladung und nehmen nicht an der schwachen WW teil.

Die Universalitat der schwachen WW zeigt sich am direktesten in der relati-
ven Haufigkeit der Zerfille des W-Bosons. Kinematisch sind Zerfélle moglich in alle
Doubletts aufser (top-bottom). Aufgrund der Farbe der Quarks gilt

3 Twoin = Twogy

so dass

Pepo i, 07, i lgy :Tse=1:1:1:3:3

vy
gilt. Bei 9 gleichen Zerfallsmoglichkeiten ergibt sich ein Verzweigungsverhéaltnis von
jeweils 11%, wie experimentell beobachtet.

Der Austausch von WW-Bosonen ist stets mit einer Anderung der Lepton- oder
Quark-Flavour sowie der Ladung verbunden. Damit lassen sich Reaktionen wie

Dyte” =, te

nicht erkliren, da hier kein Ubergang innerhalb einer Generation stattfindet. Die
Entdeckung solcher neutraler Strome wird durch das Z° Boson erklirt, das eben-
falls Spin 1 hat. Erwarten wiirde man aufgrund der SU(2);, Symmetrie insgesamt

5 7
\:z./'
'
8/\‘{

3 Eichbosonen. Allerdings kann das Z° nicht einfach ein neutraler Partner des W-
Bosons sein, denn es hat eine andere Masse und koppelt nicht universell gleich an alle
Quarks und Leptonen. Beispielsweise betrigt das Verzweigungsverhéltnis des Zerfalls
Z% — eTe” nur ca. 3%. Ursache ist die Mischung zwischen Photon und Z° in der
vereinheitlichten elektroschwachen Wechselwirkung SU(2), x U(1)y zusammen mit
dem Higgs-Mechanismus.
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6.7 Zerfalle als Test von Erhaltungssatzen

Instabile Teilchen mit Lebensdauer 7 haben geméft Unschérferelation eine Energie-
unschérfe (“Breite”)

1
[=-—
-
und folgen dem Zerfallsgesetz
dN = —T'N dt, N(t) = Noe™"*

I' wird daher auch als Zerfallsrate pro Zeit bezeichnet. Treten mehrere Zerfallskanéle
mit Partial-Breite I'; auf, so ist die totale Breite gegeben durch

r:Zri

Das Verzweigungsverhéltnis
I;
r

gibt dann die relative Anzahl der Zerfille in den Zerfallskanal ¢ an.
Die Partial-Breite fiir Zerfille

a—1+2+3+..

kann geméfs Fermi’s goldener Regel aus den Feynman-Regeln berechnet werden,

dl' = 2;{} |IM|? (Hz%) (277)4 0(pa —P1 — P2 —p3—...)
wobei der erste Faktor 1/2F, die Anzahl der Teilchen im Anfangszustand angibt,
|M|? das Spin-Mittel des Matrixelements ist und die 0- Funktion 4-er Impulserhal-
tung sicherstellt. Die Zerfallsrate I" ist differentiell in den Impulsen aller Zerfallspro-
dukte 7. Insbesondere ergibt sich fiir einen 2-Korperzerfall @ — b+ ¢ im Schwerpunkt-
system von a

1 | PY|
dl'; = 2 —baq
2 M M2
——
Phasenraum(PS)

6.7.1 Zerfalle durch Starke WW

Die starke WW erlaubt keine Umwandlung von fundamentalen Fermionen. Allerdings
bilden Hadronen aufgrund ihrer inneren Struktur angeregte Zustdnde mit hoherem
Drehimpuls, die in den Grundzustand zerfallen konnen. Als Beispiel dient das A**
Baryon. Es wurde von E.Fermi entdeckt und besteht aus drei « Quarks mit parallelem
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Spin (A**=u 1 u 1« 1) und Bahndrehimpuls L = 0. Fermi schloss daraus aufgrund
des Pauli-Prinzips fiir identische Fermionen auf die Existenz der Farbe der Quarks.
Es kann in Reaktionen von Pionen und Protonen erzeugt werden,

™ +p > ATt st +p

Ein typisches Zerfallsdiagramm ist

u 17
d++§‘u o« } Fratom
u oL
ol
7t
(73

Die Lebensdauer 7a++ ~ 107235 ist typisch fiir Zerfille durch die starke WW.

6.7.2 Zerfille durch Elektromagnetische WW

Auch die elektromagnetische WW kann keine elementaren Quanten umwandeln. In
gebundenen Systemen aus Teilchen und Antiteilchen koénnen sich diese allerdings
gegenseitig vernichten. Ein Beispiel hierfiir ist das 7#° Meson, das leichteste aller
Hadronen,

O—LUfL— 1
7T—\/§( dd)

Es zerfillt mit einem BR von iiber 99% geméf

7'('0%’}/’}/

7

Die Lebensdauer betrigt 7,0 = 8,4 - 107'7s, so dass ¢ - 7 ~ 25ns ist. Das 7° zerfillt
damit “prompt”, d.h. auch bei hohen Impulsen immer noch nach unmessbar kleinen
Abstdnden vom Entstehungsort.

Man kénnte erwarten, dass auch der Zerfall 7 — v erlaubt ist und etwa um
einen Faktor o, = 1/137 seltener ist als der Zerfall in zwei Photonen. Tatséchlich
findet man jedoch

BR(n" = y77)

<3-1078
BR(7% = 77)
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Grund hierfiir ist die Erhaltung der C- Paritéat in der elm. WW.. Elektromagnetische
Wellen und damit Photonen werden von sich d&ndernden Strémen erzeugt, die sich
unter Ladungsdnderung umdrehen. Daher haben diese Stréme und damit auch das
Photon negative C- Paritat, C, = —1.

Da die elektromagnetische WW die C- Paritét erhélt gilt

Cln’ >= Cry |1 >= Clyy >= C2|yy >

und somit Cro = 1. Demgegeniiber hat ein Zustand mit drei Photonen C.,,, = C’g’ =
—1. Daher ist der Zerfall in drei Photonen verboten.

6.7.3 Schwache Zerfalle: Muon

Zu unterscheiden sind Prozesse der schwachen WW, bei denen geniigend Energie vor-
handen ist, so dass ein W oder Z Boson als reelles Teilchen im Endzustand produziert
wird, z.B.

t — bWt oder
ete” — ZO (bel EC’MS:MZ)

und solche Prozesse, bei denen das nicht der Fall ist, z.B.
W= Ve Ve

oder
b—cu v,

Nur in ersterem Fall sind die W, Z reell, so dass ihre Masse aus den Zerfallsprodukten
rekonstruiert werden kann. In letzterem Fall sind die W, Z virtuell, d.h. p%/v,z #*
My 7. Damit haben die W, Z auch keine feste Energie sondern es ergibt sich ein
kontinuierliches, breites Energiespektrum der Zerfallsprodukte (siche Postulat des
Neutrinos im - Zerfall). Der Prozess muss daher als ein 3-Korperzerfall gerechnet
werden. Die Zerfallsrate ist gegeben durch

1

al’ =
2K

M2 dQ.
Exemplarisch fiir den - Zerfall

W=y e e
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/
NN\
=

M)y T

Ye (- K)

ist das Matrixelement

M = % (7" (1 = 7)) (W 1u(1 = 7)00w))

Da der Impulsiibertrag durch das W maximal die Masse des 1~ sein kann, so dass
|3 < M 3, wird der Propagator des W hier durch die Masse des W genédhert. Damit
ergibt sich fiir das Matrixelement nach den gleichen Rechenmethoden wie bei der
Berechnung von Streuprozessen:

1
MP = 5 D7 IMP = 646 (ps, - po) (b - )
Spin

Integration des Phasenraums mit Hilfe der J- Funktion ergibt schliesslich die Zerfalls-
rate als Funktion der Energie des Elektrons, E,, im Schwerpunktsystem des Muons

ar G* 4F,
= = —miE*(3 - —
dE, 1273 Mue ( mu)
Dieses Energie-Spektrum kann unmittelbar mit Messresultaten verglichen werden.
Durch Integration tiber E, erhdlt man die Lebensdauer 7,,,

my/2 G2 5
I'= 1 = / d_FdEe — My
0

T dE, 19273

Aus der Lebensdauer des Muons 7, = 2,2 - 107 sec folgt ein sehr priziser Wert fiir
die Fermi-Konstante fiir den Muon-Zerfall

G, = 1,16635 £ 0,00002 - 10"°GeV 2

Fiir den Neutron-Zerfall stimmt (wegen der Quark-Mischung in der CKM Matrix)
der Wert bis auf wenige Prozent genau mit diesem iiberein.

Zu beachten ist, dass die Masse des Muons aufgrund des Phasenraums mit der
fiinften Potenz in die Zerfallsrate eingeht. Aus diesem Grund zerfallen schwerere
Teilchen sehr viel schneller, z.B. liegt die Lebensdauer des c- Quarks nur bei 0.5-10712
s. Hinzu kommt allerdings die Anzahl der Zerfalls- Moden und die CKM Mischung.

99



Spin Orientierung in p Zerfall

Nahe des Endpunkts des Elektron-Energiespektrums hat das e~ maximale Energie.
Dies ist der Fall wenn die beiden Neutrinos genau parallel zueinander entgegengesetzt
zum e— fliegen. Wegen der V' — A Kopplung der schwachen Wechselwirkung ist
das v, nur linkshéndig und das 7, nur rechtshandig. Da sie sehr leicht und damit
ultrarelativistisch sind folgt, dass ihre Helizitaten ebenfalls entgegengesetzt sind, ihre
Spins sich also gegenseitig kompensieren, S, + 55, = 0. Wegen Drehimpulserhaltung
muss dann der Spin des e~ parallel zum p- Spin sein. Da das e~ linkshéndig und
sehr schnell ist folgt, dass sein Impuls bevorzugt entgegengesetzt zum Spin des u sein
sollte. Daher ist fiir polarisierte Miionen der Zerfall nicht isotrop.

Unterdriickt:

Ve = —
A = —

& > o

e f—’

-
w7
.

J

Erlaubt:
é—,—— -r—m““"_p

Polarisierte p* erhélt man z.B. aus dem Zerfall 7+ — p*v,. Die Winkelverteilung
der et ist dann ~ 1 — Pcosf, wobei P die Polarisation der p und 6 der Winkel
zwischen p-Polarisation und e-Impuls ist.

6.7.4 Schwache Zerfalle: Pion

Experimentell findet man fiir die Zerfélle

™ =

(=)
= ety

BRW—};,LV

=8,3-10°
BRTF—)@V 7
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Die naive Erwartung ware hingegen, dass die Kopplungen und Matrixelemente gleich
sind, der Impuls der Elektronen in diesem Zerfall jedoch grofier ist als der der Muonen
(mg+ = 0,1396GeV, m, = 0,1056GeV, m, = 0,000511GeV). Damit ist auch der
Phasenraum grofer, so dass der Zerfall in Elektronen haufiger sein sollte. Das ist
aber in klarem Widerspruch zum Experiment.

Der Grund hierfiir liegt in der V-A Struktur der schwachen WW. Wie bereits oben
diskutiert entstehen aus dem 7~ Zerfall linkshéndige e~ bzw. ;~, die jedoch positive
Helizitat haben. Da aber insbesondere das sehr leichte e~ fast relativistisch ist muss
dieser Prozess stark unterdriickt sein gegeniiber dem Zerfall in das viel schwerere
p~. Zur Berechnung des 7% Zerfalls muss ein Strom fiir ein gebundenes ¢¢’-System
gefunden werden. Der einzige relevante Vektor fiir spinloses Teilchen ist der Impuls.
Daher wihlt man den Ansatz fiir die 4-er Vektoren des Stroms den 4-er Impuls des
PiOHS, (pﬂ' = Py + pl/)

Jr = f7r *Pr = fﬂ (pu +puu>
wobei die Konstante f, die Wahrscheinlichkeit beschreibt, dass sich die beiden Quarks
im Pion hinreichend nahe kommen um eine schwache WW zu efahren. Damit ist das
Matrixelement fiir den Zerfall in ein p:

G 1
M= — fo (05 + k) (0571 — 7))

NG >

p—vy, Strom

Die Zerfallsbreite folgt daraus zu

LG (oMY
Fﬂ")ﬂ,l/ = ; = gfnmrrmu 1— m_727
Der hintere Klammerausdruck entspricht dem Phasenraumfaktor (hohe Massen sind
unterdriickt), der Faktor mi hingegen ergibt sich aus dem Matrixelement und cha-
rakterisiert die V' — A Wechselwirkung. Das Ergebnis fiir den Zerfall in e~ 7, ergibt
sich analog. Damit ist das Verzweigungsverhaltnis:

Dt Set, [ me 2 mi—mg 2_ 1 -1
Dot ot Iy m2—m2/)  \8,3-10%

Dies ist genau der experimentelle Wert, eine glinzende Bestétigung der V-A Theorie.

Die Zerfallskette 7 — 4 — e

Stoppt man 7" in Material, so beobachtet man die gezeigt Energieverteilung von
Elektronen [J Der sehr seltene 7- Zerfall in Elektronen fiihrt zu einer monoenerge-
tischen Energie der e bei fast der halben 7- Masse. Die Muonen stoppen ebenfalls

127+ eignen sich besser, da sie von Kernen elektrisch abgestofien werden. Dagegen werden 7~
schnell von Kernen eingefangen.
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nach sehr kurzer Strecke. Der héufigere Zerfall des 7+ — ptv, mit pt — vetv,
fiihrt dagegen zu einem kontinuierlichen Energiespektrum, das ein Maximum na-
he der halben Muon-Masse besitzt. Der Endpunkt dieses Spektrum wird neben der
Elektronen-Masse auch von der Masse der Neutrinos abhéngen. Auf diese Weise
wurde in Tritium-Zerféllen eine Grenze auf die Masse des Elektron-Neutrinos von
m,, <4 eV ermittelt.

¢t - Emnergiespehtyum

6000
i~ —
2 5000}— g
i) =
o= o
= &=
I g
{1 Fﬁ
. 4000 — .
E A + é
E /=€ E
2 3000 =
i'E n-e E
3 i S
! —
'.‘1 2000— 107
]
5 1% =
= 1000 |1 18 s
| e =
3 ! 3
—2 [
l | | | |® Ve T
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Elektron-Energie, MeV — — 977, / 2
M /2

Abbildung 7.11 Das Elektronspektrum gestoppter Pionen aus dem Experiment von
Anderson et al. (1960). Die breite Verteilung bis 53 MeV stammt vom Zerfall ,u."'TF
et+v+5. Das schmale Signal bei 70 MeV stammt vom xt—etu-Zerfall. Beachte die
unterschiedliche vertikale Skala fiir diese sehr seltenen Zerfalle.
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6.8 Mischung von Quarks und Leptonen

Die bisherige Darstellung der Quark- und Lepton Doubletts fiir die schwache WW
erlaubt nur Ubergédnge innerhalb eines Doubletts, also z.B.

e U, u <+ d
Tatséchlich findet man jedoch auch Zerfalle wie
K™ = puty,

Da KT = w3 ist muss es also auch Ubergéinge zwischen den Generationen der
Quarks geben. Tatséchlich unterscheiden sich die Quarks der einzelnen Generatio-
nen nur durch ihre Masse, nicht aber durch ihre Quantenzahlen. Es kann daher auch
sein, dass die W- Bosonen nicht direkt an die einzelnen Generationen koppeln son-
dern an Linearkombinationen aus den einzelnen Generationen. Diesen Mechanismus
nennt man Quark Mischung oder, fiir die ersten beiden Generationen, den Cabbibo-
Mechanismus. Ahnliches existiert fiir die Neutrinos.
Im Folgenden wird unterschieden zwischen

Masseneigenzustinden der Quarks, also u = (u, ¢, t) und d = (d, s,b). Dies sind
Zustande, die in elektromagnetischen oder starken Prozessen erzeugt werden.

Schwache Eigenzustinde der Quarks, also u' = (uy/,us’,uz’) und d’' = (d’, do’, d3").
Hierbei sollen die u;’ (d;") Linearkombinationen der u; (d;) sein.
u=Uu

d=Dd

d.h. U und D sind unitdre Matrizen, die Transformationen (Rotationen) im Raum
der Generationen bewirken. Schwache WW werden diagonal in den Eigenzusténden
der schwachen WW sein, so dass entsprechende Terme fiir W*- Austausch in der
Lagrangedichte die Form haben:

L = U_l, (Z")/ D'u)dll + U_QI (i’yMDN)dQI -+ u_g/ (Z"')/#Du)dgl

= (’Wu ") d
= aUl (w D"y Dd
= (i, D") UTDd
= (ZVM )

Damit lisst sich die Mischung der Quarks iiber eine einzige unitéire Matrix V = UTD
beschreiben, die nur die d-Quarks betrifft.
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Beachtenswert ist, dass eine solche unitdre Transformation der Quark-Zustande
fiir neutrale Strome keinerlei Auswirkungen hat.

L = 1[1/ (Z"YMDM)U1, + l[gl (i’YMDM)UQ, + 1[3, (i’)/MDM)Ugl
(iv,D") UTU u
(i, D") u

I~

I}

Daher gibt daher keine Flavour-dndernden neutrale Strome (FCNC).

Die Matrix V ist die sogenante CKM Matrix nach Cabbibo, Kobayashi und Mas-
kawa. Eine solche 3 x 3 Matrix besitzt 3 reele Parameter und eine komplexe Phasd]
Da Ubergiinge innerhalb einer Generation stark iiberwiegen list sich die CKM-Matrix
nahern durch

1—\2/2 A AX3(p —in)
V= i\ 1-A22 AN
AN (1 —p—in)  AN? 1

Hierbei wurden nur Terme der Ordnung A\* weggelassen. Der Parameter 6, definiert
durch A\ = sin©, wird auch Cabbibo Winkel genannt. Er betrigt etwa 13° Grad,
so dass Zerfille von der zweiten in die erste Generation um etwa einen Faktor 20
unterdriickt sind.

3Drei weitere Phasen kénnen in die Wellenfunktionen der Quarks integriert werden ohne die
Langrangedichte zu &ndern.
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7 Elektro-schwache Wechselwirkung

7.1 [Eichtheorie der elektro-schwachen Wechselwirkung

Im Folgenden wird die Lagrangedichte der elektroschwachen Wechselwirkung abgelei-
tet und die daraus folgenen Vorhersagen diskutiert. Zugrunde liegt eine Eichtheorie,
die auf der SU(2), x U(1)y Symmetrie beruht. Fiir die U(1)y ist die Lagrange-
dichte exakt die der QED, wobei nur die Kopplungskonstante der QED durch die
Kopplungskonstante ¢’ und die elektrische Ladung der Fermionen durch die Hyperla-
dung Y ersetzt wird. Die SU(2),, hingegen ist eine nicht-Abel’sche Eichtheorie. Der
Formalismus entspricht damit exakt dem der QCD, wobei die Farben der Quarks
bei allen Fermionen durch den schwachen Isospin ersetzt wird und die A\, Matri-
zen durch die Pauli-Matrizen. Hinzu kommen allerdings Paritédtsverletzung in der
SU(2)r, Mischung zwischen den Eichbosonen der SU(2), und der U(1)y und die
spontane Symmetriebrechung mit dem Higgs-Feld zur Beschreibung der Masse aller
Teilchen.

7.1.1 Massen der Fermionen

Zur Beschreibung der schwachen WW mit Parititsverletzung wird eine SU(2) Sym-
metrie angenommen, die nur fiir linkshdndige Fermionen gelten soll: SU(2);.

Als Beispiel dienen die beiden Leptonen der ersten Generationen. Um Paritéts-
verletzung beschreiben zu kénnen werden diese als ein linkshéndiges Doublett 1, im
Raum des schwachen Isospins und als rechtshéndige Singletts aufgefasst,

vr
v, = ) €R, VR
€r

Wir betrachten unitére Transformationen im Isospin-Raum,

v = Uy, er’ = eg, vr' =g

wobei U ein Element der Symmetriegruppe SU(2)y, ist, das durch eine 2 x 2 Matrix
mit UTU =1 und detU =1 dargestellt werden kann. Die rechtshindigen Singletts
werden nicht transformiert. Fiir die Massenterme von e und v in der Lagrange-Dichte
gilt mit e =er+er und ereg =0, eérer =0,

L, = —m,Dv—m.e=—m,UpVL — M, ULVR — MEREL, — M.ELER

Diese Lagrangedichte kann nicht eichinvariant sein, da sich v, und ey bei SU(2),
Transformationen &ndern, vi und eg jedoch nicht. Expliziter kann man auch schrei-

ben
e = e (5 2) () - (5 2) ()
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Bei einer SU(2),, Eichtransformation wird daraus:

! = — v O = = v O
e = men (5 ) v () - wnene (5 0) ()

Dies ware nur eichinvariant falls m, = m,. und falls sich auflerdem auch die rechts-
héndigen Komponenten transformieren wie die linkshéndigen. Beide Voraussetzun-
gen sind nicht gegeben. Symmetrien von chiralen Theorien zur Beschreibung von
Paritatsverletzung lassen also prinzipiell keine Massenterme zu; alle Fermionen miis-
sten masselos sein.

me = 0, m, = 0.

Dies ist experimentell natiirlich nicht so. Ein Ausweg ist der Mechanismus der spon-
tanen Symmetriebrechung.

7.1.2 SU(2);, und schwacher Isospin

Zur Beschreibung der schwachen WW mit Paritétsverletzung wird eine SU(2) Sym-
metrie angenommen, die nur fiir linkshdndige Fermionen gelten soll: SU(2);.

Wie oben diskutiert sind in einer solchen Theorie Massen der Fermionen verboten.
Betrachtet man daher zwei freie, linkshéndige Dirac-Teilchen mit Masse m = 0, so
lautet die Lagrangedichte

L= 1/_)1,L (i 0u) Y1, + %EQ,L (17" 0) Va1

(V1L
Vo= <w2,L)

ein Doublett im Raum des schwachen Isospin. Damit lasst sich die Lagrangedichte
schreiben als

Sei

Ly = (i7"0,) Y1
Wir betrachten unitére Transformationen im Isospin-Raum,
vy =Udy Ur = Yr

wobei U ein Element der Symmetriegruppe SU(2), ist, das durch eine 2 x 2 Matrix
mit UTU =1 und detU = 1 dargestellt werden kann. Die rechtshiindigen Singletts
g werden nicht transformiert.

Offensichtlich ist £, invariant unter globalen SU(2), Transformationen, denn

,L = @E;L(Z'Vuau)wlL - @ELUT(Z.’YMQL)U@DL = @EL(Z‘/YN@M)UTUQ/}L =L

Als Konstruktionsprinzip fiir Naturgesetzte werden im Folgenden wie in der QED
und QCD lokale Eichtransformationen betrachtet, unter denen die Larangedichte
invariant bleiben soll.
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Diese Transformationen verdandern — ortsabhéngig und zeitabhéngig - sowohl die
Komponenten der Doubletts als auch deren Phasen. Sie konnen immer in der Form

b, =y = Uy, = 90 Tey,

dargestellt werden. Die 2 x 2 Matrizen 7, miissen linear unabhéngig, spurlos und
hermitesch sein. Es gibt hochstens drei solche Matrizenﬂ. Als Generatoren T, der
SU(2), konnen z.B. die

T, = -2 a=1,23.

gewihlt werden, wobei die o, die bekannten Pauli-Matrizen sind. Die o, () sind will-
kiirliche relle Funktionen von Ort und Zeit und Summation iiber a ist impliziet. Die
relle und beliebige Konstante g wird spater als Kopplungskonstante der W Bosonen
interpretiert werden. Die T}, befolgen die Kommutator-Relationen

[Tav Tb] = Z.fabcT‘c

wobei im Fall der SU(2) gilt: fupe = €ape (€ = Levi-Chivita Tensor).
Die Lagrangedichte £, soll invariant unter lokalen SU(2), Transformationen sein.
Wie aus der Diskussion der QCD bekannt ist dies genau dann der Fall, wenn

o 0" durch D* = 0" +igT, WH ersetzt wird,

e die W drei neue Vektorfelder (Eichfelder) sind, eins fiir jeden Generator. Diese
miissen sich transformieren wie

Wi — WE =Wl — 0"aq(x) — g fabe (@)W}
e cin Tensor der Form
Wi = o'W, — "W — g faWy WY

definiert wird um die kinetische Energie der neuen Eichfelder zu beschreiben.

lBeliebige n x n unitire Matrizen bestehen aus 2n? Zahlen (fiir Real- und Imaginirteil). Uni-
taritit bedeutet UTU = 1, wobei 1 eine 2 x 2 Einheitsmatrix mit n? Elementen ist, so dass dies
n? Gleichungen sind. Fiir Elemente der SU(N) kommt die Gleichung detU = 1 hinzu. Insgesammt
ergibt das 2n? — n? — 1 = n? — 1 unabhiingige Parameter je SU(N) Matrix. Damit kann jede
derartige Matrix als Linearkombination von ebensovielen linear-unabhingigen Matrizen dargestellt
werden, die als Basis fiir diese Matrizen aufgefasst werden kénnen. Demnach gibt es auch nur n? —1
unabhéngige Matrizen Tj,.
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Damit ergibt sich die gesammte, eich-invariante Lagrange-Dichte zu

| 1 ,
‘CL = wL (ZPYMDH) wL - ZWauVWéL

= Y ('Wua”) UL — 9L (”)/uTan) Y, - %;Wauvwfy
, R - 2 K L
¢L - Ekm 77Z}L:(Z) W2£Ekln
(Propagator) koppelt it g W3=3-fach Vertex
Stirke ¢ an g*W*=4-fach Vertex

drei Felder W#

Die Vertizes der Theorie umfassen damit (wie schon in der QCD) neben dem Fermion-
Boson Vertex auch 3-Bosonen und 4-Bosonen Vertizes, alle mit der gleichen Kopp-
lungskonstante g (oder ¢?).

Y w4+ 9Br 4+ g W a
Y 3 W b w}{w

e Ao,
§ 7—‘1.@;:: e

Die Eichinvarianz solcher nicht-Abelschen Lagrangedichten wurde schon bei der QCD
gezeigt.

Erfolge der SU(2).- Theorie
e Diese SU(2);, Theorie beschreibt die Umwandlung von Teilchen:

e Ve t+b

e Sie sagt drei neue Eich-Bosonen voraus: W/, a=1,2,3

e Sie legt durch Symmetrie die Form der WW zwischen allen Fermionen und den
neuen Bosonen fest und verlangt dafiir nur eine neue Naturkonstante: g.

e Sie sagt Selbst-WW der Bosonen voraus und deren Stérke, g. Ursache hierfiir
ist, dass bei einer nicht- Abelschen Symmetrie die Eichtransformationen nicht
kommutieren:

[Tm Tb] = Z.fabcT‘c

e Paritéatsverletzung wird beschrieben, denn nur die linkshéndigen Teilchen, nicht
die rechtshéndigen, nehmen an der WW teil.
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Probleme der SU(2); Theorie

Massen der Fermionen konnen nicht beschrieben werden, wie oben diskutiert.

Masse der Eichbosonen: Ein Masseterm L,,,, = —mi, W#W,, ist nicht eichinva-
riant und damit wére die Theorie nicht renormierbar sondern divergent. Daher
muss my = 0 gelten. Experimentell findet man aber zwei verschiedene sehr
grofke Werte, myy = 80,4 GeV und mz = 90 GeV.

Paritétsverletzung und Kopplung beim Z° In diesem Modell wiirden alle drei
Eichbosonen mit der gleichen Stérke an alle linkshéndigen Fermionen koppeln.
Experimentell findet man hingegen, dass das Z° zwar linkshindige Fermio-
nen bevorzugt, aber auch an rechtshindige koppelt. Auch hat das Z° andere
Kopplungskonstanten als das W, und diese sind nicht gleich sind fiir Neutrinos,
geladene Leptonen und unterschiedlich geladene Quarks.

7.1.3 U(1)y und Hyperladung

Zur Behebung der oben genannten Probleme mit der Paritédtsverletzung und den
Kopplungen des Z° wird im Standard-Modell eine Kombination aus SU(2); und
U(1)y eingefiihrt. Das Resultat wird sowohl Elektromagnetismus als auch schwache
WW beschreiben. Nur die Massen der Fermionen und Bosonen koénnen so noch nicht
beschrieben werden.

Die aus der U(1)y Symmetrie folgende Wechselwirkung ist ebenso fundamental
wie die QCD (SU(3)¢) und die schwache WW (SU(2)r). Die U(1)y beruht wie die
QED auf einer lokalen Eichtheorie mit U(1) Symmetrie. Anstelle der elektrischen La-
dung tritt allerdings eine Kopplungskonstante ¢’ und, fiir jedes Teilchen individuell,
eine sogenannte Hyperladung Y. Ausserdem gibt es ein Eichboson, das B* genannt
wird (dies ist nicht das Photon). Die kovariante Ableitung lautet

Y
D,=0,+ig 3 B, (),
Die Lagrange-Dichte fiir eine U (1) Theorie wurde im Kapitel zur QED diskutiert.
Hier wird sie fiir z.B. e und v, mit Hilfe de Doubletts 1;, und der Singletts er, vg
fiir masselose Fermionen (m = 0) formuliert:

. 1.
Ly = ¢(27”DH)@/J—ZB“ B,
(7~ Y w ! uv
\—,—/ N .,

~
Neue Wechselwirkung kin. Term By

kin. Term 1

Hierbei ist
B = o*BY — 0" B*
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Auf den ersten Blick unterscheidet diese Wechselwirkung nicht zwischen linkshéndi-
gen und rechtshéandigen Teilchen.

Der Faktor 1/2 bei Y ist reine Konvention. Das Eichboson B* ist masselos und
hat keine Selbst-Wechselwirkung. Die Zahlenwerte fiir ¢’ und die Quantenzahlen
der Fermionen Y miissen experimentell bestimmt werden. Wie spéter gezeigt wird

ergeben sich
g =77

und

Teilchen Ve,, €L | Vep | €R || UL, dr, | ur | dr
Hyperladung Y -1 0 | -2 1/3 14/3]-2/3

Teilchen innerhalb eines likshéndigen Doubletts haben also die gleiche Hyperladung
Y, aber es gibt Unterschiede zu den beiden rechtshéndigen Singletts, sowohl fiir die
Leptonen als auch fiir die Quarks. Daher ist auch diese WW paritétsverletzend und
der Wechselwirkungsterm in der Lagrangedichte muss interpretiert werden als

_ YR - Yo - 1.
Ly = ¢ ("0)0 + ¢ dn (VB Ur + ' 0 (VB — ;B B

Teilchen der anderen Generationen haben die gleichen Hyperladungen wie die Teil-
chen der ersten Generation. Die Zahlenwerte fiir Y sind, ebenso wie die elektrischen
Ladungen der Leptonen und Quarks, zunéchst willkiirlich. Wir werden im Folgenen
sehen, wie die elektrische Ladung der Teilchen aus der Hperladung und dem Isospin
abgeleitet werden kann.

Die Kombination der beiden Eichtheorien (Vereinheitlichung) soll wieder mit Hilfe
der schwachen Isospin-Doubletts und Singletts formuliert werden. Die Lagrangedichte
wird Parititsverletzung beschreiben und masselose W=, Z° und v beinhalten. Die
Lagrangedichte ist zunéchst einfach die Summe der Formeln fiir die SU(2); und

1 1 o .

L = _ZWaMVWa,u,l/ - ZBW}B;W + Z ¢L17uDu¢L + Z ¢RZ%D“¢R
Die Summen laufen hier iiber alle linkshdndigen Doubletts v, und rechtshandigen
Singletts 1 g der Quarks und Leptonen des Standardmodells. Die Y Werte sind wie
oben angegeben fiir Doubletts und Singletts unterschiedlich. Die kovarianten Ab-
leitungen unterscheiden sich ebenfalls fiir die Doubletts und die Singletts, da die
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Singletts nicht an die SU(2), Bosonen koppeln. Effektiv ist also:
I . . Y
fiir linkshéndige vy, : DY o, = (0" +igT,WF +ig EBM) U,

Y
fiir rechtshindige vy : Dl g = (O* + ig’gB“) YR

Wie vorher sind
e ¢,¢ sind die Kopplungen der SU(2).,U(1)y.
e Y ist die U(1)y Ladung (“Hyperladung”) der Fermionen
e B* ist das Eichfeld der U(1)y (nicht das Photon).
e W! sind die drei Eichfelder der SU(2).

Setzt man in den Ausdruck fiir D* die Generatoren und damit die Pauli-Matrizen
T, = 04/2 explizit ein, so findet man:

Y
Dt = ' 4 igT,WH + ig’EB“

_Hi_g 0 1 H 0 — I 1 0 i »/X#
—8+2<(10W1+ Do ) WEE )W) +ig B

_ . Wy Wi —iWs “+.,X B 0\"
- o \Wy +iWy  —Ws 5 \o B

In £ sind die Wechselwirkungsterme zwischen Eich- Bosonen und z.B. der ersten
Generation der linkshidndigen Leptonen gegeben durch:

(&

- . _ . Ve
Lp =Ypiy,D"p = (De,€)r Z%D“( )
L

Offenbar erzeugen in D* nur die nicht-diagonalen Elemente der ersten Matrix eine
Wechselwirkung, bei der gleichzeitig e und v, beteiligt sind. Fiir solche Flavour- und
Ladungs- é&ndernden WW macht es daher Sinn Aufsteige- und Absteige-Operatoren
T* und entsprechende Eichbosonen W* W~ zu definieren:

1 .
VVi = —2(W1 F ’LWQ)

TF = Ty £ iTy)

L
7!
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so dass . .
0 1 00

o -
=350 o) =5 (0)

In dieser neuen Basis fiir die Boson-Felder ist die SU(2), Wechselwirkung dann:

Do au_i_i 0o Wt M—l—l gW3+4¢'YB 0 .
NAUGEN) 2 0 —gWs + ¢YB
Y
= O (W 4 T-W7) + (T3 Ws + g/ B)
= '+ Dy, + D,

Hierbei wurden die Flavour-dndernden nicht-diagonal Elemente der SU(2), von den
Flavour-erhaltenden Diagonalelementen getrennt. Die einzelnen Terme in der La-
grangedichte £ = 1ivy,D"1) haben folgende Bedeutung:

e iy, 0"y ist die kinetische Energie der Fermionen. Die Fermionen haben wie
diskutiert keinen Masseterm.

. @Z_)i%D“Ww beschreibt die Wechselwirkungen von W+ Bosonen mit Fermionen.

° zﬁi%Dﬁ;Zw beschreibt die Wechselwirkungen von v und Z° mit Fermionen.

7.1.5 Wechselwirkung von I/ Bosonen mit Fermionen

Angewendet auf die linkshdndigen Doubletts ergibt sich aus D}, die Lagrangedichte

Ly = igrin (T W+ T W)k
. 0 WHt\" [ve
= E () (Veae)L ZfYM W-— 0 e .

1 _
= ——=4g (DeL’yu W+M6L + éL’y,uW MV@L)

V2

Der erste Term beschreibt die Umwandlung eines e; in ein v, unter Abstrahlung
eines W~ Bosons. Der zweite Term beschreibt den umgekehrten Prozess.

\/&\//
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7.1.6 Mischung von Photon und Z°

Der Term mit DﬁZ beschreiben neutrale WW mittels der W3 und B Eichbosonen,
die die Flavour und die Ladung nicht &ndern. Zur obigen Lagrange-Dichte L, fiir die
linkshdndigen Fermionen muss der Term fiir rechtshéindige WW zwischen Fermionen
und B hinzuaddiert werden.
ey Y - Y
L,z=Lwsp = Yrivi(gW" + 9/53“)1& + YriYul (9/53“) VYR

v~

€R,VR
.. Y
= Z Yy i (gTsWH + glgB“) Y
Y=er,er,VL,VR
Fiir die letzte Zeile ist zu beachten, dass
T3’VR >= O, T3‘€R >=0

ist, denn rechtshéndige Fermionen nehmen nicht an der SU(2);, WW teil.
Die beiden Eichbosonen W3 und B koppeln in dieser Schreibweise beide an die
gleichen Teilchen. Es ist daher jederzeit moglich auch hier einen Basis-Wechsel vor-

zunehmen in der Form
Wi\ [ cosOy sinfy\ (2"
Br ) \—sinfy cosby ) \ Ax

ohne das sich die Physik #ndert]'] Dies ist offenbar eine Rotation um den sogenannten
Weinberg-Winkel 6y,. Damit ergibt sich:

. Y
L,z = Z iy, (gsin Oy Ts + g’E cos Oy ) A

ev

NV
KopplungFermion—Photon

_ Y
+ ipiy,(gcosw Ty — ¢’ sin QWE)ZM¢

-

Kopplung Fermion-Z9

7.1.7 Elektromagnetismus

Verlangen wir nun, dass das Feld A" das Photon des Elektromagnetismus ist, ergibt
sich fiir die elektrische Ladung () eines Teilchens,

Y
eQ = gsinf,Ts+ ¢ cos HWE

Y
= e 5+ e —
2

5Diese Ersetzung wird erst spater notwendig, wenn durch den Higgs Mechanismus dem Z- Boson
eine Masse zugeordnet wird, dem Photon A* aber nicht.
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Mit der Definition

Y
Q:T3+E

erhélt man als Beziehung zwischen Weinbergwinkel und den Kopplungskonstanten

e =g sinfy = ¢ cosbOy

Die Y Werte in der obigen Tabelle der Quantenzahlen wurden gerade so gewahlt,
dass die Gleichung @ = T3 + Y/2 erfiillt ist.

7.1.8 Wechselwirkungen des Z° mit Fermionen

In der Kopplung der Fermionen an das Z°
/- Y
gz = gcosBy Ty — ¢ sin GWE

kann man die U(1)y Konstanten ¢’ und Y zugunsten der Parameter e und @ des
Elektromagnetismus eliminieren:

e

gz = (T3 — sin2 ew Q)

sin Oy cos Oy

so dass
DY, =ieQA" +igz 2"

Die Lagrange-Dichte ist somit:

Loz =Y ithin, (eQA" + gz 2") 1)

ev

Q Ts Y| T3—sin’yQ 2cy 2ca
v | 0 1 - ! T
er | —1 —% -1 —%—i—sinQQW —1+4sin’ Oy —1
Ver | 0 0 0 0 11
eg | —1 0 =2 sin? Oy | —1+4sin?0y  —1
up |5 3 5| gz ssitOw | 1-Gsin®fy 1
di | =5 -3 4| —h+ sty | <14 dsinhy -1
UR % 0 % —%sinQQW 1—§sin29w 1
dn | =3 0 3] hetlw | L4 gen’er 1
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Da das Z° eine Mischung von W3 (linkshéndig) und B (links und rechthéindig) ko-
pelt es sowohl an links- als auch an rechtshéndige Fermionen. Man fiihrt daher die
Konstanten ¢y und cy4 ein, die die relative Starke der Vektor und Axialvektor- WW
beschreiben sollen:

%(CV —ea’ ) = %QL(l — ")+ %91%(1 +7°)¢ = gL + grVr
= % ((92 + 9r) = (92 — gr)?") ¥
Damit ist
cv = 9gr+9r Vektorkopplung
cA = Jr—9r Azxialvektorkopplung
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7.1.9 Spontane Symmetrie-Brechung

Die bis hier abgeleitete Lagrangedichte beschreibt alle experimentellen Befunde zur
elektroschwachen Wechselwirkung mit Ausnahme der Massen von W, Z und ~. Aus-
serdem verbietet die chirale Struktur der SU(2), Massen der Fermionen.

Explizite Brechung der Symmetrien fiihrt zwangsweise zu einer Theorie, die nicht
renormierbar ist und damit in bestimmten Wechselwirkungen unendlich hohe Wir-
kungsquerschnitte vorhersagt, die physikalisch nicht sinnvoll sind.

Diese Unzulénglichkeiten der Theorie lassen sich mit neuen Symmetrie- Argumenten
fiir die Lagrange-Dichte und die WW nicht beheben.

Im Standard-Modell wird daher angenommen, dass nur der Grundzustand (das
Vakuum) die Symmetrie bricht. Dieser Mechanismus wird spontane Symmetriebre-
chung genannt. Bei lokalen Eichtheorien entspricht dies dem Higgs Mechanismus.

Als anschauliches Beispiel fiir eine spontane Symmtriebrechung dient ein senk-
recht stehender Stab. Dieser Zustand ist invariant unter Rotationen um die Stabach-
se. Setzt man nun den Stab mit einer Kraft von oben unter Spannung (Potential),
so wird er sich spontan in eine beliebige Richtung biegen. Fiir diesen neuen Grund-
zustand ist die Symmetrie gebrochen und die Auslenkung des Stabs hat einen Wert,
der von Null verschieden ist.

Ein weiteres Beispiel ist ein Ferromagnet, der zunéchst ungeordnete Ausrichtun-
gen der Spins enthélt. Dieser Zustand hat keine ausgezeichnete Richtung, ist also
Rotations-invariant. Spontan kénnen sich jedoch Weis’sche Bezike ausbilden und da-
mit der Ferromagnet insgesamt seinen Grundzustand dndern, so dass eine von Null
verschiedene Magnetisierung entsteht.

7.1.10 Der Higgs- Mechanismus im Standard-Modell

Im Standard-Modell wird zur Beschreibung der Masse aller Fermionen und der Masse
der SU(2), Eichbosonen ein neues, komplexes skalares Feld postuliert. Dieses soll ein

116



SU(2);, Doublett sein und Hyperladung Y = 1 habe. Aus Q =T + % folgt die
elektrische Ladung der beiden Komponenten wie angegeben.

-(5)

|3 Y Q
1
R
@ | -1 1 0

Tatséchlich wurde Y hier so gewéhlt, dass eine Komponente keine Ladung hat, so
dass spater das Vakuum auch elektrisch neutral sein kann. Dieses Higgs Doublett ist
das einzige elementare Spin-0 Feld im Standard-Modell. Da ¢° und ¢ komplex sein
sollen hat dieses Doublett 4 Freiheitsgrade,

= <¢+) B (¢1 +i¢2)
\9°)  \gs+igd

Fiir Ausdriicke, die symmetrisch in allen vier Komponenten sein sollen, ist eine
einfache Notation z.B.
2 oye [(@F
o = ot = (07,07,
(Hier sind * und T zu unterscheiden.)
Die gesamte Lagrangedichte dieses Spin-0 Doubletts gehorcht der Klein-Gordon
Gleichung

) = [0F [ + 10" = 61 + 05 + 5 + ¢

Ly = |D"o] = V(¢) = (D"¢)'(Dug) — V(9)
wobei D" die bekannte kovariate Ableitung der SU(2), x U(1)y ist,

Y
Dt = o" +igT, W + ig’EB“

Das Potential V(¢) wird hier ebenfalls neu postuliert und nicht wie die anderen
Wechselwirkungen aus einer Eichsymmetrie abgeleitet. Es soll ebenfalls invariant
unter Eichtransformationen sein, d.h. invariant unter Anderungen der komplexen
Phase und invariant unter Rotationen zwischen ¢+ und ¢°. Das Potential muss daher
symmetrisch in allen vier Komponenten sein und kann daher nur von |¢|?> abhiingen.
Als Ansatz fiir das Potential wird gewéahlt:

V(9) =1 |9 + Algl*

Es gilt:

16Diese Wahl ist die einfachste, mit der man alle Massen erkliren kann. Auch komplexere Modelle
z.B. mit zwei Higgs-Doubletts sind in Erweiterungen des Standard-Modells moglich.
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e 12 und X sind neue, reelle Naturkonstanten. i hat die Dimension einer Masse.
Der |¢|* Term beinhaltet eine Selbstwechselwirkung des Higgs-Feldes. Dabei
muss A > 0 sein, damit das Potential im limes grofer Felder |¢| positiv ist, das
Vakuum also nicht instabil ist.

e Terme |¢|" mit n > 4 sind nicht méglich, da die Theorie sonst nicht renormier-
bar wére.

e Terme mit |¢|* lassen sich immer durch eine Umdefinierung von ¢ wegtrans-
formieren.

e Terme mit |¢|! sind nicht physikalisch.

Damit ist die angegebene Form von V' die allgemeinst mogliche Wahl. Frei ist noch
das Vorzeichen von 2. Fiir u? > 0 bleibt der Grundzustand bei |¢| = 0, die Sym-
metrie ist nicht spontan gebrochen. Anders ist es bei y? < 0. Die Graphik zeigt das
entprechende Potential als Funktion von zwei der vier Komponenten von ¢.

. z
Joo pi< 0 vy

v/

T!évem ol AMinirna

Das Potential ist nicht minimal bei |¢|,,, = 0, sondern entwickelt ein Minimum bei
|¢| = v mit dem Vakuums-Erwartungswert

v =/ __M2

A
Tatséchlich gibt es in vier Dimensionen ein Kontinuum von entarteten Grundzustan-
den und die Lagrangedichte ist ungebrochen.

Spontane Symmetriebrechung wird durch die Wahl eines bestimmten Zustands
als Vakuum eingefiihrt. Da experimentell das Vakuum natiirlich elektrisch neutral

ist wahlen wir als Grunzustand:
1 /0
(,bVak - E (U)
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d.h. nur die relle Komponnete ¢3 des neutralen Feldes bleibt. Hierzu wird eine Ei-
chung durchgefiihrt .
¢(.1') N ezgaa(:c)Ta ¢<£L‘)

bei der die drei beliebigen Funktionen a(z) in der Eichtransformation so gewihlt
werden, dass die drei anderen Komponenten ¢1, ¢ und ¢4 Null sind. Da die Lagran-
gedichte invariant unter diesen Transformation ist dndert sich dadurch die Bewe-
gungsgleichung nicht.

Zur Quantisierung entwickelt man das Potential um das Minimum v,

¢:%(v+%<x>>

Hier stellt H(x) das Feld des physikalischen Higgs-Teilchens dar. Setzt man dies in
das Potential ein, so ergibt sich

V(p) = %/ﬂ(v—l—H)z—iri)\(v—l—H)‘1

1 1
= (2 + MW)vH + 5 (1° + 3 %) H? + MH? + Z)\H4
so dass mit v = y/—p?/A:

1
V(p) = —p*H? + WwH? + ZAH“

gilt. Dies kann wie folgt interpretiert werden:

e Der Term mit H? beschreibt die Masse des Higgs:

ot = v

e Die Terme mit H® und H* beschreiben die Selbstwechselwirkung des Higgs,
also einen 3er- und einen 4er- Vertex.
Eichboson - Higgs Wechselwirkung

Die Terme in der Lagrange-Dichte, in denen das Higgs-Feld und die Eichbosonen
gemeinsam auftreten, sind gegeben durch:

Ly = |[D"¢]*—V(9)
= (8" + Dy, + D) 0> = V()
| (0" +ig(TTWT + T W) +ieQA" +igzZ") ¢|> — V(¢)
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Da das Higgs elektrisch neutral ist, Q¢ = 0, entfallen alle Terme mit dem Photon
Feld A#, d.h. das Photon koppelt nicht an das Higgs und das Photon wird masselos
bleiben.

Bildet man fiir den Rest |D*|?, so bleiben Realteil und Imaginérteil separat. Da
aukerdem bei obiger Entwicklung ¢+ = 0 ist gibt es auch keine Mischterme zwischen
W+ und Z°. Daher gilt mit O*(v + H(x)) = O*H (z):

Ly = [0"0] +|Dyyol” + |Dgol* — V(e)
1 1 1
= 5(0.H)(0"H) + 192WJW_”(U +H)” + 59%2;12“(1) +H)* - V(9)

Die einzelnen Terme koénnen wie folgt interpretiert werden:

o 5(0.H)(0"H)
Dies ist die kinetische Energie fiir ein einzelnes reelles, skalares Feld H. Das
Anregungsquant dieses Feldes ist das Higgs- Teilchen.

o my WHW= + tm3,Z, 2"
Da ¢ und v konstant sind kénnen die entsprechenden Terme mit v? als Massen-
terme interpretiert werden. Der Zahlenwert der Massen wird demnach nur von
der schwachen Kopplungskonstanten und dem Higgs-Potential festgelegt und

18t
1 1 :
my = 5gv myz = v\ g*+ g?

2

o PVWTW™H + g3vZZH
Dies sind WW zwischen Higgs und W, Z. Mit den obigen Massentermen folgt,
dass die Kopplungen an das Higgs proportional zu den W, Z massen sind.

o LPWIW HH + 3g3vZZHH
Dies sind 4-er Vertizes zwischen den Bsonen mit jeweils zwei Higgs-Teilchen.

e Das Higgs Potential ergibt die Higgs-Masse und Selbstwechselwirkungen
mpg = —2#2
Die Masse des Higgs ist also nicht vorhergesagt.

Ausserdem ergibt sich

1 My,
M — _ —
Z 29 v cos Oy
v = 246GeV
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Wechselwirkungen des Higgs

wwH

w
//____< ]
iv;l W

2

= J'Mw

z
H ~—-‘_<
‘;;:'3:11 Z

=59/
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7.1.11 Fermion-Higgs Kopplung und Fermion-Massen

Die Lagrangedichte fiir freie Fermionen
L= &(ify,ﬁ" —m)y
beinhaltet wie beschrieben Massen-Term
Ly = —mp = —map (P 4 Pr)p = —m(Yribr + Yrir)

die linkshéndige Doublett -Komponenten v/, und rechtshéndige Singletts ¢z kombi-
nieren. Diese transformieren sich unterschiedlich, so dass die Massenterme die SU(2),
Symmetrie verletzen. Mit dem Higgs steht jedoch ein Doublett zur Verfiigung, dass
mit den Fermion-Doubletts und Singlettts so verbunden werden kann, dass das Re-
sultat eichinvariant ist. Fiir das Beispiel der Quarks der ersten Generation

YL =QL = <ZL) ; UR, dr
L
und dem Higgs-Doublett ¢ lasst sich z.B. fiir das d Quark schreiben:

L=—cqg (Qrddr+drd'QL)

Setzt man das Higgs-Feld nach spontaner Symmetrie-Brechung

‘b:%(w(z)ﬂx))

ein so ergibt dies

L = CZL<U+H)dR+CZR(U+H)dL)

1
e (

v, = - 1 - -
_Cdﬁ (dL dR+deL) —cyg—=H (dL dR+deL)

V2

so dass

L£=—mgdd— % Hdd

mit der Masse des d-Quarks

Man beachte,
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e Die Masse der Fermionen wird somit als Kopplungskonstante zwischen Fermio-
nen und Higgs erklart. Diese Kopplung selber ist aber nicht vorhergesagt, so
dass auch die Massen unbekannt sind.

e Alle Massen im Standard-Modell skalieren mit dem Vakuumserwartungswert
des Higgs. Dies ist der einzige Parameter im SM mit der Dimension |GeV].

e Das Higgs koppelt vornehmlich an die schwersten Teilchen
e Der letzte Term entspricht den Prozessen
dp+ H — dp, d, - dp+ H
In diesen Prozessen ist sowohl T3 als auch Y erhalten.

e Im Gegensatz zu den v* Kopplungen der Eichwechselwirkungen andert sich bei
diesen sogenannten Yukawa-Kopplungen ¢, die Chiralitdt der Fermionen.

Fiir dhnliche Prozesse mit dem w- Quark wird ein Higgs-Doublett mit ¥ = —1
benétigt. Dies lasst sich als ladungskonjugierter Zustand erzeugen,

oo =i’ = (1))

Damit kann man schreiben:
L=—c, (QL ¢cur + ER¢TC‘QL)

Nach spontaner Symmetrie-Brechung

erhilt man

mit der Masse des u-Quarks

Der letzte Term entspricht den Prozessen
ur + H — uy up, = ur + H

Fiir die anderen Quark-Generationen und die Lepton-Generationen ergeben sich
ganz dhnliche Ausdriicke.
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8 Lagrange-Dichte des Standard-Modells

Insgesamt ergibt sich nun als Formel fiir das Standard-Modell

[ —

_1pu _ lyywr
4B B,, 4Wa Wouw

1o
_4Ga Gauv

Y, YL (O + igB W+ ig S BrYy
+ 22y URiv (0" +ig T B )R

+ 30, G (0" +igs 3 Gl)g

(0" +igG W +ig 5 B*)o|?

— (1[0 + Algl*)
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Starke WW von
Quarks und Gluonen
Z% W* Masse,
Higgs Eyin,
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Higgs Masse und Selbst-WW



A Anhang

A.1 Normierung der Dirac-Spinoren

Gesucht wird eine Normierung der Dirac-Spinoren, die zu einer Lorentz-invarianten

Lagrange-Dichte fithrt. Insbesondere muss sich der 4-er Strom j*# = y*4 transfor-
mieren wie ein 4-er Vektor. Dies heist z.B., dass sich die 0-te Komponente

70 = Py% = ¢iyPy 0y = yly

transformiert wie eine Energie, also proportional zur Energie F ist. Fiir den Spinor

1
(1) _ ipzz (1) _ ipyz 0
P (p.) =e u’(p.) =e N p
E+m
0
gilt also z.B.
1
2
-0 * p 0 2 p 2 2E
=N*'N |1, 0, , 0 =|N|"(1+—=———= ] =|N .
J ( E+m ) yo ol ( +(E+m)2) il E+m
0
Daher setzt man die Normierung zu
N =+vE+m,
so dass die Teilchendichte
i’ =yl =2F.
folgt.
Eine so normierte ebene Welle trégt allerdings unendlich viel Energie, denn
J &xj° = inf. Bei der Herleitung von Wirkungsquerschnitten muss daher statt-

dessen die Teilchendichte in einem Volumen V' betrachtet werden. Die Normierung

ist dann
N=+/(E+m)/V,

so dass

j* =2E/V.

Dieses Volumen kiirzt sich bei der Berechnung von Wirkungsquerschnitten allerdings
wieder heraus, so dass haufig dieses Volumen in den Gleichungen weggelassen oder
als Einheitsvolumen aufgefasst und nicht explizit geschrieben wird.

Auch andere Konventionen fiir die Normierung sind gebrauchlich, unterscheiden
sich von dieser aber nur um eine Konstante, die sich bei der Berechnung von Wir-
kungsquerschnitten ebenfalls wieder herauskiirzt.
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A.2 Teilchen und Antiteilchen in der Dirac-Gleichung

Die Dirac Gleichung eines Teilchens mit elektrischer Ladung ¢ lautet
[iv"(0,, + igA,) —m] ¥ =0
und komplex konjugiert:
[—iy"* (0, — iqA,) —m] ¥ =0
Sei C" eine Matrix fiir die gilt:
'yt = !
Dann folgt durch multiplizieren der komplex konjugierten Dirac-Gleichung mit C”:
[—iC'"y" (0, — igA,) — mC'] U* = [iv*(0, — igA,) —m] C'T* =0

Dies ist aber die Dirac-Gleichung eines Teilchens mit entgegengesetzter elektrischer
Ladung —q und gleicher Masse m, also dem Antiteilchen, das durch die Wellenfunk-
tion C"W* beschrieben wird. Es zeigt sich, dass obige Bedingung fiir C’ durch

C' = iv?
erfiillt wird. Z.B. bedeutet dies fiir die Losung

_ (1) —1ipT
U = Uz €

der Dirac-Gleichung, dass
ve = (“87} e_ip“”) = (v(%) ei’m)

Daher bezeichnet man die Losungen v als die Losungen der Dirac Gleichung fiir
Antiteilchen.
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A.3 Mandelstam - Variablen

Wirkungsquerschnitte miissen Lorentz-invariant sein und von der Kinematik der ein-
und auslaufenden Teilchen anhéngen. Daher muf aus den 4-er Vektoren der Teilchen
ein vollstandiger Satz Lorentz-invarianter Skalarprodukte gebildet werden und nur
von diesen darf der Wirkungsquerschnitt abhingen. Fiir 2 — 2 Prozesse mit den vier
4-er Vektoren pi, po, p3, ps gibt es insgesamt 10 Moglichkeiten fiir Skalarprodukte,
wovon wegen Energie und Impulserhaltung aber nur sechs unabhéngig sind. Dazu

2—> 2 Prozess
k1

k
\Q/ P1+ D2 =p3+ s

p/ \p’

gehoren die 4 Massen
2 W _ 2 .
P; = P; Digp = MY (1=1,2,3,4)

sowie zwei weitere unabhéngige Kombinationen. Hierfiir werden konventionell zwei
der drei “Mandelstam-Variablen”

s=(p1+p2)* = (p3s + pa)’

t=(pr—ps)* = (pa—p2)°

u=(p1—pa)’ = (ps — p2)*
verwendet, die {iber die Beziehung

s+t+u= Z m?
i=1,..4

verkniipft sind. Offenbar ist \/s = Fcysg die Schwerpunktsenergie, wihrend ¢ und u
den 4-er Impulsiibertrag zwischen ein-und auslaufenden Teilchen beschreiben.Es gilt
weiterhin

s=(m +p2)2 = mf + m% 2pip2 & 2pip2 = 2p3ps
t=(p1—p3)>=mi +m; —2pips ~ —2pi1p3s ~ —2paps
uw=(p1—ps)’ =mi+mi —2pips~ —2pips A~ —2paps

wobei die letzten beiden Spalten nur in ultra-relativistischer Naherung relevant sind
(m? << s,t,u). Insbesondere gilt in dieser Ndherung im Schwerpunktssystem bezie-
hungsweise im “Fixed-Target” System (Teilchen 2 in Ruhe),
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CMS Fixed Target
pi = —D3 Py =0

,,
*
*\U
=1
/“"

p P
S = 2p1p2 = 2<E1E2 — ﬁlﬁg) =~ 4E*E* ~ 2m2E{
t~ —2p1p3 = —2(E1E3 - ﬁlﬁg) ~ — %(1 — cosO* ) ~ —ng(Ei - Eé)
U=~ —2p1p4 = —2(E1E4 — ]71]74) ~ %(1 + COS®*> ~ —ngEé

Bedeutsam sind die Mandelstam-Variablen auch, weil die Propagatoren der ausge-
tauschten Teilchen in Feynman-Diagrammen direkt mit s, ¢, u beschrieben und damit
klassifiziert werden konnen. Als Konvention werden die gleichartigen Teilchenpaa-

s—Kanal t-Kanal K u—-Kanal K’

e E e

z.B.eTeT>utw eu—e vV Ee—EV,

re im Anfangszustand mit (1,3) beziechungsweise (2,4) bezeichnet. Der u- Kanal
tritt in der QED nur auf, wenn bei gleichen Teilchen im Anfangs- und Endzustand
(z.B. e"e” — e~ e7) nicht unterschieden werden kann, welches Teilchen von welchem
Vertex stammt. In der schwachen Wechselwirkung konnen anders als in der QED

e e e e
e e” e’ e
e e —e e

auch Teilchensorten ineinander umgewandelt werden, so dass der u Kanal z.B. fiir
v.e~ — e~ 1, bedeutsam ist.

A.4 Luminositat
Die Luminositit eines Kreis-Beschleunigers ist gegeben durch

N1 Ny
dro,oy,

L=Npf
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Hierbei sind o, und o, die Breiten der Verteilung der Teilchen transversal zur Strahl-
richtung, die ndherungsweise Gauk-Verteilungen sind. Die Anzahl der Teilchen je
Bunch, N; o, multipliziert mit der Anzahl der Bunche, Np, und der Umlauffrequenz
der Bunche, f, ist der Strom eines der Teilchenstrahlen in der Maschine.

11,2 = €N1,2 Np f

In Anzahl der beobachtbaren Wechselwirkungen je Experiment héngt vom Wirkungs-
querschnitt und der zeitlich integrierten Luminositat ab,

N:(TLZ'nt:O'/Ldt.
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A.5 Phasenraum

Im Endzustand ist der Phasenraum eines Teilchens mit 4-er Impuls (), p) propor-
tional zu

d’p = dp, dp, dp.
Gesucht ist ein Lorentz-invarianter Ausdruck fiir den Phasenraum. Bei einer Lorentz-
Transformation z.B. in x-Richtung gilt,

Py =Ype — VOE, E' =~E — vBp,,

so dass

oy, oy
2 dp, + —2dE = ~dp, — vBdE.
o, Pt op vdpy — 73

AuRerdem folgt aus p? = E? — pz — p2 — m? bei festgehaltenem p,, p., dass p, dp, =
EdE. Setzt man dies ein so folgt

dp, =

P
dp’. = (v — v6E) d
P, = (v VBE) P

und damit
dp, (v —18%)dp:.  dp.

E' yE-nfp, B
Verallgemeinert fiir alle drei Impulsrichtungen ist also der Lorentz-invariante Aus-
druck fiir den Phasenraum

d®p
E
beziehungsweise fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt

do
d3p’
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A.6 Nicht-Abelsche Eichtheorie

Nicht-Abelsche Eichtheorien sind die Grundlage des Standardmodells der Elektroschwa-
chen und Starken Wechselwirkung. Auch die QED ergibt sich daraus durch Vereinfa-
chung auf den Abelschen Fall. Die Form der kovarianten Ableitung ist von entschei-
dender Bedeutung fiir die Selbst-Wechselwirkung der W, Z Bosonen und der Gluonen.
Daher wird im Folgenden die Form der kovarianten Ableitung explizit hergeleitet und
gezeigt, das die einzelnen Terme der Lagrange-Dichte eichinvariant sind.

Sei

U
(e
Un
ein Multiplett’] aus Fermionen mit der freien Lagrangedichte

L =1 (i7,0" —m) ¥
Wir betrachten Transformation
W=Uy, P =9U,

zwischen den Komponenten des Multipletts (also nicht den Spinorkomponenten). Fiir
ein Multiplett der Dimension n kann U z.B. als eine n x n Matrix dargestellt werden.
Fiir eine globale (d.h. ortsunabhéngige) Transformation U bleibt £ invariant wenn
U unitér ist, UTU = 1, denn dann gilt

L= 1/7 (Z.'Yuau_m) @ZJ’ = Q/SUT(ilyuau_m) Uq/) = lﬁ(i%ﬁ“—m) UTU@ZJ = @Z)(m/uau_m) 1/) =L
Unter lokalen Eichtransformationen

U="U(x)

Y= ) 1/;:(??1,@&2,-'-1/%)

bleibt der Massenterm —man) weiterhin eichinvariant, der kinetische Term mit der
Ableitung dagegen nicht, denn

Ut o*(U) # o*(UT (Uy))

"Tn der SU(2) sind dies z.B. die schwachen Doubletts

o=() - G

In der SU(3)¢ sind es die Farb-Tripletts der Quarks
Urot brot
Y= | Ublau | , , bblau
Ugriin bgriin
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Kinetischer Term der Quarks

Im Folgenden wird verlangt, dass die Lagrangedichte invariant unter lokalen Trans-
formationen ist. Um Eichinvarianz zu erreichen muss der Term fiir die kinetische
Energie der Fermionen,

Ekzin = ¢ Z.’Y/Jaﬂ ¢
verdndert werden. In Analogie zur QED wird daher die Ableitung 0" zur “kovarian-
ten” Ableitung generalisiert,
o — D"

so dass jetzt

Liin = 7]} Z.’Y;LDN (0
Die transformierte Lagrandedichte
Liin' = 7, D" ' = U i, D (UY) = iy, UTDY (U)

ist invariant,

/
£kin = *Ckin

wenn

Ut D* (Uy) = D"y
Symbolisch lasst sich dies auch schreiben als
U DM'U = D" oder D* =U D" U'

Da L keine Matrix sondern nur eine Zahl ist muss D die Gestalt einer n x n Matrix
haben, wobei jedes Element genau wie 0" ein 4er-Vektors sein muss. Deshalb wird
als Ansatz

| D" = 0" + M|
gewahlt, wobei M ebenfalls eine n x n Matrix ist und vor 0" eigentlich eine n x n

Einheitsmatrix steht, die zur Vereinfachung der Notation weggelassen wurde.
Aus der abgeleiteten Transformationseigenschaft fiir D* ergibt sich fiir M*#:

Uter + M7 y(Uy) = Ut (an +(ORU ) + M“'Uw)
= o +UN"U)w + UMY Uy
(0" + M)y
so dass Mt =UMWU + UtorU oder
MY =UMrUt — (U UT

Dies ist eine allgemeine Bedingung fiir alle unitéren Eichtransformationen. Die Kom-
ponenten der Matrix M* sind also ebenso wie U Funktionen von Ort und Zeit und
werden Eichfelder genannt. Sie haben damit eigensténdige Bedeutung und tragen zur
kinetischen Energie bei. Sie haben Vektor-Charakter, ihre Quanten sind also Spin 1
Teilchen und werden Eichbosonen genannt.
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Kinetischer Term der Eichbosonen

Fiir die kinetische Energie der Eichfelder M* benétigt man zumindest deren Ablei-
tungen, 0¥ M*. Analog zur QED muss auch hier ein Feldstarke-Tensor M*” definiert
werden, dessen mogliche Form jedoch wegen der Forderung nach Lorentz- und Eich-
Invarianz sehr stark eingeschrankt ist. Dieser Feldstarke-Tensor M* lasst sich am
einfachsten aus den kovarianten Ableitungen D* konstruieren, denn diese haben be-
reits die Eigenschaft

D" =UDrU .

Damit folgt auch fiir den Kommutator
(D", D" =[UD*U~', UD'U| =U [D*, D" U

Diese Eigenschaft macht man sich zu Nutze um den allgemeinsten, P und T er-
haltende Ausdruck fiir die kinetische Energie von Eichtheorien zu konstruieren. Die
Feldstérke-Tensoren M* werden definiert als

M" = [D*, D"]

so dass [

M™ = 9" MY — & M* + [M", M"]

Einen Lorentz-invarianter Ausdruck aus diesem Feldstarketensor ist dann M*M,,,.
Der allgemeinste eichinvariante Ausdruck fiir die kinetische Energie ist

1
Lot kin = 5 Spur(M*" M,,)

18 Wendet man den Kommutator [D#, D¥] auf ein Feld v an, so gilt

[D*, D]y = [9"+ M", 9" + M")] ¢
[0%,0"1¢ + [0, M"]p + [M*, 8"y + [M", M"]¢

Wegen [0",0"] ¢ = 0 und
(0%, M| ¢ = 0" (M"p) — MY O"ep = (0" M")4p
folgt

MM = [DF, D¢ = (9"MY — " M") o+ [M*, M"] )
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Damit ist die kinetische Energie tatséichlich eichinvariant, denn wegen M*' = UM UT
folgt

/ 1
L i i = —3 Spur(M* M}, =3 Spur(U M*™ U™ U M, U™)
1
= —3Spur(UM" M, U™") = -5 Spur(U~*U M™ M,,)
_% Spur(M“” M/u/) = ‘CMJcin

wobei in der Spur die Reihenfolge der Matrizen permutiert werden darf.
Folgt man dem Prinzip der Eichinvarianz, so miissen die Eichbosonen Masse-los
sein, denn ein entsprechender Term in der Lagrange-Dichte

Larm =miM"M,
ware nicht eich-invariant,

L vrm = mi MY M), # m3 M"M,.

SU(N) Unitéare Transformationen

Diese Lagrange- Dichte ist invariant unter Rotationen im Farb-Raum. Postuliert man,
dass diese Symmetrie auch lokal gelten soll, so kann man die Rotationen darstellen
als unitére Transformationen, die sowohl die Komponenten v, ; , veréndern als auch
deren Phasen.

=) = Uy
Hier ist U eine 3 x 3 Matrix im Farbraum, mit U'U = 1, so dass man U schreiben

kann als
wl _ eigsaa(:c)Taw'

e ¢, ist eine reelle Konstante, die wir spéter mit der starken Kopplungskonstanten
identifizieren werden.

e Die reellen Funktionen a,(z) sollen von Ort und Zeit abhéngen, d.h. wie bei
der QED fordern wir, dass die Symmetrie lokal giiltig sein soll.

e Die Groken T, sind linear unabhéngige hermitesche 3 x 3 Matrizen im Far-
braum, die man die Generatoren der SU(3)¢ nennt (Index C fiir “Colour”).
Die T, miissen so gewahlt werden, dass mit «,7, (Summation iiber a) jede
beliebige Rotation beschrieben werden kann.

Fiir eine solche 3x3 Matrix benotigt man im Allgemeinen 9 relle Zahlen. Wegen der
Bedingung detU = +1 folgt jedoch, dass es fiir die SU(3) nur 8 linear unabhéngige T,
gibt. Wir werden sehen, dass daraus auch die Existenz von 8 verschiedenen Gluonen
folg™] Die Gruppe ist nicht Abelsch, da die Generatoren im Allgemeinen nicht

19 Allgemein hat eine SU(N) Gruppe demnach N2 — 1 Generatoren und die entsprechende Eich-
theorie N2 — 1 unterschiedliche Eichbosonen.
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vertauschen, sondern Kommutator-Relationen erfiillen,
[Taa Tb] - Z.fabc Tc~

Die Konstanten fu;. werden Strukturkonstanten der SU(3) genannt. Aus der Uni-
taritit Ut = U~ folgt a,T, = «;T). Eine mogliche Darstellung der Generatoren
To = Ao/2 sind die sogenannten A\ Matrizen,

Die unitéren Transformationen U lassen sich fiir Eichgruppen SU(N) und Mul-
tipletts ) = (¢1, %, ..., 1, ) als unitire n x n Matrizen darstellen:

Allgemein gibt es hierfiir n? — 1 linear unabhingige Matrizen
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A.7 Die kovariante Ableitung fiir Nicht-Abel’sche Eichtheo-
rien
Kinetischer Term + Wechselwirkungsterm + Massenterm:

0 ; oL = —Q@E’YMTa(auaa + gfabcabWéL + 6W5)¢

TV
=0

= WH =WH+ WH
WH = WHE — 0 oy, — g fapec WH unter dieser Trafo bleibt £ konstant

Betrachte infinitesimale Trafo

w_>wl _ eigaa(x)Taw

~ (14 igog(2)T,)0 o= ¢ =1
= (1+c(x)e = e
c = iga,(z)T, 0(0uy) = O — Oy
'QE/ — [’(/1(1 + C)]*’YO = 8;/40 + 8u(c¢) - 8u¢
= ¢ = (0,0)¢ + Oy

L= @EZ’YHa“Qﬁ - ququ) - gzZWMTa@Z)W(f - zl,LWa{WWauu
Variation von £ soll null sein: 0 = 6L = £/ — L

Massenterm:
S(mi) = m((FEN+ §0%) = m(Gew + fe)
= myY(c —c)Pp =0
da T = a,T,
Kinetischer Term:
5(@2'%8“1/1) = (fh/?)i%(?“w + 1/?@'755(8“1&) = z/?m(éa“w + (0u0)Y + c(0"Y))
= ¢27u(auc)w = —QQ/JW(W%)TM/J

Wechselwirkungsterm:

GOy TupW) = g((60) 1 Tuty W + oy Ta(SP)WE + 4y, Tutpd W)
= g@Z;WM(ETawa + TocpyWh + T pdWE)
= g (—igan LT, WY + igTaa WY + Tupd W)
= g@%(zgab[Ta, Ty |Wh + ToipdWH)
= gUv.(igawi far TWE + TpdWH)
(
(

= QTE% Zglfabca T W“'¢ + Tgﬂﬂ(SW’u)
= gUu(gfarcTacs W + T,6WEp)
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A.8 Erganzungen zum Propagator
Die Eigenschaften des Propagators fiir Dirac-Teilchen

bip) = LBt
pip, —m? + e

lassen sich nach Riicktransformation zu D(x — z') verstehen.

D(z —12') = ! /d4p o~ ip(z—1') VPt m .
(2m)4 pHp, — m? + e

Insbesondere findet man fiir die Beziehung zwischen den Wellenfunktionen an ver-
schiedenen Orten x und z’:

U(z) = z'/dff D(z —2')7° ¥ (2)

Dies soll jetzt beiwesen werden. Mit E = 1/p? + m2 folgt fiir den Nenner von D:
P'p, —m® +ie=py —p° —m?+ie = pj — E* +ie = (pg — (E —i€)) (po + (E — ie))
fiir e — 0. Wegen der Polstelle bei pg = E — ie lasst sich das Integral iiber die
Energiekomponente py mit Hilfe des Residuensatzes ausfiihren:
1 oz P 1 Ypu +m
D(r — ' _ /d—»ezp(:c ') /d 6zp0(t t') : M :
( ) (2m)* P bo po — (B —i€) po+ (E — ie)
—1 L ey Bty Y E =+ m
d ip(Z—") iE(t—t")
/ D e e 5F

(2m)?

Fir eine eben Welle

folgt daraus:
z/dﬂ D(x — 2") 7" ¥ (2)

1 S iy \ i —iker —iB—y VB = AP+ m
— = i(p—k)x IPT ikot iE(t—t') 0
= e /dp (/dx’ e WP ) et 7O ¢ oY 7P u(k)

=, . ’ . ’ 0 — 21 .
= it mtkote=t) TROZIREM 0,4y — otk )
0

wobei das Integral iiber da’ durch (27)% 83(j — k) ersetzt wurde und damit E durch
ko, sowie mit Hilfe der Dirac Gleichung;:

(=R~ + m”)u = 2 (T + m)u = 7°(1°ko)u = kou
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A.9 Yukawa Potential und Reichweite der Krafte

Yukawa schlug in den Anfangen der Kernphysik einen Ansatz mit schweren Aus-
tauschteilchen vor um die endliche Reichweite der Kernkréfte zu erklaren. Zunéchst
wird der Zusammenhang zwischen Wellengleichung und statischem Potential in der
Elektrodynamik erkliart. Die Wellengleichung fiir das 4-er Potential A* bei dufserem
Strom j* lautet
OA* = j#

Ohne #uReren Strom und Ladungsdichte, j° = 0 ist die Losung von [JA* = 0 eine
ebene Welle, A* ~ e**  die freien, masselosen Photonen entspricht. Fiir eine punkt-
formige, statische Ladung e im Zentrum ist

P <6536(x))

Das Potential hierfiir ist bekanntlich das Coulomb-Potential
e —
A= — A=0
4y’
Die Reichweite dieses Potentials féllt nur sehr langsam mit dem Abstand von der

Quelle.
Yukawa ging von der Klein-Gordon-Gleichung in der Form

(D + m2) d = gp(z)

aus, wobei g eine Kopplungskonstante und p(z) die Dichteverteilung eines Kerns sein
sollte, also auch die Ladungs-Vereilung fiir die starke Kraft. Ohne dufteres Feld ist
die Losung wiederum eine ebene Welle fiir ein freies Teilchen mit Masse m,

d(z) ~ e mit k? = m?

Fiir eine punktformige Ladungsverteilung

p(z) = 6°(x)
findet man als Losung
efmr
b —
g Ay

Dieses Potential féllt wegen der Exponentialfunktion sehr schnell nach aufsen ab, d.h.
diese Kraft hat eine endliche Reichweite, die typisch von der Grofke 1/m ist.

Diese Interpretation fiir ein schweres Austauschteilchen stimmt mit der Uber-
legung iiberein, dass eine statische Ladungsverteilung fiir kurze Zeit ein massives
Quant der Energie AE ~ m emmitieren kann, dessen Lebensdauer At aufgrund der
Unschérferelation m At ~ 1 und Reichweite r durch die Lichtgeschwindigkeit auf

recAtx —
m
beschrénkt sind (mit i = ¢ =).
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Kern-Krafte

Setzt man fiir die Reichweite der Kernkraft den Radius des Protons an, r» &~ 1fm, so
ergibt sich m ~ 200 Mev. Dies ist tatsichlich die Grofenordnung fiir die Masse des
leichtesten Hadrons, des Pions. Pion-Austausch stellt demnach eine erste plausible
Néherung fiir die Krafte zwischen den Protonen und Neutronen im Kern dar, die
durch den Austausch auch schwererer Hadronen zur Reggee-Theorie verallgemeinert
wurde, die erfolgreich zahlreiche Phanomene der Hadron-Hadron-Streuung bei kleine
Impulsiibertrdgen erkléren kann. In diesem Bereich ist das ansonsten natiirlich funda-
mentalere Parton-Bild der Hadronen nicht angewendbar, da das Auflésungsvermogen
fiir die Partonen fehlt und die Kopplungskonstante «, zu grofs ist um perturbative
Rechungen zuzulassen.

Reichweite der Schwachen Wechselwirkung

Die Eichbosonen W und Z der schwachen Wechselwirkung sind Spin-1 Teilchen,
die wie das Photon durch Vektorfelder beschrieben werden. Zwar gilt fiir diese die
Proca-Gleichung und nicht die Klein-Gordon Gleichung, aber das Prinzip der obigen
Uberlegungen von Yukawa bleiben giiltig. Den Massen My, = 80,4 GeV und My =
90,1 GeV entsprechen Reichweiten der schwachen Wechselwirkung von ca. 1/m =~
2,5-1073 fm. Die schwache Wechselwirkung ist also bei kleinen Energien schwach,
weil die Reichweite der schweren Bosonen und damit auch alle Wirkungsquerschnitte
klein sind.

Bei hohen Energien konnen W und Z auch als reele Teilchen produziert werden.
Die Reichweite ergibt sich dann aus der Lebensdauer der Teilchen. Bei einer totalen
Breite von ca. I' = 2 GeV ergibt sich eine typische Reichweite von ¢ = 0.1 fm.
Werden W und Z in Proton-Proton Kollisionen erzeugt zerfallen sie demnach noch
innerhalb des Proton-Radius. Bei Zerfillen in Quarks werden diese also noch durch
das Farb-Feld der kollidierenden Protonen beeinflusst.
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A.10 Drehimpuls und Rotation

Fiir infinitesimal kleine Translationen, d.h. Verschiebungen entlang einer Richtung,
lassen sich Zustdnde schreiben als

V' =DV =V(z+0x) =V(x)+ 020,V = (1 +idzxp,)V

mit dem Impulsoperator p, = —id, als Generator der Transformation. Endlich grofe
Verschiebungen Az = n dx ergeben sich aus n infinitesimal kleinen Verschiebungen,
die hintereinander ausgefiihrt werden, im Limes n — oo und dx — 0.

D = lim (1 4 idx p,)" = eP=22

n—oo

Ganz analog gilt fiir eine infinitesimal kleine Rotation z.B. um die z-Achse
U =RU =U(p+0p) =U(p) +0pd,U = (1+1idpJ,)V
mit der Drehimpulskomponente
J,=("xp),=—i(x0, —y0,)

als Generator der Rotation um die z-Achse. Das J, tatséchlich der richtige Generator
ist sieht man aus den rotierten Koordinaten

T =TCcosg dx = (0px)0p = —rsinpdp = —ydyp (2)
y = rsing 0y = (0,y)0p =rcospdyp = xdp (3)
und

RU(z,y,2) = ¥(z'y,2) (4)
= Y(z,y,2)+ (0,¥)0x + (0,¥)dy (5)
= VU(x,y,2) — ydp 0, ¥ + xdp 0,V (6)
= (140 ) U(ry,2) (7)

Fiir eine Rotation um einen endlich grofsen Winkel Ay = ndy gilt wie oben:

R = lim (1 +i6p J,)" = e/=2¢

n—oo

Fiir die Komponenten J; des durch J=7x p definierten Drehimpulsoperators und
fir J? = J? + JS + J? ergeben sich folgende Vertauschungsrelationen:

[JZ', J]] = i(—iijkjk [J2, JZ] =0
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Fiir die Auf- und Absteigeoperatoren
Jy=J, £1Jy

gilt
[, Jo ) =J. JJo=J2—J*+ .

L, J)=—J.  J.J,=J"—J"— 1],

Fiir einen Drehimpulszustand |jm > mit Gesamtdrehimpuls j und z-Komponente m
gilt

—j<m<j  Lljm>=mljm>  J|jm>=j(+1)]jm>
Daraus folgt
Jo (J-|jm >) = J_(J. = 1) [jm >= (m = 1) (J_ |jm >)

und
T (Jyljm >) = (m+1) (J |jm >)

so dass fiir die Auf-und Absteigeoperatoren gilt:
Ji|ljm >=Cylj,m+1> J_|jm>=C_|j,m—1>

mit

Ci=+j(G+1) —mim+1) C_=+/j(j+1)—m(m—1)

Dreht man einen Zustand |j, m > um die y-Achse um den Winkel 6, so wird daraus
eine Linearkombination von Zusténden [j, m’ > mit gleichem Gesamtdrehimpuls j
und neuen dritten Komponenten m'.

e v |5, m >= den/m(@) |7, m' >

Die einzelnen d-Funktionen sind von # und von j,m,m’ abhingig und werden Dreh-
matrizen genannt. Multiplikation von links mit < j, m/| liefert

<j,m'|e i, m>=d, (0)

Der Fall Spin j = %

Fiir die Darstellung der beiden méoglichen Zusténde |j, m >

|11>_1 |1 1>_0
272 7 \0 27 27 \1
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ist die Darstellung von J, geben durch die Pauli-Matrizen,

1 1[0 —i
Jy‘é“@f‘Q(i 0)

Wegen 05 = 1 folgt aus einer Taylorentwicklung fiir sin und cos:

e = cos(—0J,) + isin(—0J,)

0 0 9 _qin?

= 1y cos(z) —ioysin - = 6983 Sln92
2 2 sing  cosg

Damit ist z.B.
; 1
dﬁn’m = di 1

272

cos? —sin? 1
— 2
(1,0) (sing cosg ) (O)

0
= Cos—
2
Der Fall Spin j =1
Berechnet werden soll z.B. j = 1,m = 1,m’ = 1, also dil. Auch ohne explizite
Darstellung ist die Berechnung moglich wenn man berticksichtigt, dass J, = —%(J+ —

J_). Fiir die ersten Terme der Taylor-Entwicklung

—ifJ, ' 02 o, 07 4
e yzl—lez]y—gjy‘FZgJy""

folgt wegen J,|1,1 >=0:

?

1 1
Jy 1,1 >= —E(JJr —J)|1,1 >= EJ_|1’1 >= 7

11,0 >

1
J2, 1> = §(|1, 1> —[1,—-1>)
etc. Daraus folgt

4 10> 16
Llle®v1,1>=1—==+-—+-
<Lie™iLi>=1-oo+oq+

oder .
di, = 5 (1 + cos®)
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B Niitzliche Formeln

Metrischer Tensor:

4-er Vektoren:

Lorentz-invariant:
4-er Impuls:

4-er Ableitung:
Impuls-Operator (Ortsdarstellung):

Dirac Gleichung:

v- Matrizen (4x4):

Pauli Matrizen (Dirac Darstellung):

Anti-Kommutator:

wie 4-er Vektor:
hermitesch konjugiert:

Quadrate:
Dagger:

1 0 0 0
g — 0 -1 0 0

0O 0 -1 0

0 O 0 -1
a' = (ap, @) a, = gua’ = (ag, —a)
a-b=a,bt=a"b, = apby — ab
a? = a,a" = a} — @
p=(Ep), p=E-p=m’
ot = % = (0, —V)

P = 0" = (i, —iV)
pupt = —0,0" = — (02, -V?) = -0

o (I 0 . (0 &
r=(o 1) =(5%0)
10 0 0 0
s lo1 0 o o
T=1lo o0 -1 o0 =1 o
00 0 —1 1
0 00 —i 0
, o o0 o0 ., | o
T=1o io0 o T4
i 00 0 0
00
50123 (0 1y _[00
0 1

—

7= (0g,04,0;)

(01 (0
2= \1 0) %=\

VT It =29
P+ =0

Yu = g/u/)/y

PP=70 A=k k=123
P =A09#y0 AT =4P

(V) =-(")? =) =1

¢ =y"a, =~"° —ya

Vuly = =24t yudhy* = 4a”b,
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Spur Theoreme

Dirac Spinoren:

E > 0 Spinor: u,

E < 0 Spinor: v,

Spin-Operator:

Helizitédtsoperator:

Helizitéts-Eigenzustéande:

Normierung:

Vollstandigkeits-Relationen: 4x4 Gleichungen

Spinordarstellung;:

Anti-Teilchen:
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Tr(A) = %A Diagonal-Elemente
Tr(ABC)=Tr(BCA)

Trl=4 (1= 4x4 Matrix)
Trvy,=0 Trvys=0
T'r(ungerade - - Matrizen) = 0
Tr(Yuw) = 49w

......... viele weitere Theoreme

(4 Komponenten)

(p —m)ups =0

Up,s) (}7) - m) =0

mit adjungiertem Spinor: % = uf+°
(p + m)v(p,s) =0

Ups)(p +m) =0

Ur(p)Vo(p) = U = Uxp) Uo(p)

Do U u/\p) =p+m

DA A OAp) = P —m

Sei p entlang +2z-Achse, Helizitiat = 2

\/m(%mx )

E+m

1 0
mit xq1 = 0 X-1= 1
7 U— A(p)
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