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|Matrixelement|2 für e−µ− → e−µ− Streuung: Spinmittelung 7. Vorl. Eteilchen II, 27.4.2010

|M |2 =
1

4

∑

s1,s3

∑

s2,s4

(
e4

q4

)

[ū(p3)γµu(p1][ū(p3)γνu(p1]
+[ū(p4)γ

µu(p2][ū(p4)γ
νu(p2]

+

|M |2 =

(
e4

q4

)

Lµν · M
µν

Leptontensor des e−: Lµν =
1

2

∑

s1,s3

[ū(p3)γµu(p1)][ū(p3)γνu(p1)]
+

Leptontensor des µ−: Mµν =
1

2

∑

s2,s4

[ū(p4)γ
µu(p2][ū(p4)γ

νu(p2]
+

Jetzt Berechnung von Lµν (Mµν analog):

[ū(p3)γνu(p1]
+ = u+(p1)γ

+
ν ū+(p3) =

︸︷︷︸

(γν)+=γ0γνγ0

u+(p1)γ0γνγ0 γ+
0

︸︷︷︸

=γ0

u(p3) = ū(p1)γνu(p3)

Lµν =
1

2

∑

s1,s3

ū(p3)γµ u(p1)ū(p1) γνu(p3)

Behauptung:
∑

u(p1)ū(p1) = u1(p1)ū1(p1) + u2(p1)ū2(p1) = ( 6p + m) · 111
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Berechnung von
∑

u(p1)ū(p1):

Wir wählen Koord.syst. so, dass ~p||z: ⇒ u1(p) =
√

E + m

0

B

B

B

@

1

0
pz

E+m

0

1

C

C

C

A

, u2(p) =
√

E + m

0

B

B

B

@

0

1

0
−pz

E+m

1

C

C

C

A

Verifizieren Sie, dass: u1ū1 + u2ū2 = 6p + m = γ
0
E − γ3pz + m

=

0

B

B

B

@

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

1

C

C

C

A

· E −

0

B

B

B

@

0 0 1 0

0 0 0 −1

−1 0 −0 0

0 1 0 0

1

C

C

C

A

· pz +

0

B

B

B

@

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1

C

C

C

A

· m

Anfang der Rechnung:

u1ū1 =

0

B

B

B

B

@

E + m 0 −pz 0

0 0 0 0

pz 0
−p

2

z

E + m
0

0 0 0 0

1

C

C

C

C

A

, u2ū2 =

0

B

B

B

B

@

0 0 0 0

0 E + m 0 pz

0 0 0 0

0 −pz 0
−p

2

z

E + m

1

C

C

C

C

A

⇒ u1ū1+u2ū2 =

0

B

B

B

B

B

@

E + m 0 −pz 0

0 E + m 0 pz

pz 0
−p

2

z

E + m
0

0 −pz 0
−p

2

z

E + m

1

C

C

C

C

C

A

Anleitung: ersetze in der letzten Matrix −p2
z

als Funktion von E und m:

⇒ u1ū1 + u2ū2 =

Lösung: p2
z

= E2 − m2 = (E + m)(E − m)

→ u1ū1 + u2ū2 =

0

B

B

B

@

E + m 0 −pz 0

0 E + m 0 pz

pz 0 −E + m 0

0 −pz 0 −E + m

1

C

C

C

A
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Leptontensor Lµν

Lµν =
1

2

∑

s3

ū(p3) γµ( 6p1 + m1)γν
︸ ︷︷ ︸

Matrix Ajk

u(p3)

Lµν = 1
2

4∑

j,k=1

∑

s3

ū(p3)jAjku(p3)k=
1
2

∑

jk

Ajk

∑

s3

u(p3)kū(p3)j

↑↑↑ komplexe Zahlen, vertausche Reihenfolge

Lµν = 1
2

∑

jk

Ajk( 6p3 + m3)kj

= 1
2

∑
[γµ( 6p1 + m1)γν ]jk [6p3 + m3]kj

∑

jk

AjkBkj = Spur(A · B) Spur = Summe der Diagonalelemente

Lµν =
1

2
Spur [γµ( 6p1 + m1)γν( 6p3 + m3)]

Mµν =
1

2
Spur [γµ( 6p2 + m2)γ

ν( 6p4 + m4)]
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Einige nützliche Rechenregeln: (Griffith S. 252/253)

1.) Spur(A + B) = Spur(A) + Spur(B) A, B Matrizen

2.) Spur(α · A) = α · Spur(A) α = Zahl

3.) Spur(AB) = Spur(BA)

4.) gµνg
µν = 4 gµν =

0

B

B

B

@

1 0

−1

−1

0 −1

1

C

C

C

A

5.) γµγν + γνγµ = 2gµν → 6a6b + 6b 6a = 2ab

6.) γµγ
µ = 4

7.) γµγ
νγµ = −2γν → γµ 6aγµ = −26a

8.) ...

9.) ...

10.) Spur(Produkt einer ungeraden Anzahl von γ’s) = 0 ! s. interaktive Übungsaufgabe

11.) Spur(111) = 4

12.) Spur(γµγν) = 4gµν

13.) Spur(γµγνγλγσ) = 4(gµνgλσ − gµλgνσ + gµσgνλ )
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Berechnung des Leptontensors Lµν

2Lµν = Sp (γµm1γνm3)
︸ ︷︷ ︸

(1)

+Sp (γµ 6p1γνm3)
︸ ︷︷ ︸

(2)

+Sp (γµm1γν 6p3)
︸ ︷︷ ︸

(3)

+Sp (γµ 6p1γν 6p3)
︸ ︷︷ ︸

(4)

(1) Sp(γµm1γνm3) = m1m3Sp(γµγν) = m1m34gµν =
︸︷︷︸

m1=m3=m

m24gµν

(2) Sp(γµ 6p1γνm3) = mSp(γµγαpα
1γν) = mpα

1 Sp(γµγαγν) = 0

(3) Sp(γµmγν 6p3) = 0 analog zu (2)

(4) Sp(γµ 6p1γν 6p3) = Sp(γµγαpα
1γνγβp

β
3 ) = pα

1p
β
3Sp(γµγαγνγβ)

= pα
1p

β
34 [gµαgνβ − gµνgαβ + gµβgαν ]

= 4 [p1µp3ν + p1νp3µ − gµν(p1p3)]

⇒ Lµν = 2p1µp3ν + 2p1νp3µ − 2(p1p3)gµν + 2m2gµν

→ Analog für Mµν
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Finales Ergebnis für |M |2 der e−µ− → e−µ− Streuung

|M |2 =
e4

q4
LµνM

µν Def. m : = Elektronmasse, M : = Myonmasse

=
4e4

q4

{
p1µp3ν + p1νp3µ + gµν

[
m2 − (p1p3)

]} {
p2µp4ν + p2νp4µ + gµν

[
M2 − (p2p4)

]}

mit gµνg
µν = 4 ⇒ Empfehlung: folgenden Schritt nachrechnen:

|M |2 =
8e4

q4

[
(p1p2)(p3p4) + (p1p4)(p2p3) − m2(p2p4) −M2(p1p3) + 2m2M2

]

exaktes Ergebnis! (noch keine Näherung gemacht)

Hochenergiefall: m, M → 0

|M |2 =
8e4

q4




(p1p2)
︸ ︷︷ ︸

s

2

(p3p4)
︸ ︷︷ ︸

s

2

+ (p1p4)
︸ ︷︷ ︸

−

u

2

(p2p3)
︸ ︷︷ ︸

−

u

2






Beweis für p1p2 :

s = (p1 + p2)
2 = p2

1 + p2
2 + 2p1p2

= m2 + M2 + 2p1p2 ∼ 2p1p2

|M |2 =
2e4

t2

[
s2 + u2

]
= 2 e4 s2 + u2

t2
mit t = q2

“t-Kanal” Prozess


