1.4 Die Dirac-Gleichung

2. Vorlesung, 9.4.2010

Suche Differentialgleichung 1. Ordnung in der Zeit,

relativistische Kovarianz = 1. Ordnung auch in Ortskoordinaten

H =% (h=c=1)

T zu bestimmen

Ansatz:
H?“el _ _|_ _|_ _|_ /8 P1 8;21 a1
= Qqp1 T QP T A3P3 m - | -
o mit P = P2 = —1 By , O = Q2
= a-p-+ 5m s % s

Es muss gelten H? = p? + m? = Bedingungen fiir a; und (3:
L. ooy + ooy = 204,

2. ;B4 Ba; =0

3. 82 =1

= «;, 3 sind nicht vertauschbar
Behauptung: «;, 8 mussen n x n Matrizen sein mit n > 4.



Dimension von «;, 3: N >4

Bewels:

1. «, 5 hermitesch, weil H hermitesch: oz;r = ((ay)*)t, g =0

2. af = (> = 1 = Eigenwerte von a;, 3 sind £1.

3. a;,  haben Spur=0
Beweis:
Spur(a;) = Spur(8 Ba;) = Spur(Ba; B) = - Spur(B86a;) = -Spur(a;) =0
Spur(8) = Spur(a; a;3) = Spur(a; 8 a;) = - Spur(a;a;3) = -Spur(8) = 0
Dabei benutzt: Spur(AB) = Spur(BA) und o3 = —fa;

4. Spur(A) = > Eigenwerte
Da die Eigenwerte &1, muss N gerade sein

Falls N = 2: gibt nur drei linear unabhangige Matrizen
mit Spur = 0 — Pauli Matrizen o1, 03, 03 = N > 4



Darstellung der a;, 3 :

Die Paulimatrizen sind gegeben durch:

0 1 0 —1 1 0
01 — y 02 = y 03 =
1 0 +7 0 0 —1

Die Diracmatrizen sind gegeben durch:

0 oy 5 1 0 (Dirac Darstellung)
o = , —
o; 0 0 -1 existieren andere Darstellungen, z.B. die von Weyl
(0 0 0 1) [0 0 0 —i)
0 O 1 O 0 0 +1 0
a1 = y Qg = 3
0 1 0 O 0 — 0 0
\1 0 0 0/ \+i 0 0 0 )
( 0 0 1 0 \ ( 1 0 0 0 \
0 0 —1 0 1 0 0
a3 = , B=
1 0O O 0 0O 0 -1 0
\0 -1 0 0 \0 0 0 -1



Diracgleichung: iﬁ%—‘f = —ificd - VU + mc? 3
Bedeutung? Was ist U7 = 4 Komponenten Spinor

(o, )

v
w=| |, Wt = (w5, v
U
v,
Vermutung: p = UT0 = U0y + W50, + .. = |Uy]? + |Uy)? + |Us|? + [Ty

Aufstellung einer Kontinuitatsgleichung: (¢ = A = 1)

U*. Diracgleichung — komplex konjugierte Diracgleichung -
a) UH = Utq.- VU 4+ mltp0

b) —i%%" T = (V) - a4V + m¥* 50

. + .
po= GV = UG+ GV = —ila) - )]

— —Ut@-VU — (VU').a0 = -V, mitj=UTal




Nichtrelativistischer Grenzfall der Dirac-Gleichung

zunachst freies, ruhendes Elektron
k=0— VU =0

Diracgl.: % = mc?BY
[ v, (10 0 0 [ w)
o | o, o1 0 o 0,
th— = mc
ot | w, 0 0 -1 0 Wy

\ \o o o -1/ \ w)

— 4 unabhangige Lsg.

(1) (0] (0 (0

1 0 0

\Ijl — e—zwot : \112 — e—zwot : \Ifg — e—l—zwot : \114 — G—Hwot

0

o o) o 1)

2

2

FE{ = Ey = hwg = mc Es=FE, = —hwy=—mc

Fur folgende Diskussion des nichtrelativistischen Grenzfalles:
betrachte nur die positiven Energielosungen



Grenzfall: Kleine, aber nichtverschwindende kinetische Energie

5
E = \/p2c® + m2c* ~ mc® + Qp_m
Awo ~~
<Kmc?
Ansatz:
(7, 1) ~o e "ot P 1) (¢, x haben jeweils 2 Kompon.)
X(7 )

L 3] . .- - 2 /t . ;L p2
@, x nur “langsam” zeitabhangig: o, x ~ 7" mit Aw' = poal

Zeige im Folgenden: y < ¢ und o erfullt Schrodingergleichung

. r,t 0 o
U = e wot P 1) in Diracgl. mit a; =
X(Fa t) 0; 0
0 o-p 1 0
— hwy v + 1h L C v + mc?
X X G-p 0 0% 0 1
— Gl. fir x: thy =cd - pp—2mc’*x = Y & gfcgp
hw! x~0

<<7nc2



d.h. fiir freies nichtrelativist. Elektronen: xTy < ¢ ¢

Einschub: Beweis (7 -p)* = p° 1

oo 0 pz 0 —1p Pz
0P = 01Pxt02Pyt03Pz = + s
. . 2 2 2
Pz Pz — 1Py Pz Pz — 1Dy o Dz + Pz + Dy
Pz t+ 1Py —P=z Pz + 1Py —DP=z 0

Gleichung fiir die (grosse) p-Komponente

fwy @ + ihp = cd - Py + mc*p
mc?

P Y )
209 _(G-p) D

= =3 P =5 — Schroedingergleichung!
m m




Nichtrelativ. Grenzfall der Diracgl. im elektromagnetischen Feld

zur Erinnerung:

HSchrédinger B ﬁ
ohne Feld IM
(7 — qA)?
H it Feld = 5 +q®
m

Hier A = Vektorpotenzial und g® = potenzielle Energie im elektrischen Feld

P, — P=({-q4)
ohne Feld

P ist der kanonische Impuls aus Langrangefunktion und p der kinetische Impuls

nichtrelativistische Grenzfall der Dirac-Gleichung mit elektromagnetischem Feld:

ihp = 3=(d-P)(&- P)p+qde
= L (d(p—q ﬁ)) (5(17— qff)) 0+ qPp

Ubungsblatt 1 = Pauli Gl. herleiten

[\



Pauli-Gleichung und g Faktor

— —

Mit ¢ = —e (Elektron) und V x A = B

L0 1 L - eh , = o
s ih 2 = —(—ihV +eA)* + —G- B —e®| ¢ Pauli Gleichung
ot 2m 2m
Term %5 . E = —/i - E — potenzielle Energie des magnetischen Momentes des Elektrons mit

dem ausseren Magnetfeld, dieser Term fehlt in der Schrodingergleichung, weil Sie nichts vom Spin

des Elektrons weiss!

_ e h
’NEIektron| = g "5 )
g-Faktor gyrorPag.net. Spin
Verhaltnis

Aus Pauli Gl. — g =2, Gemessen g = 22, klassisch nicht erklarbar
= wichtiger Erfolg der Dirac-Gleichung

akleine Abweichung von g=2 durch QED Effekte, Diskussion spater



