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Der Lagrange-Formalismus
11. Vorlesung, 11.5.2010

Literatur: Anhang A,B Schmüser, Kapitel 1 Griffith

l1.

{

LF in klassischer Mechanik:

L( q, q̇
︸︷︷︸

) Lagrange Funktion

verallgemeinerte Koordinaten

} Aus δS = 0 mit S =

∫

dt L(q, q̇)
︸ ︷︷ ︸

Wirkung
δS =

Z

dt

»

∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δ(q̇)

–

=

Z

dt

»

∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇

d

dt
δ(q)

–

= interaktive Aufgabe

⇒ ∂L
∂q
− d
dt

(
∂L
∂q̇

)

= 0 Euler-Lagrangegleichungen

Beispiel Punktteilchen: L = T − V =
p2

2m
− V =

1

2
mẋ2 − V

∂L

∂q
=
∂L

∂x
= −

∂V

∂x
= F,

∂L

∂ẋ
= mẋ = P ⇒ F −

d

dt
P = 0 ⇒ F =

dP

dt

l2. Ausweitung auf Felder, allgemein φ(x): L = L(φ(x), ∂µφ(x))

Lagrangedichte L, S =
∫
dt

∫
d3xL(φ, ∂µφ)

Aus δs = 0⇒ ∂L
∂φ(x)

− ∂µ
∂L

∂(∂µφ(x))
= 0
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Beispiele für Lagrangedichten:

1. Skalares Feld:

LSkalar =
1

2

[
(∂µφ) (∂µφ)−m2φ2

]

∂L

∂φ
= −m2φ;

∂L

∂µφ
= ∂µφ

⇒ Lagrangegleichungen: −m2φ− ∂µ∂
µφ = 0

∂µ∂
µφ+m2φ = 0 Klein-Gordon-Gleichung

2. Dirac-Feld:

LDirac = ψ̄(x) (iγµ∂µ −m)ψ(x) = iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ

ψ̄, ψ als unabhängige Koordinaten

∂L

∂ψ
= −mψ̄;

∂L

∂(∂µψ)
= ψ̄iγµ

⇒ Lagrangegl.: −mψ̄ − ∂µψ̄iγ
µ = 0⇒ ψ̄

(

i
←
∂µγ

µ +m
)

= 0

∂L

∂ψ̄
= (iγµ∂µ −m)ψ,

∂L

∂(∂µψ̄)
= 0 ⇒ Lagrangegl.: (iγµ∂µ −m)ψ = 0
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QED Lagrangedichte

3. Elektromagnetisches Feld (Vakuum)

Lem = −1
4
FµνF

µν = −1
4
(∂µAν − ∂νAµ) (∂µAν − ∂νAµ)

↑ nötig um richtige Energiedichte zu erhalten

(∗) ∂µ
∂L

∂(∂µAν)
⇒ Wellengleichung im Vakuum interaktive Aufgabe: �Aν−∂ν(∂µA

µ) = 0

4. Lagrangedichte der QED:

LDirac + Lem mit Dµ = ∂µ + iqAµ

LQED = ψ̄ (iγµDµ −m)ψ −
1

4
FµνF

µν

= ψ̄ (iγµ∂µ −m)ψ − q ψ̄γµψ
︸ ︷︷ ︸

jµ

Aµ −
1

4
FµνF

µν

Tests:
Euler-Lagrange-gl.

∂L
∂ψ̄

= (iγµ∂µ −m)ψ − qγµψAµ ⇒ (iγµ∂µ −m)ψ = qγµψAµ ⇒ Diracgl. mit Feld

− ∂L
∂Aµ

= qψ̄γµψ = jµ
+(∗)
⇒ �Aν − ∂ν(∂µA

µ) = jµ ⇒ Wellengl. mit Quelle
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Noether Theorem (L und globale PT)

Lagrangedichte ist invariant unter infinitesimaler globaler Phasentransformation

⇒ Es gibt einen erhaltenen Strom jµ = ∂L
∂(∂µφ)

· φ

φ→ φ
′

= eiαφ ≈ (1 + iα)φ, δφ = iαφ

δL = 0, δL =
∂L

∂φ
δφ+

∂L

∂(∂µφ)
δ(∂µφ)

δL = ∂µ

{
∂L

∂(∂µφ)
δφ

}

warum?
∂L
∂φ

= ∂µ
∂L

∂(∂µφ)

δ(∂µφ) = ∂µ(δφ) + Kettenregel!

1

iα
δL = ∂µ

{
∂L

∂(∂µφ)
φ

︸ ︷︷ ︸

jµ ist erhalten

}

= 0

Beispiel: Diracteilchen L = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ ist inv. unter ψ → ψ
′

= eiθψ

∂L

∂(∂µψ)
= ψ̄iγµ

∂L

∂(∂µψ̄)
= 0 jµ = ψ̄iγµψ = iψ̄γµψ

ist erhalten → Ladungsherhaltung
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Lagrange-Formalismus und lokale Phasentransformation

Ist LDirac auch invariant unter lokaler Eichtrafo? ψ → ψ
′

= eiqχ(x)ψ

LTest = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ → L
′

= ψ̄
′

(iγµ∂µ −m)ψ
′

= L − q(∂µχ)ψ̄γµψ

Lösung: muss das Feld dazunehmen Aµ mit

A
′

µ = Aµ − ∂µχ wenn ψ
′

= ψ(x)eiqχ(x), bzw.:

L = iψ̄γµDµψ −mψ̄ψ

→֒ Dµ = ∂µ + iqAµ

L noch nicht komplett, tue “freies Vektorfeld” 1
4
FµνF

µν dazu

Wellengl. des Photons: ∂µF
µν = jν ; ∂µ∂

µAν − ∂ν (∂µA
µ)

︸ ︷︷ ︸

=0 in Lorenzeichung

= jν

ist invariant unter Aµ → A
′µ = Aµ − ∂µχ

Wellengleichung eines massiven Vektorbosons (Feld W mit Masse MW ):

(∂µ∂
µ +M2

W )W ν − ∂ν(∂µW
µ) = jν

Unter W µ → W
′µ = W µ − ∂µχ→ Extraterm in Wellengl.: −M2

W∂
µχ

⇒ Problem bei Vektorfeldern mit Masse!
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Eichfreiheit und Photonpolarisation

Betrachte im Folgenden freies Photon mit 3-er Impuls || z-Achse

Wellengleichung: ∂µ∂
µAν = 0, Polarisation: Aµ = N ǫµ

︸︷︷︸

Polarisation (Vierervektor)

e−ikx

Lorenz-Bedingung (LB) ⇒ ∂µA
µ = 0⇒ kµǫ

µ = 0

Beispiel: Photon mit kµ = E(1, 0, 0, 1), ǫµ = (1, 1, 0, 1) erfüllt LB

⇒ LB ↔ |ǫ0| = |ǫ3|

Eichtrafo mit χ = e−ikx

−iE
⇒ A

′µ = Aµ − ∂µχ = interaktive Aufgabe (0, 1, 0, 0)e−ikx

⇒ kann Feld so umeichen, dass ~k · ~ǫ = 0 (Coulombeichung)

Feld A hat 4 Freiheitsgrade (DoF):

• 1 DoF durch Lorenzeichung festgelegt

• Masselosigkeit → 1 DoF

⇒ es bleiben 2 DoF: mit ~k = (0, 0, k):

transversal polarisiert ~ǫ1 = (1, 0, 0) ~ǫ2 = (0, 1, 0)

zirkular polarisiert ~ǫλ=+ 1

2

= − 1√
2
(1, i, 0) ~ǫλ=− 1

2

= 1√
2
(1,−i, 0)
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Bemerkungen zum Lagrange-Formalismus

• Klassische Mechanik: L = T − V
QFT: L wird axiomatisch festgelegt

• Aus Lagrangedichte lassen sich Feynman-Regeln der Theorie ableiten
(Verallgemeinerte Koordinaten oder Pfadintegral)
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Lagrangedichte, Bewegungsgleichungen und Feynmanregeln

Freies Elektron Wechselwirkung mit Photonfeld Freies Photon

Lagrangian
LFrei =

ψ̄( 6p−m)ψ

LInt =

−qψ̄γµψAµ

Lfrei =

− 1
4FµνF

µν

Euler-Lagr.gl. ( 6p−m)ψ = 0 → = qγµΨAµ | qψ̄γ
µψ = jµ = ← �Aµ = 0

︸ ︷︷ ︸

(Lor. Eichung)

Propagatoren:

∼ quadratische

Terme in Lfrei

K̃ = 1

−i( 6p−m)

= −
( 6p+m)
p2

−m2

=
i

P

s

uū

p2
−m2

≡ i
ψψ̄

p2 −m2

gµν
�Aν = 0

D̃µν = i·−gµν

q2

=
i

4P

λ=1

ǫ(λ)∗
µ ǫ(λ)

ν

q2

≡ −iAA
q2

Vertices

∼ iLWW

P
Photonpolarisationen: → i

4P

λ=1

ǫ(λ)∗
µ ǫ(λ)

ν =
P

T

ǫ
T∗

µ ǫ
T
ν

| {z }

transversal

+ ǫ
L
µ∗ǫ

L
ν

| {z }

longitudinal

+ ǫ
S∗

µ ǫ
S
ν

| {z }

skalar

(s. Halzen & Martin Seite 139 ff)


