Zur physikalischen Deutung
und darstellungstheoretischen Analyse
der konformen Transformationen von Raum und Zeit?)

Vorn H. A. Kastrup

Inhaltsiibersicht

Es wird versucht, die Skalentransformationen und speziellen konformen
Transformationen von Raum und Zeit als ortsunabhéngige und ortsabhingige
Umeichungen der Lingeneinheit zu interpretieren. Dabei zeigt sich, da die
Zuordnung von Lingendimensionen zu physikalischen Gré8en gleichbedeutend
ist mit der Forderung, daB diese zu einer Darstellung der Skalentransforma-
tionen gehéren. Eine darstellungstheoretische Analyse mittels der Cartanschen
Methode der hochsten Gewichte ergibt, daB zu Tensoren als Liangendimensionen
immer ganze Zahlen gehoéren.

Alle Darstellungen endlichen Grades der 1bparametrigen konformen
Gruppe lassen sich mittels zweier 4dimensionaler Spindarstellungen konstru-
ieren, indem man von der schon bekannten Eigenschaft der Dirac-Algebra
Gebrauch macht, daB diese sich als Lie-Algebra der konformen Transforma-
tionen von Raum und Zeit auffassen liBt. Dabei hat man solche Kombinationen
der y-Matrizen, wie sie auch in der Theorie der schwachen Wechselwirkungen
(V—A-Kopplung) auftreten.

Stellt man die Lie -Algebra der konformen Gruppe im Raum der Funktionen
mit den Koordinaten z# dar, so zeigt sich, daB dies nicht mit einer positiv
definiten Metrik moglich ist und daB die Eigenvektoren der Energie-Impuls-
Operatoren, die ebenen Wellen, kein vollstindiges System bilden. Es scheint,
dafB die physikalisch interessanten Darstellungen unendlichen Grades der kon-
formen Gruppe nicht die unitiren sind.

Ferner besteht ein Zusammenhang zwischen den vier Operatoren, die die
infinitesimalen speziellen konformen Transformationen erzeugen, und den
quantenmechanischen Ortsoperatoren.

SchlieBlich zeigt sich, daB die bekannten, zur inhomogenen Lorentz-
Gruppe gehorigen Felder wegen ihrer Unsymmetrie in den Léngendimensionen
nur eine unvollstindige Darstellung der konformen Gruppe bilden.

Einleitung

Wenige Jahre nach der Arbeit: ,,Zur Elektrodynamik bewegter Korper
von A. Einstein?) stellten E. Cunningham?) und H. Bateman?) fest, daB

1) Miinchener Dissertation 1962.

2) A. Einstein, Ann. Physik 17, 891 (1905).

3) E. Cunningham, Proc. London Math. Soc. 8, 77 (1910).
1) H. Bateman, Proc. London Math. Soc. 8, 223 (1910).
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die Maxwellschen Gleichungen nicht nur gegeniiber Lorentz-Transforma-
tionen, sondern auch gegeniiber der allgemeineren 15parametrigen konformen
Gruppe von Raum und Zeit invariant sind. Das sind die Koordinatentrans-
formationen, die das vierdimensionale Linienelement ds in ein Vielfaches von
sich iiberfiilhren. Da man nicht wuBte, was diese Invarianz physikalisch
bedeutete, erregte sie zundchst mehr das Interesse der Mathematiker als das
der Physiker. F. Klein hat das oft beklagt®), und auf seine Anregung hin
stellte E. Bessel-Hagen®) mit Hilfe der E. Noetherschen Sitze7?) die
zusétzlichen fiinf Erhaltungsgréfen auf, die aus der Konform-Invarianz
folgen.

Neue Anregungen kamen aus den Arbeiten von H. Weyl®), die eine
Erweiterung der allgemeinen Relativitdtstheorie zu einer Theorie, die auch
noch die Elektrodynamik mit umfassen sollte, zum Ziele hatten. Weyl ging
davon aus, daB in einem Raume die EinheitsmaBstibe an verschiedenen
Punkten nicht gleich zu sein brauchen, sondern daf ein bestimmter metrischer
Zusammenhang besteht, der die Verinderung der EinheitsmaBstibe von
Punkt zu Punkt bestimmt. Dieser Zusammenhang sollte beschrieben sein
durch ein Vektorfeld, das Weyl mit den elektromagnetischen Potentialen
identifizierte. Die Moglichkeit der Umeichung entsprach eine verallgemeinerte
konforme Transformation des Linienelementes, die er mit der elektromagne-
tischen Eichgruppe und der Erhaltung der Ladung in Verbindung brachte.

Diese Ideen haben viele interessante mathematische Untersuchungen zur
Folge gehabt?1%), aber die physikalische Interpretation hat sich nicht durch-
setzen konnen; denn als die Quantenmechanik bald darauf zeigte, daB die
Erhaltung der Ladung offenbar mit der Phasentransformation zusammen-
hing, resignierte Wey]1 schlieBlich und widerrief seine friihere Deutung?é).

Die Weylschen Arbeiten hingen nicht unmittelbar mit der 16parametrigen
konformen Gruppe zusammen. Diese spezielleren Transformationen riickten
wieder mehr in das Gesichtsfeld durch Untersuchungen zur Konform-Invarianz
des Maxwellschen Feldes und der Dirac-Gleichung von P. A. M. Dirac?),
besonders aber im AnschluB an die sogenannte ,,New Relativity von Pagel8),
bei der in Verallgemeinerung der speziellen Relativitdtstheorie auch gleich-
formig beschleunigte Bewegungen zugelassen waren. In mehreren Ar-
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Berlin 1927, S. 77{f.
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1923, Kap. I1.
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1) D. Veblen, Proc. Nat. Acad. Sci. USA 19, 462, 503 (1933).
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13) J. A. Schouten u. J. Haantjes, Math. Ann. 113, 568 (1937).
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beiten1?-21), vor allem in denen von J. Haantjes?2)23) und E. L. Hill124-26),
wurde der Zusammenhang von konformen Transformationen und gleichformig
beschleunigten Bezugssystemen untersucht.

Aber auch diese physikalische Interpretation hat sich nicht als sehr fruchtbar
erwiesen, obschon sie die einzige ist, die heute in der Literatur noch eine
gowisse Aktualitdt besitzt27)28). Der Mangel liegt einmal darin, daBl die gleich-
formig beschleunigten Bewegungen in der Natur bei weitem nicht die Bedeu-
tung haben, die denen konstanter Geschwindigkeit zukommt, zum anderen
ist der mit der Beschleunigung eng verkniipfte Kraftbegriff in der relativi-
stischen Mechanik zur Beschreibung det physikalischen Erscheinungen, vor
allem bei Mehrkorperproblemen, anscheinend nicht mehr so geeignet wie in
der klagsischen Mechanik. Wir werden diese Deutung der konformen Gruppe
daher durch eine andere und einfachere ersetzen.

Neues Interesse an der Konform-Invarianz entstand in den letzten zehn
Jahren durch die Physik der Elementarteilchen: Als man beim Durchsehen
der experimentellen Ergebnisse mehrere Erhaltungssitze fand, die iiber die
bekannten, aus der Lorentz-Invarianz folgenden von Energie, Impuls usw.
und den der Ladung hinausgingen, schien es notwendig, nach neuenInvarianzen
zu suchen, da wegen der Noetherschen Sitze?) gruppentheoretische Sym-
metrien und ErhaltungsgroBen eng miteinander verkniipft sind. Bei dieser
Suche war es naheliegend, auch die konforme Gruppe heranzuziehen.

Hier besteht jedoch eine alte Schwierigkeit: Die relativistischen Glei-
chungen fiir freie Felder von Klein, Gordon und Dirac sind nur dann
konforminvariant, wenn man die Masse mittransformiert, und zwar reziprok
zam Linienelement4). Dieses hat zur Folge, da8 man mit den Noetherschen
Methoden keine Erhaltungssitze bekommt, die man ja doch schlieBlich haben
mochte.

Trotz dieses Mangels ist eine groBe Zahl von Arbeiten erschienen, die sich
meistens mit der mathematischen Analyse, aber auch mit physikalischen
Problemen befassen.

Schon ziemlich frith haben F. Bopp und F. L. Bauer auf die mégliche
Bedeutung der konformen Gruppe fiir eine Theorie der Elementarteilchen hin-
gewiesen und den engen Zusammenhang zwischen der Lie-Algebra dieser
Gruppe, den Dirac-Matrizen und gewissen Modellen der Feldmechanik
betont2#-31). Y. Murai®®)33) untersuchte die unitiren Darstellungen der zu
den konformen Transformationen von Raum und Zeit isomorphen sechs-
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H. A. Kastrup: Analyse der konformen Transformationen von Raum und Zeit 391

dimensionalen Drehungen in Analogie zu der Arbeit von V. Bargmann3?)
iiber die homogene Lorentz-Gruppe. Vor allem geometrische Betrachtungen,
die sich zum Teil an die allgemeine Relativititstheorie anlehnen, findet man
bei R. L. Ingraham3-37), der auch eine von Murai3) angegebene Spinor-
gleichung analysiert hat3%). Konforminvariante Gleichungen wurden ebenfalls
untersucht von F. Giirsey),J. A. McLennan?!)4?) und 8. A. Bludman®).

Eingang in die Quantenfeldtheorie hat die konforme Gruppe erst in letzter
Zeit durch H. P. Diirr, W. Heisenberg und Mitarbeiter44) gefunden, die die
Invarianz gegeniiber Dilatationen betrachteten und auf den Zusammenhang
mit der indefiniten Metrik hinwiesen. J. E. Wess hat darauthin in zwei
Arbeiten%)48) die Bedeutung der konformen Transformationen fiir die freien
Felder quantenfeldtheoretisch untersucht und ist zu negativen Ergebnissen
gekommen, die aber zu einem groBen Teil daher rithren, daB er einen Hilbert-
Raum mit definiter Metrik voraussetzt, was, wie wir sehen werden, offenbar
nicht moglich ist. '

Bei der Vielfalt der Auffassungen iiber die Bedeutung der konformen
Transformationen, erscheint es am vordringlichsten, eine einfache und konsi-
stente physikalische Interpretation fiir sie zu finden. Dies wird in I unter-
nommen. An Hand der mathematischen Formulierung des Messens mit MaB-
stiben wird gezeigt, daBl man die Dilatationen und speziellen konformen
Transformationen als ortsunabhingige und ortsabhingige MaBstabsumeichun-
gen ansehen kann. Fiir die Dilatationen, die wir auch ,.Skalentransformationen‘
nennen wollen, ist diese Interpretation in der Literatur schon iiblich3?)%4)47),
Wir werden zeigen, daB sie sich auf die speziellen konformen Transformationen
iibertragen 1i8t. Die Forderung nach Invarianz der physikalischen Grund-
gleichungen gegeniiber diesen beiden Koordinatentransformationen ist daher
gleichbedeutend mit dem Prinzip, daB das beobachtete physikalische Geschehen
unabhingig ist von den Langeneinheiten, mit denen man mift. Da es bisher
keine Griinde gibt, an diesem Prinzip zu zweifeln, sollte jede physikalische
Theorie gegeniiber Dilatationen und speziellen konformen Transformationen
invariant sein!

Wir nehmen mit dieser Deutung einen Grundgedanken der Weylschen
Uberlegungen wieder auf, fassen ihn jedoch mathematisch anders!

Da es fiir die Charakterisierung von Punkten in Raum und Zeit mittels
Koordinaten iiberfliissig ist, daB diese dimensionsbehaftet sind, werden wir
am SchluB des Kapitels an Stelle der x# dimensionslose Koordinaten definieren.
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Diese fithren unmittelbar zu den Drehungen in sechs Dimensionen. Es zeigt
sich, daB3 man die neuen Koordinaten, die zunichst nur mathematische Hilfs-
groBen zu sein scheinen, in anschaulicher Weise physikalisch interpretieren
und rechtfertigen kann.

In II werden wir die konforme Gruppe darstellungstheoretisch analysieren
und die Ergebnisse mit der Deutungshypothese von I vergleichen. Aus der
Struktur der Lie- Algebra, besonders aus den Eigenschaften des die infinite-
simalen Skalentransformationen erzeugenden Operators D, ergibt sich, daf
offenbar physikalisch nur Darstellungen mit indefiniter Metrik in Frage
- kommen, wihrend die unitdren Darstellungen32)33) physikalisch uninteressant
zu sein scheinen. Da die Skalentransformationen einem einfachen physikalischen
Prinzip entspringen, hat man damit eine elementare Begriindung fiir die Ein-
fithrung einer indefiniten Metrik, die in der Physik wegen der Schwierigkeiten
mit der Wahrscheinlichkeitsinterpretation bisher mit einer gewissen Skepsis
betrachtet wurde. Wir werden auf das Deutungsproblem nicht eingehen, aber
die Unvermeidbarkeit eines solchen Darstellungsraumes zeigen.

Fiir den Fall der Darstellungen endlicher Dimension stellt sich heraus,
daB die Eigenwerte von D ganze oder halbganze Zahlen sind. Dies bedeutet,
dafl physikalische GroBen nur ganze oder halbganze Lingendimensionen
haben koénnen, und zwar Tensoren nur ganze, Spinoren nur halbganze!

Ein weiteres Ergebnis ist, daf bei den Darstellungen mit indefiniter
Metrik die Eigenvektoren der Energie-Impuls-Operatoren kein vollstandiges
System bilden. Dieses und die indefinite Metrik betreffen zwei der Voraus-
setzungen der Lehmann-Killenschen Spektraldarstellung von Vakuum-
erwartungswerten wechselwirkender Felder48)#), bei der angenommen wird,
daB das Energie-Impuls-Eigenvektorsystem vollstindig und die Metrik definit
ist. Da mit dieser Darstellung eng die Divergenzen der Quantenfeldtheorie ver-
knupft sind, ist es vielleicht mdglich, mit Hilfe der konformen Gruppe zu
einer konvergenten Feldtheorie zu kommen, &hnlich wie das beim Lee-
Modell50) durch die indefinite Metrik erreicht w1rd51)

Als nichstes werden wir die endlichdimensionalen Darstellungen der kon-
formen Gruppe nach der E. Cartanschen Methode der hichsten Gewichte52)
klassifizieren und besonders die beiden Spindarstellungen untersuchen, aus
denen sich die abrigen Darstellungen konstruieren lassen. Hier nutzen wir aus,
daB die Algebra der Dirac-Matrizen isomorph ist zu der Lieschen Algebra
der konformen Gruppe. Der Dilatationsoperator D wird dabei durch iy,
dargestellt. Nun beschreiben die Eigenwerte von y; den Schraubungssinn der
Neutrinen und Antinentrinen, die sogenannte ,,Chirality‘‘53), und bei schwachen
Wechselwirkungen die extrem-relativistische Helizitéit — das ist die Projektion
des Spinvektors auf die Impulsrichtung — der Fermionen mit Masse. Damit
hat man einerseits eine physikalische Deutung der Eigenwerte von D gewonnen,
andererseits die Helizitat, die in den letzten Jahren im Zusammenhang mit
der Paritatsverletzung eine so grofie Bedeutung bekommen hat, auf ein

48) G. Kiallen, Helv. phys. Acta 25 ,417 (1952).

49) H. Lehmann, Nuovo Cimento 11, 342 (1954).

50) T, D. Lee, Physic. Rev. 95, 1329 (1954).

) G. Kallen u. W. Pauli, Dan. Mat. Fys. Medd. 80, No. 7 (1955).
52) E, Cartan, Bull. Soc. Math. France 41, 53 (1913).

53) . Watanabe Physic. Rev. 106, 1306 (1‘)57)
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elementares physikalisches Prinzip zuriickgefithrt. Die Uberlegungen lassen
sich ohne Widerspruch auf das elektromagnetische Feld iibertragen.

Ferner sieht man, daf die raumlichen Spiegelungen aus dem vierdimensio-
nalen Diracschen Spinraum herausfithren und die Paritdtsverletzung somit
nicht an die Zwei-Komponenten-Theorie gebunden ist. AuBlerdem ergibt sich
eine einfache Begriindung fiir die sogenannte V-A-Kopplung, mit der man
in letzter Zeit so erfolgreich die schwachen Wechselwirkungen beschrieben
hat 54)55),

Im weiteren sind die Darstellungen der Lie- Algebra im Raum der Funk-
tionen der z* und der homogenen Koordinaten untersucht und die Eigen-
funktionen zu den Differentialoperatoren der Dilatationen und speziellen
konformen Transformationen angegeben.

Beim skalaren Feld haben die von der Feldvariation herriihrenden Anteile
der Operatoren der speziellen konformen Gruppe als Eigenwerte die Koordi-
naten x*, multipliziert mit 2i. Man erhélt also durch diese Gruppe Orts-
operatoren,

SchlieBlich wird gezeigt, daB die vier elektromagnetischen Potentiale
mathematisch ein unvollstindiges System bilden, das aber durch zwei weitere
Komponenten vervollstindigt werden kann. An diesem Beispiel wird gleich-
zeitig erldutert, wie man physikalische GroBen und Gleichungen so umschreiben
kann, daB ihre Konform-Invarianz unmittelbar in Erscheinung tritt. Das
dabei erhaltene System der Max wellschen Gleichungen ist identisch mit dem
von Diracl?) auf etwas anderem Wege schon frither abgeleiteten.

Der Anhang enthalt die wichtigsten Definitionen und Sitze iiber Vektor-
riume mit indefiniter Metrik, die in IT benutzt werden.

I. Zur physikalischen Deutung
1. Die Transtormationen der Koordinaten x*

Eine ,,Linge " oder ,,Entfernung* E in Raum und Zeit setzt sich zusammen
aus einem raumlichen Anteil E, und einem zeitlichen E,. Dabei ist E, charak-
terisiert durch zwei physikalisch vorgegebene Raumpunkte P, und @,, z. B.
den beiden Spitzen eines Reiflzirkels, und deren , kiirzeste Verbindungslinie®,
die wir uns durch den Weg eines Photons von P, nach @, definiert denken.
Entsprechend ist E, bestimmt durch zwei Zeitpunkte P, und @,, z. B. durch
zwei aufeinanderfolgende Nulldurchginge eines Pendels. Eine Raum-Zeit-
Lénge F ist dann z. B. durch die beiden Knicke in der Spur eines 7-y-e-Zer-
falles und die Lebensdauer des u-Mesons gegeben.

Diese Definition von Linge ist zundchst ohne Bezug auf irgendwelche
Einheiten, die erst durch den MeBprozeS hereinkommen. Er besteht darin,
daB wir eine rdumliche Lange e, auszeichnen, sie zum , Mafistab® erkliren
und £, mit ihr vergleichen, d. h. nachsehen, wie oft ¢,, lings der kiirzesten
Verbindungslinie abgetragen, in £, enthalten ist. Ist diese ,,MaBzahl dr, so
sagen wir, daf3 ¥, die Lange dr habe, gemessen in der Einheit e,. Bei festem
E, ist dr eine Funktion des MaBstabes e,. Ersetzt man diesen durch einen
davon verschiedenen, so dndert auch dr seinen Wert.

1) R. E. Marshak u. E. C. G. Sudarshan, Physic. Rev. 109, 1860 (1957).
%) R.P. Feynman u. M. Gell-Mann, Physic. Rev. 109, 193 (1957).
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Entsprechend zeichnen wir ein bestimmtes Zeitintervall e, aus, nennen das
dieses Intervall periodisch reproduzierende Gebilde ,,Uhr*‘, und vergleichen
andere Zeitintervalle damit. Im Prinzip kann man e, wohl unabhingig von e,
wihlen, da wir jedoch spezielle Relativitidtstheorie treiben wollen, eichen wir
unsere Uhr ¢, in Einheiten e,, indem wir den Weg, den das Licht in der zu
messenden Zeit E, zuriicklegt, mittels e, messen. Die zugehorige MaBzahl
sei da0.

Im folgenden werden wir beliebige vorgegebene Lingen mit E,, B, oder K
bezeichnen, Mafistdbe und Uhren mit den entsprechenden kleinen deutschen
Buchstaben e,, ¢, und e. Prinzipiell kann zwar jede Lange als Ma8stab dienen,
der Begriff ,MaBstab‘ beinhaltet jedoch mehr als der Begriff , Lange®,
némlich die Forderung oder Ubereinkunft, beliebige vorgegebene Léingen mit
einer bestimmten, z. B. dem Urmeter in Paris, zu vergleichen. Dal} diese
Forderung realisierbar ist, macht Messen, und damit Physik, iiberhaupt erst
moglich!

Bei der mathematischen Formulierung dieser Uberlegungen nehmen wir

- . - 1 2 .
an, daB die ,,Summe** von zwei MaBstiben, ¢, +- ¢,, worunter man sich anschau-
o :

lich die Diagonale des von (14, und e, aufgespannten Parallelogramms vorstellen
moge, wieder einen MaBstab bildet, daBl diese Summenbildung kommutativ
und assoziativ ist, daB es einen ,,NullmaBstab‘* o gibt, der durch e, + 0 = ¢,
definiert ist, und schlieBlich, daB es zu jedem MaBstab e, genau einen zweiten
— e, gibt, fir den e, + (—e¢,) = 0 gilt. Diese Annahmen bedeuten, daB die
MaBstdbe eine additive abelsche Gruppe bilden.

Weiter sollen die e, die ,,Multiplikation mit den reellen Zahlen dr, den
MaBzahlen, gestatten. Dabei gelten folgende Rechenregeln:

dr(1e,+2,)=drér+dr3,, le,=e,
1 2 2 2 1 2
(dr 4 drye, —dre, 4 dre,, (drdr)e, = dr(dre,).

Der Vorteil, die MaBzahlen mathematisch als Differentiale aufzufassen, wird
sich bald herausstellen.

Aus Erfahrung wissen wir, daf3 man mittels der Mafizahlen jede Lange &,
aus drei GrundmaBstidben e, e,, e; linear kombinieren kann:

E, =dre=dxle,.

(Summationskonvention: iitber gleichlautende, oben und unten vorkommende
Indizes wird summiert; lateinische Indizes laufen von 1 bis 3, griechische
von O bis 3).

Nehmen wir nun noch die Zeit F, hinzu, so bekommen wir:
E=E,+E =dse=dxte,. ‘ (1)

Dabei miissen wir noch den Zusammenhang zwischen der MaBzahl ds von E
und ihren Komponenten dz# angeben. Wir setzen:

ds = |/ (dv)?
dr? = (dax®)? — (dx1)? — (dx?)? — (da®)? (2a)
= dz, dx*, falls dz2 >0
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und nennen E dann zeitartig;

ds =}/ —(dv)?, falls de2< 0. (2b)
In diesem Fall heiBt E raumartig.
Fiir
d72 = 0 sei auch ds = 0. - (2e)

In (2a) ist dr, definiert durch
' dx, = g, dz*,

mit gog = — gy = — J99 = — ¢33 = 1, alle iibrigen g,, = 0.

_ Da sich die Grofien g, spiter nicht mehr bei allen Transformationsgruppen
wie die Komponenten eines Tensors zweiter Stufe transformieren sollen,
nennen wir das System (g,,) nicht ,,metrischen Tensor‘‘ sondern ,,metrischen
Operator*, oder kiirzer: ,,Metrik*.

Wir wollen nun zusétzlich zu den Differentialen dz* den Zahlen z# selbst
einen physikalischen Sinn geben. Dazu denken wir uns jedem Raum-Zeit-
Punkt P genau ein Zahlenquadrupel (y) = (3°, ¥, 42, ¥®) zugeordnet. Die Art
dieser Zuordnung ist an sich vollig beliebig und kann ohne jeden Zusammen-
hang mit den dx* geschehen, man hat lediglich darauf zu achten, dal jedem
Raum-Zeit-Punkt eineindeutig ein Quadrupel (y) entspricht. Um aber auf dem
Boden der speziellen Relativitidtstheorie zu bleiben, wihlen wir diesen Zu-

o .. 51 0 .
sammenhang so: Es seien ¢, die Mafstibe im Punkte O — (z#) — wir nennen

die y*in unserem Spezialfall jetzt x# — und dg:” die Maf3zahlen der Linge OP,
wobei P ein zu O ,infinitesimal benachbarter Punkt ist. Hierbei ist zu
bemerken, daB ,,infinitesimal“ innerhalb des mathematischen Formalismus
der Differentiale gemeint ist. Physikalisch kann der Punkt P von O durchaus
eine endliche Entfernung haben.

Fiir die Koordinaten von P setzen wir nun:

0
o=k L det, pu=0,1,23. (3)
Fiir spater ist wichtig, daB durch (3) die Koordinaten x#* zu maBstabs-
0
abhingigen Zahlen werden, da, wie erwihnt, bei festem OP die dx* von der

Wahl der 2” abhingen. Diese Eigenschaft der Koordinaten ist offenbar unnétig,
da man Punkte in Raum und Zeit ja auch durch unbenannte Zahlen charakte-
risieren kann.

Dariiber hinaus gilt in der speziellen Relativititstheorie noch folgende
weitere Vereinfachung: Es wird angenommen, daB die MaBstdbe, die sich an
verschiedenen Punkten befinden, alle die gleiche Linge haben, d. h. bringt

man einen MaBstab ¢ vom Punkte P; auf beliebigem Wege an den Punkt P,,
so soll er, gemessen mittels g, von P, die MaBzahl 1 haben. Das gleiche soll
gelten, wenn man 423 von P, nach P; bringt. Ferner: Wenn diese Relation
zwischen ; und 3 sowie zwischen ¢2a und g besteht, so soll sie auch zwischen é

3 3
und e bestehen, wobei e zu einem dritten Punkt gehort.

Indem nun die spezielle Relativititstheorie diese MaBstdbe ein fiir allemal
festhilt, lassen sich die physikalischen Aussagen mittels der Koordinaten a#



396 Annalen der Physik. 7. Folge. Band 9. 1962

allein formulieren. Das ist inzwischen so zur Gewohnheit geworden, daBl dabei
die Voraussetzungen nicht mehr deutlich in Erscheinung treten. Dadurch,
daB wir diese beriicksichtigen, wird sich eine einfache physikalische Deutung
der konformen Transformationen ergeben. Bevor wir darauf eingehen, wollen
wir kurz die Aussagen der speziellen Relativititstheorie formulieren.

Da es keine physikalisch ausgezeichneten Punkte in Raum und Zeit gibt,
konnen wir in (3) g:“ durch ;)cl‘ -+ a#, a* konstant, ersetzen, ohne daB sich an
der Physik etwas #dndert. Wegen d(g:l‘ + a*) = dgz” geht 2# in x# - a* iiber.
Das ist unsere erste Invarianzgruppe, die Translationen:

T,: o' =a+ea, p=201273. (I
Der Index ,,4 soll die Anzahl der unabhingigen Parameter kennzeichnen!

Da es weiter wegen (1) fiir die Charakterisierung der Lange E bei festem e
nur auf die MaBzahl ds ankommt, kénnen wir die e, durch vier andere, eben-
falls ortsunabhiingige e, ersetzen, wenn nur ds’ = ds. Dabei ist wesentlich,

daB ds’ nach der gleichen Vorschrift wie ds aus seinen Komponenten dx*’
berechnet wird:

ds? = ds'? = 4 da' dx),.
Aus der Transformation der e,:
e,=r,e, p=020,1,23, (4)
wobei die I, ortsunabhingig sind, sowie
dz' ¢, = dx* e, und dx* dx, = dz* dzx,

folgen
dxt’ = I+, da¥
und
Lx=pn
0 =6, = .
S [

Da wir zunéchst nur solche Transformationen betrachten, die sich durch stetige
Anderung der Parameter in die Identitdt iiberfilhren lassen, verlangen wir
noch det (I) = 1, 1% > 0. Wegen (3) und der Konstanz der Koeffizienten in
(4) erhalten wir unmittelbar die homogenen Lorentz-Transformationen
der a#:
Ly: o =2, InLA=6,, det()=1, 1% >0. (IT)
Damit sind im Rahmen der speziellen Relativitdtstheorie alle kontinuier-
lichen Koordinatentransformationen gegeben, solange wir die Langeneinheiten
festhalten. Tun wir dasnicht, und es besteht prinzipiell kein Grund, bestimmte
MaBstibe auszuzeichnen, so ist die einfachste Transformation, die neuen Maf3-
stabe als ein Vielfaches der alten zu wihlen:

e:Qe’> e,u:Qe;u /,L=O,1,2, 3, . (5)
mit ortsunabhingigem ¢ > 0. Da sich an der physikalisch vorgegebenen Linge
E dabei nichts dndert, gilt:

E=dse=datre,=ds ¢ =da e,.

Daraus folgt:

. ds' =pds, dx* = odax*,

bzw. wie oben
Dy: a¥' =ga*, 0>0, u=20,1,2,3. (I1T)
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Dies sind die sogenannten ,,Dilatationen‘‘. Der Name ist etwas irrefithrend,
da hier, im Gegensatz etwa zur Zeitdilatation in der speziellen Relativitats-
theorie, keine physikalische Dehnung der MaBstibe gemeint ist, sondern
lediglich ihre Umeichung: Konkretisiert bedeutet die Gleichung dse = ds’ ¢’
etwa: b m = 500 cm, mit ¢ = 100! Es ist daher zweckmaBiger, an Stelle von
,,.Dilatationen‘‘ fiir (I1I),,Skalentransformationen* zu sagen. Da jedoch der
Name ,,Dilatationen’ im Zusammenhang mit der mathematischen Form des
Transformationsgesetzes (III) sehr verbreitet ist, werden wir ihn weiterhin
mitbenutzen. Man hat sich dabei immer die obige physikalische Interpretation
vor Augen zu halten.

Transformationen, die wie die Skalentransformationen die Einheiten
dndern; wollen wir allgemein als ,,Eichtransformationen‘* bezeichnen und sie
unterscheiden von den ,,maBstabsfesten‘, die die Einheiten festlassen. Zu den
letzteren gehéren die Gruppen I und II.

Der Begriff der ,,Eichtransformation” stammt von H. Weyl8). Es sei
schon hier auf den Unterschied zu seiner mathematischen Formulierung der
Eichungen hingewiesen: Diese geschehen bei Weyl dadurch, daB er den me-
trischen Operator (g,,) mit geeigneten Funktionen f2(x) multipliziert, die Ko-
ordinaten aber festhilt. Bei uns ist es gerade umgekehrt: Wir halten bei den
Skalentransformationen und den noch zu diskutierenden speziellen konformen
Transformationen die g,, fest und erzeugen die Eichungen durch Koordinaten-
transformationen. Die daraus entstehenden wesentlichen Einschrinkungen
fiir die Funktionen f werden wir weiter unten ausfiihrlich erdrtern.

Im AnschluB an (IIT) wollen wir noch den Begriff der ,,Dimension‘‘ defi-
nieren. Zunichst nehmen wir an, da8 sich alle vorkommenden physikalischen
GréBen A nach einer Darstellung der homogenen Lorentz-Gruppe (II) trans-
formieren. Der Einfachheit halber sprechen wir hier nur von Tensoren. Die
Aussagen iibertragen sich analog auf Spinoren.

Die Tensoren A bilden ein System reeller Zahlen, die den MaBzahlen dx*
entsprechen. Bei einer Skalentransformation D; multiplizieren sich die 4 mit
einem Faktor o™:

A—pmA.

Die Tensoren 4 bilden also eine Darstellung der Skalentransformationen.

Wir werden spiter zeigen, daB zu Tensoren immer ganze m, zu Spinoren
immer halbganze m gehoren ; halbganze Zahl bedeutet: ganze Zahl 4 1/2.

Wir nennen m die ,Lingendimension von 4, abgekiirzt (L™). Diese
Definition der Dimension hat den Vorteil, daB man prizise mathematische
Aussagen itber sie machen kann, sie ist allerdings unanschaulicher als die
konventionelle: So gehéren E und e beide zur GroBenart ,,Lange*, aber E ist
,,dimensionslos‘* und e hat die Dimension (L~1)! Es wire natiirlicher, e die
Dimension einer Linge zuzuschreiben, dann hétten jedoch die MaBzahlen dx*
die Dimension (L1); durch unsere obige Festsetzung behalten die Tensoren
A ihre konventionellen Lingendimensionen !

SchlieBlich ist es keineswegs notwendig, daf die EinheitsmaBstibe an ver-
schiedenen Raum-Zeit-Punkten alle gleich lang sind: Man kann in Miinchen
in Metern, in Hamburg in Ellen, heute in Minuten und morgen in Sekunden
messen usw., ohne daB dies an der Physik etwas dndert. Man mufl nur wissen,
wie man die an verschiedenen Raum-Zeit-Punkten gewonnenen MeBergebnisse
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gleichartiger physikalischer Prozesse ineinander umzurechnen hat. Dies
bedeutet, daB die neuen EinheitsmaBstibe aus den alten durch Multiplikation
mit einem ortsabhingigen Faktor ¢ (z) hervorgehen:

e =g(x)e.
Hieraus und aus £ = ds e = ds’ e’ folgt:
ds' = ¢ (z) ds. v
Zunéchst ist die Funktion ¢ (x) beliebig. Sie 148t sich jedoch aus der Forderung
bestimmen, daB sie mittels Koordinatentransformationen erzeugt werden soll.
Das ist eine plausible Integrabilititsbedingung, da wir wie bisher an einem
engen Zusammenhang zwischen MaBzahlen und Koordinaten festhalten wollen.
Allerdings wird dieser nicht mehr ganz so einfach wie in (3) sein konnen. Die
Forderung nach Integrabilitit ist ein wesentlicher Unterschied zu der Weyl-
schen Auffassung und wird weitreichende Konsequenzen haben.
Setzen wir
ds'? = 4 da*' da,,

so folgt aus den obigen Formeln:

dzt' dx), = 02 (x) da* dix,,. (6)
Die g,, halten wir hierbei fest! Macht man den Ansatz:

ah' = (),
so folgt aus (6):

afr e =02()8 0, =£, (Ta)
bzw.:
o5 20, ' = 02(2) 8); w,A=0,1,2,3. (7b)

Man rechnet leicht nach, daB die obigen Transformationen eine Gruppe
bilden: Gehort58)
oy(@) 2 2 = gi(x) und oy(2’) = oflg(2)] zu ¥ = [ (),
so gehort ) )
05 (@) = orlg(®)] - 0,(x) zu 2" = fr[g(x)] = k¥ (x). (8)
Wir haben nun die f#(z) und o (x) mit Hilfe der Differentialgleichungssysteme
(7a) oder (7b) zu bestimmen. Diese Systeme sind nach S. Lie%) einfach zu
16sen, wenn wir zundchst nach den Transformationen fragen, die eine mit der

Einheit kontinuierlich verbundene Gruppe bilden. Wir kénnen uns dann auf
infinitesimale Werte der Parameter beschrianken. Setzen wir

' = 4 o2¢, u=20,1,23

und beriicksichtigen wir nur die in dz# linearen Glieder, so bekommen wir an
Stelle von (7a) die Differentialgleichungen:

8,(62”) 4 & (8z,) = (6 2(x) —1) 6,5 m,»=0,1,2,3. (9)

56) Herrn H. Pfister danke ich fiir Diskussionen zu den folgenden Uberlegungen.
57) 8. Lie u. F. Engel, Theorie der Transformationsgruppen. Leipzig 1893, Bd. 3,
S. 3141f.
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Da die dx# sich wie Vierervektoren transformieren und auBlerdem in den
moglichen Parametern linear sein miissen, machen wir fiir sie den Ansatz:

dxt = b#,; x* 2* 4 hohere Potenzen von z.

Die Terme, die zu den Transformationen I—III gehéren, sind fortgelassen
Setzt man diese infinitesimalen Transformationen in (9) ein und beachtet man,
daB sie mit den Gruppen I—ITI zusammen wieder eine Gruppe bilden, so
erhdlt man nach Lieb7):

dar = 2xk(x-x) —o* 2%, u=020,1,2,3. (10)
Hieraus und aus (9) berechnet man:
alx)=1—2xz. (11)

Als endliche Transformationen erhalten wir schlieBlich :
Ci: ¢ = o 1(x) (x* — c 2?)
6(x) =1—2¢-x -+ c®a2.
Das sind die speziellen konformen Transformationen. Man bestéitigt leicht,
daB die Relation (6) durch (10) tatsdchlich erfillt wird.

Die Beziehung (6) ist noch in folgender Hinsicht von Bedeutung: Fiir die
Physik ist der Unterschied von raumartigen und zeitartigen Entfernungen
wesentlich, da nach der speziellen Relativitidtstheorie raumartig zueinander
liegende Ereignisse nicht ursichlich verkniipft sein konnen. Wegen des Faktors
o2(z) in (6) sind Raumartigkeit und Zeitartigkeit auch bei konformen Trans-
formationen invariante Eigenschaften, wenn man wie wir Entfernungen
mittels der Differentiale dz# beschreibt. Hatten wir diese Begriffe an die
Koordinaten z* gebunden, so wiren wir in Schwierigkeiten gekommen, da

(Iv)

z'2 = o1 (x) 2

und o(z) auch negativ sein kann.

Fiir die physikalische Interpretation der Gruppen I1II und IV ist not-
wendig, dal sie kommutativ sind; denn erfahrungsgemiB ist das Ergebnis
zweier MaBstabsumeichungen von der Reihenfolge unabhiéingig! Bei den
Dilatationen ist die Kommutativitdt unmittelbar zu sehen! Bei den Trans-
formationen IV zeigt man sie so: Mit Hilfe der Transformation durch reziproke
Radien

R: x"'=~:—:, p=0,1,23, (12)

kann man ein Element €' der Gruppe C; folgendermaBen darstellen:
C=RT(c) R. (13)

Hierhei bedeutet 7 eine Translation. Wegen RR =1 ist die Behauptung
klar, da die Translationen kommutativ sind. Ebenfalls aus (13} sieht man
sofort, dafl die Transformationen IV eine Gruppe bilden.

Weiter bilden D; und C{ zusammen wieder eine Gruppe, die in folgendem
Sinne ,. kommutativ* ist: Da auch die durch die Gruppen I, IT oder IV trans-
formierten dx* sich bei D; wie die urspriinglichen verhalten sollen, entnimmt
man aus (6), daB o (xr) dimensionslos sein muf}, die ¢* also die Dimension (L)
haben. Wegen dieser Invarianz von ¢ bei Dilatationen kommt es daher fiir
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die Wirkung auf ds nicht auf die Reihenfolge zweier Transformationen C und D
an. Wir erhalten in beiden Fillen:

ds >polds.

Aus den gleichen Griinden erkennt man tbrigens, dal ¢(x) bei homogenen
Lorentz-Transformationen eine Invariante ist, die ¢# sich also wie Vierer-
vektoren transformieren.

Da die ¢# voneinander unabhingig sind, kénnen wir ¢ &= 0 annehmen und

cl‘ c
o(z) = cz<z” — c—z) (xu —c—;‘>
schreiben. Liegt daher der Punkt P auf dem Lichtkegel

L(c)=<x1'~2—:> (x,‘—%>= 0,

so haben alle Langen, die mit den MaBstiben von P gemessen werden, die Maf3-
zahl Unendlich. Anschaulich bedeutet dies, daf3 die neuen, durch die ¢# charak-
terisierten MaBstidbe, gegeniiber den fritheren so verschwindend klein sind,
daB die neuen MafBzahlen iiber alle Grenzen wachsen.

Die Transformationen I—IV bilden zusammen die eigentliche konforme
Gruppe Cf.

Zum AbschluB seien noch kurz die Spiegelungen erwihnt, da wir sie spiter
brauchen werden.

Die rdumlichen Spiegelungen P erhalten wir, indem wir das MaBstabs-
kreuz (e, e,, ¢5) durch sein inverses ersetzen:

P: g=¢, ¢¢=—e¢, i=1,2,3. (14)

Da sich an der vorgegebenen Lange E dabei nichts dndert, gilt fiir die MaB-
zahlen:

da® = da®, dz"’ = —dai,
bzw. fiir die Koordinaten selbst :
P: oY =2% a'=-—zi, 1=1,2,3. (19)

Die Zeitspiegelung 7' bedeutet, daB wir die Uhr ¢; im selben Rhythmus

wie vorher riickwirts laufen lassen:
T: éo=—¢, ei=c¢;, =123, (16)
Wie oben folgt:
dz¥ = — da®, dx’ = dz';

T: 29 = — 20, ¥ =t

2, Die Transformationen der Koordinaten n#, », 1

Wir haben schon erwiahnt, dafl die Eigenschaft der Koordinaten a*,
dimensionsbehaftet zu sein, iiberflissig ist, da man Punkte, im Gegensatz zu
Léngen, auch durch unbenannte Zahlen charakterisieren kann. Indem wir in
geeigneter Weise zu dimensionslosen Koordinaten iibergehen, erreichen wir
gleichzeitig, daB die Transformationen IV linear werden. Zu diesem Zwecke
denken wir uns den Mafstab e in (1) dargestellt durch eine reelle Zahl », die
sich bei den Gruppen I bis IV wie e transformiert, d. h. bei Translationen und
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homogenen Lorentz-Transformationen invariant ist und bei Skalentrans-
formationen und speziellen konformen Transformationen sich so transformiert :

® =plu; » =o(x)x. (17)
Das so definierte » entspricht dem Heisenbergschen [-1 44)%). Jedoch haben
wir vorerst keine dynamische Theorie, aus der wir einen Zahlenwert fiir »

berechnen konnten. x als elementare Linge einzufiihren, ware daher verfriiht.
Als neue Koordinaten definieren wir nun:

=z, u=020,1,23. (18)
Sie sind offenbar dimensionslos. Aus (18) folgt fiir die Differentiale:

1 ]
dax = dn a:—Z; dx. (19)

Setzen wir sowohl fiir die x# wie fur die #* ein durch (3) definiertes Lorentz-

System voraus, d. h. sind P, und P, zwei infinitesimal benachbarte Punkte
1

2
mit den Koordinaten ::-" bzw. 117/‘ und z* bzw. 127/‘, 80 ist da# =?x“~x",
2
dn* = ;7"~717". Zusammen mit (18) und (19) folgt hieraus dx = (. Dieser
Wert fir dx ist translations-, lorentz- und dilatationsinvariant, aber nicht
konforminvariant. Die Eichung dx = 0 beinhaltet daher offenbar gleiche
Léangeneinheiten an allen Punkten, wihrend dx == 0 orstabhingige Einheiten
bedeutet. Fiir dx = 0 kann man den zahlenméaBigen Zusammenhang zwischen
dz*, dn* und x in zweierlei Weise bestimmen: Entweder man gibt x zugleich
mit der Wahl von e einen bestimmten Zahlenwert, mifit dx# und rechnet

2 1
daraus die Differentiale dy* aus. Oder man setzt dn* = n* — n#, millt dx#
und bestimmt aus beiden .

Es erweist sich als zweckmiBig, auBler » noch die tiberzéhlige Koordinate

_ A=1nx? (20)
einzufithren. Zwischen den Koordinaten #*, %, 1 besteht dann die Bindung:
e —n A =0. (21)

Mit Hilfe von (17) erhalten wir an Stelle der Transformationen I—IV:
Ty n* =nf+arn, u=123.0,
= (Ia)
AV o=2a, 1 +ax + 2
Ly : o =1~ U

w o= bt = o, (I1a)
A=2 det () =1, ¥ >0,

Dy: oy =g
#' =gl (111 a)
A =9l

Ci: nt'=qpr—cti
#=—2¢cn +x+c22 (IVa)
A=1.

8y H. P. Diirr u. W. Heisenberg, Z. Naturforschung 16a, 726 (1961).
27 Ann. Physik. 7. Folge, Bd. 9
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Da die Koordinaten der Bindung (21) unterliegen, ist es zweckméiBig, zu
den Differentialen d#*, dx, dA iiberzugehen. Man rechnet leicht nach, daf die
quadratische Form

de? = dn, dy — dx dA (22)

bei den Transformationen Ia—IVa eine Invariante ist. Das ist der bekannte
Satz, daB die konforme Gruppe von Raum und Zeit isomorph ist den Drehungen
in sechs Dimensionen 9).

Man erhélt die iibliche quadratische Normalform, wenn man » == 2% — #5,
A = n* 4 7P setzt. Wir werden jedoch » und A beibehalten, da sie eine unmittel-
bare physikalische Bedeutung haben. '

Fiir die MaBzahl ds erhalten wir:

d1? = + ds? = x2 de?,
woraus man das Transformationsverhalten von ds unmittelbar ablesen kann.

Die Spiegelungen (15) und (16) kann man in den neuen Koordinaten auf
verschiedene Weisen definieren. P z. B. durch

=%, 7'=-n, i=123,

i = A= 1; (232)
oder:

7]0’ _ 77 l — 771’

o — l’=——l (23b)
und schlieBlich:

#o= Mr :0713273:

7t =7 I (@50)

#=—xn, N=-—1,

wenn man 7° = 29 x|, ¢ = 2 . x setzt®). Die letzte Transformation ist jedoch
zu den beiden ersten nicht dquivalent, da sie zu einer anderen Determinante
fiihrt. Die Mehrdeutigkeit kommt dadurch herein, da man wegen (17) nicht
% > 0 vorschreiben kann; denn ¢ (z) ist nicht immer positiv. Entsprechendes
wie (23) gilt fir die Zeitumkehr 7.

Die Transformation mittels reziproker Radien lautet:

R: o =un», u=20,1,23,
¥=—1, N=—u.
Statt dessen hiatten wir auch

(24)

7]/" = — y]/"
# =21 A==
schreiben konnen.
Zum SchluB sei noch erwihnt, daf die allgemeine konforme Gruppe Cy;
ebenso wie die Lorentz- Gruppe aus vier getrennten Stiicken besteht). Man

erhilt die dbrigen drei Stiicke €7, C? und C™ aus (15 durch die Operationen
P, T, R und R, wobei R

=t W'=2A N==x
bedeutet.

) R. Brauer u. H. Weyl, Amer. J. Math. 57, 425 (1935).
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Indem man voriibergehend die Koordinaten »* und #? einfiihrt, sieht man,
daB C" durch P oder R, C! durch 7 oder R und C' durch PT, PR, RT oder
RR erzeugt werden.

I1. Darstellungstheoretische Analyse

1. Die Liesche Algebra
Da die Struktur der Vertauschungsrelationen der die infinitesimalen Trans-
formationen erzeugenden Operatoren O, einer Lieschen Gruppe unabhéngig
von der speziellen Art der Darstellung ist, konnen wir diese Relationen aus

einer beliebigen treuen Darstellung gewinnen. Fiir die Gruppe C1 wihlen w1r
dazu die Drehungen Ia—IVa. Die O, sind definiert durch

dn®

dy' =dy+ 0,7 dy, dy={ dn® |. (1)
de
ai
Die 1” sind die 15 unabhingigen infinitesimalen kanonischen Parameter der
Gruppe Ci5. Die Parameter a# und c# sind schon kanonisch. Bei Lg und D,
setzen wir:
l’.‘v=6lz+w{‘v: Wpy = — Wyy
e=1+4«.
Durch Vergleich von Ia—IVa mit (1) kénnen wir die O, bestimmen. Nennen
wir die Erzeugenden der Translationen P,, die der homogenen Lorentz-

Transformationen M,, — — M,,, die der Skalentransformationen D und
schlieBlich die der speziellen konformen Transformationen K,, so ist z. B.:
10 R
Po={ 0 b=l
0. . ... T e
2. . ... e e |

Die Punkte bedeuten Nullen!
Multiplizieren wir diese Operatoren noch mit i, so erhalten wir als Ver-
tauschungsrelationen 24)46):

[Mn).: M;w] =1 (glu Mml _gn,u Mh' + [/ M).;z — Gy Mx[l) (23‘)

[M’d’P#] = 1(gau Pn—gn/x P;) . ‘ (2b)
[(P.. P,]=0 (2¢)
D, M,,]=0 (2d)
D, P,1=:P, ‘ (2e)
(D,K,)=—i K, (2f)
[Ky K, ] =0 (2g)
[K2, Pu]: 2i(gluD_Mlu) (2h)
M.z, K.u] = i(g;,,, K, — Tnp Kj). (2i)
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Aus (2h) entnimmt man, daB sich mittels Translationen und speziellen
konformen Transformationen die homogene Lorentz-Gruppe und die Dilata-

tionen erzeugen lassen. Da man andererseits aber wegen I, (13) die Gruppe C;
aus Translationen und Spiegelung mittels reziproker Radien aufbauen kann,
14Bt sich die gesamte Gruppe Ci; aus den Gruppen 'y und R konstruieren.

Im Zusammenhang mit (2h) ist noch folgende Beziehung besonders inter-
essant, die man auf dem gleichen Wege wie jene gewinnt:

K,P,—K,P,=—2M,; »u=012S3. (3)

Fir rdumliche Indizes entsprechen die Gin. (3) bis auf den Faktor —2¢
genau der Definition des Drehimpulses in der klassischen Mechanik :

M=1tXp.

Es liegt deshalb die Vermutung nahe, da3 der Imaginérteil von K, in bestimm-
ten Darstellungen eng mit den Koordinaten z, zusammenhingt. Das wird sich
bestitigen! Wegen dieser Eigenschaft der K, bedeutet (2h) fiir A = u eine
Verallgemeinerung der Vertauschungsrelationen der gewohnlichen Quanten-
mechanik: Der Kommutator von Orts- und Impulsoperator ist keine c-Zahl
mehr, sondern, bis auf Zahlenfaktoren, der Dilatationsoperator D!

Aus der Tab. 2 sieht man ferner, wie sich die vier Gruppen I--IV so zu-

sammenfassen lassen, daB neue echte Untergruppen der C7; entstehen:
Gs=(Lg,D1), Go =(Lg,Ty), Gr=I(Ls,C), Gs=(Ty Dy
Go=(Cs, Dn), Go=(Li, Dy, Ts), Gu= (LD Cy).

Wichtig ist, dal der Komplex (7', C4 ) keine echte Untergruppe ist, sondern

schon die ganze Gruppe Cs selbst bildet. Das liefert noch ein Argument fiir
die physikalische Interpretation. Wenn man, wie es in der Literatur38)39)

geschieht, die C§ als Beschleunigungstransformationen, also als maBstabsfest
ansieht, die Dilatationen aber als Eichgruppe, so ist physikalisch schwer zu

verstehen, wieso das Produkt von maBstabsfesten Transformationen, ¢y und
T,, eine Eichtransformation ergeben soll. Bei unserer Deutung tritt diese
Schwierigkeit nicht auf.

Weiter entnimmt man aus (2), daB die Translationen in Gy, Gg und Gy,
die speziellen konformen Transformationen in G, Gy und G;; Normalteiler sind.

Die ganze Gruppe C;3 dagegen ist wieder einfach!

2. Das Eigenwertspektrum der Dilatationen und die indefinite Metrik

Wir denken uns nun die Gruppe C; dargestellt in einem Raum mit einer
metrischen Bilinearform, iiber die wir nicht voraussetzen, dafl sie positiv
definit ist. Dal} es solche Darstellungen gibt, sieht man an den Drehungen
Ta—IVa. Die Operatoren in (2) sind dann g-hermitesch (s. Anhang).

Ist A ein g-hermitescher Operator, dem klassisch eine GréBe mit der
Lingendimension (L™) entspricht, so erwarten wir, wenn wir noch ¢ = e*
setzen: _

A4 —e*D 4 g—taD — gmr 4. (4)
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Das ist in Einklang mit (2); denn fiir |x|<€ 1 erhalten wir fiir 4 = M,
wegen m = 0:

D, M, }=0,
und fiir 4 = P, wegen m = — 1:
iD, P,]=—P,,
sowie schlieBlich fiir 4 = K, wegen m = 1:
i [D, K,] = K,

Wir definieren also im Hilbert- Raum die Dimension einer GréBe durch ihren
Kommutator mit dem Dilatationsoperator D: A4 hat die Léngendimension
(L™), wenn gilt:

t[D,Al=mA.

Hat der Operator 4 den Eigenwert ¢ mit dem zugehorlgen Eigenvektor

|@), so hat nach (4) A den Eigenwert ¢”* a, wenn wir 4 auf |a) anwenden.
Wir bekommen also den transformierten Eigenwert, wenn wir den Eigenvektor
untransformiert lassen:

Alay =ema|ay.

Um das Eigenwertspektrum des Operators D zu bestimmen, gehen wir
aus von den Relationen (2e), (2f) und (2h), und zwar fir A =y = 0:

(D, Py)l=1i P, (ba)
[D, K] = —i K, (5b)
[Ky, Py) = 2i D. (5¢)

Ist nun |s) ein Eigenvektor von D zum Eigenwert s, fiir den ferner
noch

Pylsy =0, Kyls)=+0
gilt, so folgt aus (5a) und (5b):

DP,|sd=(s+ 1) Py|s) DK,ls) = (s—i) K, |s).

Py |s> bzw. K, |s) sind also ebenfalls Eigenvektoren von D mit den Eigenwerten
s 4+ ¢ bzw: s — 4. Fiir Darstellungen endlichen Grades bedeutet dies, daB D
kein hermitescher Operator in einem Raum mit positiv definiter Metrik sein
kann, da solche Operatoren nur reelle Eigenwerte haben. Wohl aber kann ein
g-hermitescher Operator komplexe Eigenwerte haben. Wenn wir also iiberhaupt
eine Metrik einfilhren wollen, so kann es nur eine indefinite sein. Das liegt

daran, daB die Gruppe Cf; nichtkompakt ist.
Der vorige SchluBl 148t sich aus physikalischen Griinden auf Darstellungs-
riume unendlicher Dimension iibertragen: Bei unitdren Darstellungen der

Cys, die von unendlicher Dimension sein miissen, kann |s> sicher nicht zum
betreffenden Hilbert- Raum gehéren, da man sonst wie oben schlieBen kénnte.
Dies bedeutet, daBl das Spektrum von D kontinuierlich sein mufl. Nun werden
wir in b sehen, daBl in den physikalisch interessanten Fillen ein kontinuier-
liches Spektrum von D zu unendlich vieldeutigen Funktionen fiithren wiirde.
Solche Funktionen sind aber physikalisch sinnlos, da man ja doch eine ein-
deutige Abbildung der physikalischen Situation auf die mathematischen
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GroBen haben méchte. Fordert man nun die Eindeutigkeit der Funktionen,
so wird das Spektrum von D diskret. Man kann dann jedoch keine unitdren
Darstellungen im Sinne einer positiv definiten Metrik mehr haben. Es sieht
daher so aus, als ob die unitdren Darstellungen?32)33)45)46) gerade nicht die
physikalisch interessanten sind$0).

Satz: Bei einem Darstellungsraum endlicher Dimension
sind die Eigenwerte von D mit Ausnahme der Nullrein imagi-
ndr. Der Imagindrteilist eine ganze oder halbganze Zahl.

Beim Beweis schlieBen wir uns eng an den des entsprechenden Satzes der
dreidimensionalen Drehgruppe an®l). Da es fiir die Rechnung bequemer ist,
ersetzen wir in den vorigen Formeln s durch ¢ s:

Dlsy>=1is|s)
und
DP,|s) =i(s+ 1) Py|s> (6a)
DK, |s) =i (s—1) Ky |sD. (6b)
Wir definieren nun:
Ky |s)=|s—1) (Ta)
und zeigen:
Pyls>=p, |8+ 1>. (7b)

Da der Darstellungsraum nach Voraussetzung eine endliche Dimension

hat, gibt es ein grofBtes s = S, so daB
P, |8y =0,
d. h. pg = 0 sein muB. Damit ist (7b) fir s = § bewiesen. Mit Hilfe von (dc)
zeigt man weiter, daf
@Gs—1=20s +2s, s=8, S—1, usw.,; (8)
denn es ist:
Py|s— 1) = Py K, |s) = (K, Py, — 2i D) |s)>
= Ko Py |8 + 28 [ = (g, + 25) |&>.

Wegen p; = 0 erhilt man fiir die Rekursionsformel (8) die Losung:

s =8(8S+ 1)—s(s+ 1).

Wendet man andererseits K, wiederholt auf |S) an, so muB es; ebenfalls
wegen der endlichen Dimension, schlieBlich ein s’ geben, fiir das |8’ + 1> == 0,
aber |s"> = 0 . Daraus folgt wegen (7b) py = 0. Die hier in Frage kommende
Lésung dieser Gleichung ist ' = — (§ 4- 1). Durch Abzdhlen der Vektoren

8>, |[8—1>,...,|—8
schlieBt man, daB 28 4 1 eine natiirliche Zahl sein muB}, d. h. § kann die

Werte 0, % , 1, % , usw. annehmen. Fiir gegebenes S durchliuft s die Werte

s=8,8—-1,..., =8.
Damit ist der Satz bewiesen.
60) Herrn Professor W. Heisenberg und Herrn Dr. Schlieder danke ich fiir klarende
Diskussionen zu diesen und einigen anderen Fragen.

61) B. L. van der Waerden, Die gruppentheor. Methode in d. Quantenmech., Berlin
1932, Kap. III.
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Da D rein imaginire Eigenwerte hat, kénnte man zunichst vermuten, da
es schief-hermitesch ist. Diese Annahme widerspricht jedoch den Gln. (5),
was man sofort sieht, wenn man dort zum Hermitesch-Konjugierten iibergeht.
Als Folgerung unseres Satzes ergibt sich, dafl

(8|s) =0, (—s|s) +0 wenn s==0;
denn die Normen der Eigenvektoren, die zu imaginiren Eigenwerten von
g-hermiteschen Operatoren gehoren, verschwinden, wihrend das Skalarprodukt
von Eigenvektoren, die zu konjugiert-komplexen Eigenwerten gehoren, nicht
verschwindet (s. Anhang).

Schreiben wir (7a) und (7b) noch etwas symmetrischer, so erhalten wir
die Beziehungen

Pylsy =V (8—a)(S+s+1)|s+ 1)
K=V +s)(8—s+1)|s—1),

mit deren Hilfe man leicht verifiziert, daB |s) auch Eigenvektor von
1
?(P0 K, + K, Py} — D*?

zum Eigenwert S(8 + 1) ist.

Physikalisch bedeutet unser Satz, daB es nur ganze oder halbganze Lingen-
dimensionen gibt und daB zu einer positiven Dimension auch immer die ent-
sprechende negative gehort! In 4 wird sich herausstellen, daBl zu Tensoren
immer ganze, zu Spinoren immer halbganze Lingendimensionen gehéren.
Hieraus folgt z. B., daB das cgs-System in der Elektrodynamik darstellungs-
theoretisch inkonsistent ist!

3. Die Unvollstiindigkeit des Eigenvektorsystems der Energie-Impuls-Operatoren P,
und der Operatoren K# der speziellen konformen Gruppe

Wir wollen folgenden Satz beweisen:

Satz: Es sei Aein g-hermitescher Operator, der mindestens
einen vonNull verschiedenen Eigenwert und die Lédngen-
dimension (L™), m =0, hat. Dann ist das Eigenvektorsystem
von A unvollstindig!

Nach unserer Definition der Lingendimension eines Operators gilt fiir 4:

t[D, Al =mA. (9)
Wir nehmen nun an, das Eigenvektorsystem von A4 sei vollstindig und die
Metrik des Darstellungsraumes nichtentartet. Dann gilt fiir jeden Eigenvektor
|a> von A4 (s. Anhang):
. {a*|a) =+ 0. (10)
la*) ist der Eigenvektor von 4 zum konjugiert-komplexen Eigenwert a*.
(10) ist die Verallgemeinerung von {a|a) == 0 bei hermiteschen Operatoren in
Rédumen mit positiv definiter Metrik.

Wenden wir Gl. (9) auf |a> an und multiplizieren wir von links mit

{a*|, so erhalten wir:

a{a*|D|ay) —a{a*|D|a) = —ima<{a*|a). (11)
Die linke Seite von (11) verschwindet. Da m == 0, @ == 0 vorausgesetzt war,
muf auf der rechten Seite (a* |a) = 0 sein, im Gegensatz zur Voraussetzung
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(10)! Die Annahme, dal} das Eigenvektorsystem von A4 vollstdndig ist, fithrt
also zum Widerspruch.

Zu (11) ist jedoch zu bemerken, daB die linke Seite nicht ohne weiteres
definiert ist, falls die GroBen {a* |D|a) nicht endlich sind. In diesem Fall hat
man erst geeignete Grenziiberginge zu definieren. Man denke etwa an die
Matrixelemente von ebenen Wellen in Hilbert- Raumen mit positiv definiter
Metrik. Dieses Beispiel ist allerdings hier nicht ganz zutreffend, da wir
keine positiv definite Metrik mehr voraussetzen konnen. Unabhingig von
den obigen Uberlegungen werden wir spiter sehen, daB unser Satz auch im
Funktionenraum fiir die Operatoren P, und K, richtig bleibt.

Falls 4 nur den Eigenwert Null hat und das zugehérige Eigenvektor-
system vollstindig ist, muBl 4 der Nulloperator sein! Angewandt auf P, und
K, bedeutet das wegen (2h), daf3 auch D und M,, Nulloperatoren sind. Es

handelt sich hierbei offenbar um die Darstellung von Ci5 durch die Identitt.
Werden daher P, und K, nicht durch den Nulloperator dargestellt und
haben sie trotzdem nur den Eigenwert Null, so ist jhr Eigenvektorsystem
ebenfalls unvollstandig. Wir werden solche Beispiele kennenlernen !

Man sieht hieraus, dafl der obige Satz auf den Fall, dal kein Eigenwert
a =+ 0 existiert, verallgemeinert werden kann, wenn man von der Darstellung
durch die Identitdt absieht!

Angewandt auf die Operatoren P, und K, liefern die vorstehenden Ergeb-
nisse einige wichtige Konsequenzen fiir die iibliche Quantenfeldtheorie. Die
dort auftretenden Divergenzen sind eng verkniipft mit der Spektraldarstellung
der Vakuumerwartungswerte von Feldoperatoren wechselwirkender Felder,
die von G. Killen?) und H. Lehmann%’) angegeben worden ist. Zu den
wenigen wesentlichen Voraussetzungen dieser Darstellung gehoren die positiv
definite Metrik und die Volistindigkeit des Eigenvektorsystems der Energie-
Impuls-Operatoren.

Diese Voraussetzungen sind offenbar nicht mehr erfiillt, wenn man aufler
der inhomogenen Lorentz-Gruppe noch die Skalentransformationen in
Betracht zieht. Da diese Gruppe einem verninftigen physikalischen Prinzip
entspringt, besteht zundchst kein Grund, sie beiseite zu lassen. Vielleicht ist
es moglich, in dem durch die Gruppen III und IV erweiterten Darstellungs-
raum mit einer indefiniten Metrik zu einer konvergenten Quantenfeldtheorie
zu kommen. Dall dies nicht leere Hoffnungen sein miissen, hat sich am
Lee-Modell®%) gezeigt. Im Gegensatz zur Folgerung aus der Lehmann-
Killenschen Spektraldarstellung ist dort das Verhiltnis von renormierter
und nichtrenormierter Kopplungskonstante unendlich. Wie W. Pauli und
G.Killen nachwiesen®!), hingt dies damit zusammen, dafl das Lee-Modell
nur im Rahmen einer indefiniten Metrik konsistent ist.

4. Die Darstellungen endlichen Grades

Die endlichen irreduziblen Darstellungen der homogenen Lorentz-
Gruppe gewinnt man im allgemeinen aus der Eigenschaft ihrer Lie- Algebra,
das direkte Produkt zweier Lie- Algebren der dreidimensionalen Drehgruppe
zu sein®l). Das ist eine Besonderheit der homogenen Lorentz-Gruppe, die
sich auf unseren Fall nicht iibertragen laBt. Wir klassifizieren die irreduziblen
Darstellungen der eigentlichen konformen Gruppe daher nach E. Cartan®)
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mittels ihrer hochsten Gewichte. Diese Methode ist von H. Weyl eingehend
analysiert und ausgebaut worden®?). Da seine Untersuchungen unsere Gruppe
als Sonderfall enthalten, konnen wir uns kurz fassen und werden die notigen
Sitze lediglich referieren.
Es seien
M =M, My=M,, My=D

die Matrizen, welche die den infinitesimalen Parametern w! = %, w? = @,
w3 = & zugeordneten Elemente der Lie- Algebra (2) darstellen. Die Eigenwerte
h=1im o'+ my »® 4 i my w3 (12)
des Operators
H=M, o'+ M, 0?+ My 0®

heiBen dann die ,,Gewichte‘‘ der betreffenden Darstellung. Da die Operatoren
M, untereinander und darum auch mit H vertauschen, haben sie einen gemein-
samen Eigenvektorsatz und i m,;, m, und ¢ m, sind Eigenwerte von M;, M,
und M, Man zeigt, wie in 2 far die Dilatationen, daB die m,, k=1, 2, 3,
reell sind und daB die Ausdriicke

:l:mi:l:mk’ i<k7

fiir beliebige Vorzeichenkombinationen ganze Zahlen sein miissen. Daraus
folgt, daB die m, entweder alle ganze oder alle halbganze Zahlen sind.

Ahnlich 148t sich nachweisen, daBl man aus einem Gewicht 4 der Gestalt (12)
wieder ein Gewicht erhilt, wenn man dort je zwei der m, miteinander ver-
tauscht, bzw. miteinander vertauscht und gleichzeitig die Vorzeichen wechselt.
Diese Eigenschaft ist wichtig fiir die Bestimmung der hochsten Gewichte:
Ein Gewicht

B =imi o' + ms w2 + 1 mz 0
heiBt hoher als das Gewicht (12), wenn der erste von Null verschiedene Koeffi-
zient m{ — m; in A" — h positiv ist.

Der wesentliche, von E. Cartan®) stammende Satz ist nun:

Jede irreduzible Darstellung ist durch ihr héochstes Ge-
wicht eindeutig bestimmt und dieses Gewicht ist von der
Vielfachheit 1.

Vielfachheit 1 bedeutet, daB der zugehorige Eigenvektorraum eindimensio-
nal ist.

Nennen wir die Koeffizienten des hochsten Gewichtes m,, so folgt aus den
oben aufgezihlten Eigenschaften der Gewichte:

My =y =y, 4= 0, ik

Diese beiden Bedingungen kann man zusammenfassen zu
_ iy = My = |mg]. (13)
my kann auch negativ sein.

Zu jeder Kombination von entweder drei ganzen oder drei halbganzen Zahlen,
welche die Bedingung (13) erfiillen, gehort eine irreduzible Darstellung der

Gruppe C1s. Die Frage ist nun, wie man die betreffenden Darstellungen ge-
winnen kann. Eine Methode, aus gegebenen Darstellungen andere zu erzeugen,

s2) H. Weyl, Math, Z. 28, 271, (1925) u. 24, 328 (1926).
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ist die Kronecker-Multiplikation. Da sich bei ihr die Gewichte addieren
und da man jedes hochste Gewicht (m,, my, m3) aus den hochsten Gewichten

— il
h=itw

1.0, a4 1, e ()
h.+=?(zw + o? +iwd), h_:?(zw + * — 1 w?)

durch Multiplikation mit nichtnegativen ganzen Zahlen
Py= My — My,
D =My + Mg, p_=my—my
erhalten kann, 1a8t sich die Darstellung (m,, m,, m,) folgendermaflen erzeugen:
Die zu den héchsten Gewichten A, A, und k_ gehoérigen Darstellungen seien
AD, A und A). Man bilde die reduzible Darstellung
A = (ADYPe X (AD)Pe X (AO)P- |
wobei
(AD)Pr = AD x AD X ... X AV (p, Faktoren!) usw.

Sind die Vektoren v, v, und v_ die zu %, %, und %k_ gehorigen Eigen-
vektoren, so gehort der Vektor

v = v X, Pr X _?P-

zum hochsten Gewichte (m,, my, my). Den diesem Gewicht zugeordneten
irreduziblen Teilraum von A erhilt man durch Anwenden aller Operatoren
der Algebra (2) auf ». Da nach Weyl alle reduziblen Darstellungen unimodu-
larer Transformationsgruppen zerfallen®), kann man die so erhaltene Dar-
stellung zum héchsten Gewichte (m,, m,, my) abspalten. Womit unser Ziel im
Prinzip erreicht ist, wenn wir die Darstellungen AM, A(*) und A kennen.

Die ebenfalls von Weyl®) allgemein abgeleitete Formel fiir den Grad =
der Darstellungen lautet in unserem Spezialfall (m,, m,, mg):

n:.11_2(;n‘1+m2+3)(ﬁ1+?r£3+2)(ﬁ2+7ﬁ3+1)
(my — my + 1) (my — my + 2) (g — Mg + 1).

Daraus entnimmt man, daBl A® vom Grad 6, A¢*) und 4 je vom Grade 4
sind.

AM ist, wie sich zeigen wird, die durch die Transformationen Ia—IVa
gegebene sechsdimensionale Vektordarstellung. A(+) und A sind zwei indqui-
valente vierdimensionale Spindarstellungen, die sich mittels der Diracschen
y-Matrizen konstruieren lassen.

Wir beginnen mit den Darstellungen A(+) und A4, da wir durch sie eine
physikalische Deutung des Dilatationsoperators D finden werden, die sich auf
die Darstellung A% iibertragen la8t. Bei der Konstruktion der beiden Spin-
darstellungen gehen wir in der gleichen Weise vor wie P. A. M. Dirac bei der
homogenen Lorentz-Gruppe®). Da sein Verfahren von H. Weyl und
R. Brauer®) fiir Drehungen beliebiger Dimensionen erweitert worden ist,
kénnen wir deren Ergebnisse unmittelbar iibernehmen. In unserem Fall
werden sie dadurch besonders durchsichtig, daB, wie erwahnt, die Dirac-
schen y-Matrizen und ihre Produkte eine Darstellung der Lieschen Algebra

83) P, A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. London (A) 117, 610 (1927) u. 118, 351 (1928).
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der eigentlichen konformen Gruppe bilden. Hierauf haben vor allem F. Bopp
und F. L. Bauer?-31), spiter auch W. A. Hepner®) hingewiesen.

Im folgenden ist es bequem, die in Kap. I erwihnten Koordinaten #? und
7% zu benutzen.

Durch Linearisieren der quadratischen Form I, (22) erhalten wir:

de® = (B, dn* + By dy* + Bs ). (15)
Die § haben die Bedingungen
Bubs + BvBu=20us, pv=0123,
ﬂi‘——_l’ BuBu+ BuBs =0, ﬂ%:l, BuBs -+ Bs 8. =0, (16)
BaBs+ Bs =0

zu erfiillen. Dies wird erreicht durch

Bu=yuXoy, PBy=7vsX01, f5=1Xo,. (17)
Hierbei sind die y, die durch

Yulv T 7V =20w, Vs=Vo"1V2Vs
definierten Dirac-Matrizen und

01 0—i 10
a= 10)’ 2=\ o) %7 \0-—1

die Paulischen Spin-Matrizen.
Die erzeugenden Operatoren der infinitesimalen Drehungen sind, analog
wie bei der Lorentz-Gruppe, gegeben durch

D 7 z 1
M#v:—g‘ﬂuﬂ":??ﬂyvxlv Mu4=?ﬂnﬂ4=?7uy5><1
¢ 1 % 1 (18)
Mys = 5 BuBs = —5VuX03, Mys =5 o Bs = — 5 ¥5X03.
Man sieht, daB die achtdimensionale Darstellung (18) in zwei vierdimensio-
nale zerfillt. Dies sind, wie sich zeigen wird, die gesuchten Darstellungen
A und AC). Beriicksichtigen wir noch die Beziehungen

D= My
P'u:-—.M,u;—M”‘r), K‘,=M”4—Mﬂ5, lu=0,1,2,3,
die man unmittelbar aus den Drehungen Ia—IVa abliest, so erhalten wir
fiir A¢H):

1 . 1

My =5 up—reva,  D=—37s

! 1 . ! 1 . (192)
P =5yva(l—1ys), K,= Sydl+iys)

und fiir AC):

M, :%(Vu Ve Vv Vu)s D = %)’5

2 1 . 2 1 . (19b)
p, =__2"7ﬂ(1 + i ys5), KI'Z—?yl'(l_?"yf))'

%) W. A. Hepner, Preprint; s. auch R.L.Ingraham, Nuovo Cimento 10, 1060
(1958).
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Man bestatigt leicht, daBl diese Operatoren die richtigen Vertauschungs-
relationen erfiillen. Ferner sieht man sofort, daB die beiden Darstellungen
(19a) und (19b) indquivalent sind; denn eine Ahnlichkeitstransformation 8
miiBte die Eigenschaft haben, sowohl die y, wie auch 5 in die dazu negativen
Matrizen zu transformieren. Wegen der Definition von y; kann es ein solches S
aber nicht geben!

SchlieBlich haben wir noch nachzuweisen, daB (19a) und (19b) tatsichlich
die behaupteten Darstellungen sind. Wahlen wir fiir die y, die Darstellung

—1 0 01
O 1o -1 O 1o
S TN RGN WY
0 —1 —~1 0
10— 10
E\i 0 0 0 —1
278 0 N =10 o |
—i 0 0 1
—1 Ol
o —i| "
Vs = 0 i 0

und bezeichnen wir mit

u=1(1,0,0,0), u,=1(0,1,0,0), u3=(0,0,1,0), u,=1(0,0,0,1)
die Basisvektoren im Darstellungsraum von (19a), so erhalten wir als Eigen-
werte und Eigenvektoren der Operatoren Jl?[(,l, Jlll 23 und b:

1
Eigenvektoren von My zum Eigenwert % 0 ouy +uy, Ug— Uy
1 (20a)
zum Kigenwert — i1 w) — uy, 43 + u,;
1
Eigenvektoren von M,; zum Eigenwert % Ty g, Uz 4 U
1 (20b)
zum Eigenwert — - : wu —uy, ug— 4,;
L :
Eigenvektoren von 2 zum Eigenwert —1 R
' (20¢)
. 1.
zum Eigenwert — gl g, Uy

Man sieht, daB der Vektor u, 4 u, Eigenvektor von H zum héchsten Gewicht
(—é-, —1 , %) ist. Beim Ubergang von (19a) zu (19b) dndert sich das Vorzeichen
von y; und wir bekommen als hichstes Gewicht (%, %, —%) . Da die ver-

schiedenen Darstellungen der y, alle zueinander dquivalent sind, gelten
unsere obigen Aussagen iiber die Eigenwerte unabhingig von der speziell
gewihlten Darstellung. Damit ist unsere Behauptung bewiesen!
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Im folgenden werden wir die Dirac-Spinoren der beiden Rdume A(+)

1 2
und A4 mit ¢ und y bezeichnen.
Man rechnet leicht nach, daB die Transformationen
ew“rv',‘ x=12,
wobei O, die 15 Operatoren von (19a) bzw. (19b) sind, die indefiniten Formen
11 22 z e
yyp bzw. ypy, ywy=yTy, a=1,2
invariant lassen. Da eine Gruppe mit der Eigenschaft, im vierdimensionalen
Diracschen Spinraum eine Bilinearform invariant zu lassen, abgesehen von

einer Phasentransformation, maximal 15parametrig sein kann, ist die konforme
Gruppe die allgemeinste kontinuierliche Gruppe dieser Art.

Die Operatoren O, sind y4-hermitesch:

0v=y00:ry0, v=1,...,15; «=1,2. (21)
Damit folgt aus

y=0,9: V=90, a=12
Wenn wir die Darstellungen A(*)uand A zu der achtdimensionalen Dar-

stellung 4 zusammenfassen, konnen wir GréBen konstruieren, die sich bei der
konformen Gruppe wie Vektoren usw. transformieren.

Es sei
1
Y
Y=\-2
¥

ein Spinor der Darstellung 4. Dann definieren wir den adjungierten Spinor y
durch):

Pp=ytd, A=—if,f;=yv,X03 (22)

1 2
¥ hat also die Gestalt: = (¢, — ).
11 242
YYy=9yy—yy (23)
ist eine Invariante bei 4, da die Summanden einzeln bei A(+) und A invariant
sind.
Wie sechsdimensionale Vektoren transformieren sich die Gréfien:
~ Loz o2 )
bu=1yPuy=1@r.y—vy.p), p=0123,
1 2 g 1
by=1pBy =1WrsY—y 9, (24)
12 2 1
b=iyfy=yy+tyy.
Bei der Bildung von Vektoren werden offenbar die Darstellungen A(+) und
A | gemischt*‘. Aus einer einzelnen von ihnen lassen sich keine Vektoren
bilden. Man erkennt ohne weiteres das Bildungsgesetz: Tensoren gerader
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Stufe lassen sich aus einer einzelnen der Darstellungen A(+) und A kon-
struieren, Tensoren ungerader Stufe nur aus beiden. Dies folgt daraus, daB
wegen (17) das Produkt einer geraden Anzahl der § zerfallt, das einer ungeraden
Anzahl nicht.

Aus (19a) und (19b) entnimmt man wegen (1 + ¢y;) (1 —iy;) = 0, daB

P,Pr=0; K,K‘=0; o=12.
Die Darstellungen gehéren also zur Masse Null!
Die Impulse P# haben nur den zweifach entarteten Eigenwert Null, ebenso

die Operatoren K,. Das Eigenvektorsystem ist daher in Ubereinstimmung
mit unserem allgememen Satz unvollstindig. Zusammen bilden die Eigen-

vektoren der P und K “ ]edoch ein vollstandlges System. Dies ist zu erwarten,
da sowohl die Elgenvektoren von M, wie von M ;s vollstandig sind.

Besonders wichtig ist, daBl die Dilatationen durch % s dargestellt werden.

Damit haben wir einerseits die Moglichkeit, die experimentellen Konsequenzen
der Dilatation-Invarianz zu priifen, da der Zusammenhang des ,,Chirality*-
Operators i y55%) mit den Experimenten bei schwachen Wechselwirkungen ein-
gehend untersucht ist®5)%), Die Bedeutung dieses Operators liegt darin, dafl
seine Eigenwerte + 1 und — 1 die Helizitéat

o=>--2
¥
der Antineutrinen bzw. Neutrinen, und im extrem-relativistischen Grenzfall
bei schwachen Wechselwirkungen auch die Helizitdt der Fermionen mit Masse
beschreiben. (g> ist der Erwartungswert des Paulischen Spinvektors und
p der raumliche Impuls.

Andererseits kann man sagen, dafl die y;-Invarianz einen wohldefinierten
physikalischen Sinn hat, da sie eine Folge der MaBstabsunabhingigkeit der
Physik ist.

Die endlichen Transformationen

e_i iayy
bilden die Touschek-Gruppe®’). Diese stellt sich hier als ein Sonderfall der
Skalentransformationen heraus!

Die diskreten Transformationen der allgemeinen konformen Gruppe seien

am Beispiel der rdumlichen Spiegelungen behandelt. Damit die Form

Budnt + By dyt + Bs dif® (25)
dp® = dn®, dni—>—dy, i=1,2,3,

bet

dnt —>dnt, dnp®— dip
%) L. Grodzins, Progr. in Nucl. Phys. 7, 163 (1959).
66} J. J. Sakurai, Progr. in Nucl. Phys. 7, 243 (1959).
$7) B. F. Touschek, Nuovo Cimento §, 1281 (1957).
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invariant bleibt, muB der Parititsoperator P die Eigenschaften
PpyP1=py, PP P1=—4,
PBPl=p, Pp P =p

P = foBaBs = Yo VsX 02 (26)
Bei diesem P transformieren sich die Operatoren der Darstellung A4 erwartungs-
gemif: '

haben. Dies leistet

P, P,,
My — — My, P.—>_ P.
M“c—>M,-k, Kl—>K t i,k:l, 2,3
D D, K"»_"K

Man sieht ferner aus (26), daB P die beiden Darstellungen A¢+) und 4™
wechselseitig aufeinander abbildet. Der bei Dirac-Spinoren iibliche Paritéts-
operator y, stellt sich als das Produkt von P und R heraus: Da die Spiegelung
mittels reziproker Radien gegeben ist durch

dit' = —dn?, alle iibrigen dy fest,

R =1 84py By B3 85 =1 75X0, (27)
wihlen. Aus (26) und (27) folgt die Behauptung:

P-R=—iyyxl-

Falls man im Diracschen Spinraum nur homogene Lorentz - Transforma-
tionen betrachtet und die Translationen sowie die tibrigen Transformationen
dort durch die Einbeit charakterisiert, lassen sich die raumlichen Spiegelungen
mittels y, bekanntlich so definieren, daf sie nicht aus dem Raum heraus-
fithren. Dies ist offenbar dquivalent damit, da man R durch die Einheit
darstellt.

Man sieht, daBl die Parititsverletzung nicht an die Zwei-Komponenten-
Theorie gebunden ist, sondern daB sie auch bei Dirac-Spinoren schon auf-
tritt. Diese erscheinen daher besonders geeignet zur Beschreibung der schwa-
chen Wechselwirkung! Das wird bestitigt durch folgende Uberlegung: Will
man aus vier Dirac-Spinoren i, 9,, y; und y, in der Art der bisher {iblichen
Theorie eine 4-Fermionen-Wechselwirkung bilden, so ist einer der physikalisch
cinfachsten Ansitze offenbar

91 Puvaws PAyy + 9o Puyy 9y PPyy)

kann man fir R

(28)
P, = —%y,‘ (L + iys), g: Kopplungskonstante.

Dies ist aber gerade die Kopplung, mit der man in den letzten Jahren so
erfolgreich die schwachen Wechselwirkungen beschrieben hat48)53)!

Der Ansatz (28) ist jedoch noch zu sehr auf die inhomogene Lorentz-
Gruppe zugeschnitten, er ist weder dilatations- noch konforminvariant. Aber
er hat gegeniiber der mit y, gebildeten sogenannten ,,Vektorkopplung* den
wesentlichen Vorteil, translationsinvariant zu sein! Die Vektorkopplung ist
deswegen nicht gegeniiber Translationen invariant, weil diese jetzt im Spin-
raum nicht mehr durch die Einheit, sondern durch (19a) bzw. (19b) dargestellt
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werden! Welche die nach allen Seiten befriedigendste Form der Kopp-
lung ist, laBt sich wohl nur bei einer im Rahmen der allgemeinen konformen
Gruppe konsequenten Theorie der schwachen Wechselwirkungen entscheiden,
die an dieser Stelle aber nicht ausgearbeitet werden soll.

Es ist noch zu zeigen, dafl die Drehungen Ia—IVa eine Darstellung 4
bilden. Bei diesen erhalten wir als Eigenwerte von D: 0, ¢ und —i. Die zu-
gehorigen Eigenvektoren sind:

ts=20: %y =1(1,0,0,0,0,0), u;,=(0,1,0,0,0,0),
4, =(0,0,1,0,0,0), wuz=1(0,0,0,1,0,0); (29)
18 =1: u; = (0, 0,0,0,0,1)
t8=—1: u,=1(0,0,0,0,1,0).
Durch Umnumerieren und Beachten der Realitédtsverhdltnisse gewinnt man

daraus Eigenwerte und Eigenvektoren von M; und M,. Man sieht, daf} beliebige
Eigenvektoren von

s

H=M o'+ M, »* + Do?®

immer zum Eigenwert Null von je zweien der drei Operatoren M,, M, und D
gehoren. Daraus folgt die Behauptung: die Drehungen Ia—IVa bilden eine
Darstellung AV = (1, 0, 0).

Man verifiziert ferner unser allgemeines Ergebnis von 3: Das Eigenvektor-
system der Operatoren P, und K, ist unvollstindig. Die Eigenwerte sind
insgesamt Null und die Eigenvektoren eines der P, bzw. K, bilden eine vier-
dimensionale, die aller vier P, bzw. K, eine fiinfdimensionale Mannigfaltig-
keit. Die Eigenvektoren der K, und P, zusammen bilden dagegen ein voll-
stindiges System!

P? hat ebenfalls nur den Eigenwert Null, die Darstellung A" gehéort daher
zu Teilchen mit der Masse Null. Wir werden in 6 sehen, daB sich das Max-
wellsche Feld nach ihr transformiert. Wir wollen deshalb den Operator D
noch etwas ndher betrachten. Bei den Spinoren haben wir angenommen, da8 die
Eigenwerte von 2¢D die Helizitdit der Neutrinen und Antineutrinen be-
schreiben. Ubertragen wir das auf die Photonen, so miiBten sie die Helizi-
titen 2, — 2 und 0 haben. Dem entspricht zunéchst, daB8 es rechts- und links-
zirkular polarisiertes Licht gibt. Helizitdt 0 bedeutet, daBl der Spin senkrecht
zur Bahn steht. Solche ,longitudinalen’‘ Photonen sind bisher nicht beob-
achtet worden und werden durch die Maxwellschen Gleichungen verboten.
Es wird sich zeigen, daBl entsprechende Bedingungsgleichungen auch in
unserem Fall derartige Photonen nicht zulassen. Die von den Spindarstellungen
iibernommene Hypothese, dall der Dilatationsoperator D den Schraubungs-
sinn der Teilchen beschreibt, scheint also auch beim elektromagnetischen
Feld im Einklang mit der Erfahrung zu sein. Eine endgiiltige Entscheidung
148t sich allerdings auch hier wohl nur im Zusammenhang mit einer dyna-
mischen Theorie treffen.

Vergleichen wir die obigen Ergebnisse mit denen von Kap. I und beriick-
sichtigen wir noch, daBl im allgemeinen die untersuchten Spinoren, Vektoren
usw. Funktionen des Ortes sind, so kann man sagen, da8 die solchen Feldern
zugeordneten Léngendimensionen Quantenzahlen der zu diesen Feldern
gehérigen Teilchen sind. Ob sich dies auf andere GrundgroBen, wie Geschwindig-
keit und Wirkung, ibertragen 1aBt, bedarf weiterer Untersuchungen!
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5. Darstellungen im Funktionenraum

Um die Operatoren D und K, auch in Darstellungsriumen nichtendlicher
Dimension zu untersuchen, wihlen wir als ersten den Raum R [z] der Funk-
tionen f(z) mit den Koordinaten z* als Argumenten. Hier hat D die Gestalt:

D=1aa, (30)

Das sieht man so ein : Es sei ¢ (¢) eine Funktion, die mindestens einmal differen-
zierbar sein soll und die sich bei der Skalentransformation mit einer Potenz
von g, z. B. g~ multipliziere — diese zunéichst etwas merkwiirdig erscheinende
Potenz ist deshalb gewiihlt, weil sich das noch zu diskutierende Skalare Feld
so transformiert; fiir die Ableitung von (30) ist die spezielle Wahl der Potenz
ohne Belang —. Gehen wir zu infinitesimalen Transformationen iiber, so gilt:

oot =k, |o| L1

0p = ¢’ (@) — @) = —x p().
Aus beidem erhilt man:

o = ¢’ (@) — @ (z) = — x[p(z) + 2" O, @ (2)].
Dem zweiten Summanden auf der rechten Seite der letzten Gleichung ent-
nimmt man die Behauptung.
Um die Eigenfunktionen f,(x) von D zu finden, haben wir nach (30) die
Differentialgleichung

Lo ol @) =isf,(@) (31)

zu 1ésen. Den Faktor i auf der rechten Seite haben wir wie schon frither aus
Bequemlichkeit hinzugefiigt. Multiplizieren wir namlich die Gl (31) mit ¢, so
erhalten wir die Eulersche Differentialgleichung fiir homogene Funktionen

vom Grade —s:
zH 8, f,(x) = — s f ().

Eigenlosungen von D sind also alle homogenen Raum-Zeit-Funktionen, von
denen wir annehmen, daB sie, mit eventueller Ausnahme singulirer Stellen,
itberall mindestens einmal differenzierbar sind. Zu den Eigenfunktionen
gehoren insbesondere die Potenzprodukte

By (x) = (20)% (21) (@) (2®)%, —s =38+ & + 8, + 83 (32)

Damit die B, eindeutige Funktionen ihrer Argumente sind, kénnen die s, nur
ganzzahlige reelle Werte annehmen. Wéren die ## immer positiv, so lieBe sich
die Eindeutigkeit dadurch erzwingen, daB8 man nur die positiv reellen Wurzeln
zulifBt. In diesem Falle konnten die s, beliebige reelle Zahlen sein. Da die z*
aber auch negative Werte annehmen, ist das nicht moglich und dies fithrt zu
der erwihnten Einschrankung der s,.

Wiirde man nur die Eindeutigkeit einer Bilinearform der Eigenfunktionen
von D fordern, so konnte man bei geeigneter Vorsicht wohl auch zweideutige
B, d. h. halbganze s,, zulassen. Es besteht fiir uns jedoch vorerst kein AnlaB,
solche Funktionen einzufiihren: Man kann sowohl Kugelfunktionen, ebene
Wellen als auch die noch abzuleitenden Eigenfunktionen der Operatoren K,
nach den Funktionen (32), s, ganzzahlig, entwickeln. Diese bilden daher
schon ein vollstindiges System !

28 Ann. Physik, 7. Folge, Bd. 9
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DaB die s, reell und damit auch hier die Eigenwerte von D rein imaginéar
sein miissen, sieht man so: 20 sei negativ. Dann ist (20)° definiert durch

(x0)i — eilogr — ei(log |x®| + 2k 4 1)in)

= e Gk+lm . gllogl®l - p=0,41,42,...,

d. h., man bekommt abzahlbar viele verschiedene Potenzreihenentwicklungen
fir (z°)¢. Die Funktion ist also unendlich vieldeutig und daher auszuschlieBen!
Als Eigenvektoren von D kann man z. B. die Potenzprodukte B, nehmen,
nach denen man dann eine vorgegebene Raum-Zeit-Funktion in einer vier-
dimensionalen Laurent-Reihe zu entwickeln hat, falls die betreffende Funk-
tion das zuliBt. DaBl man in Laurent-Reihen entwickeln kann, ist eine
wesentliche Erweiterung und folgt daraus, dal auch negative s, vorkommen,
Analog wie bei den Dilatationen sieht man, daB die X, die Gestalt

K, == (2,2 8—220), p=0123 (33)
haben, so dall wir als Eigenwertgleichungen erhalten:
1
- 2z, 20 0, —a%9,) F,(x) =1, F, (). (34)

Da die K, kommutieren, kénnen wir die Eigenfunktionen F, (x) so wihlen,
daB sie gleichzeitig Eigenfunktionen zu allen vier Operatoren K, sind. r, sind
die Eigenwerte, die sich bei der homogenen Lorentz-Gruppe wie Vierer-
vektoren transformieren, von denen wir aber wegen der indefiniten Metrik
nicht voraussetzen kénnen, daB sie reell sind.

Gehorcht F,(x) der Differentialgleichung (34), so auch derjenigen, die man
erhilt, wenn man (34) mit x* multipliziert und iiber x summiert:

22" o, F (x)y =4ir.-aF,. (39)

Diese Differentialgleichung 148t sich leicht losen. Macht man ndmlich den
naheliegenden Ansatz:

r=r ()

Fi=-—iF,,

so erhilt man statt (35):

wobei der Strich die Ableitung nach dem Argument rgx bedeutet. Als Losungen

von (35) bekommen wir daher:
e

F.(z)=F%¢ '@ (36)

F} ist eine zundchst beliebige Konstante, die wir im folgenden = 1 setzen.

Man rechnet leicht nach, daB die F, von (36) auch der Gl. (34) geniigen.
DaB sie die einzigen mit dieser Eigenschaft sind, sicht man so ein: Ist F,
eine zweite Losung von (34) zum Eigenwert 7, so muB} auch fiir sie die Gl. (35)
gelten. Daraus folgt, da

G(z) =log F,—log i‘r
der Differentialgleichung
" 0, G(x)y =0
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geniigt, d. h. G(z) ist eine homogene Funktion vom Grade Null. Beachtet
man dies und die Tatsache, dafl sowohl F, wie F, Losungen von (34) sind,
so folgt

0,G(x) =0, fir alle y,
F_ und ﬁ’, konnen sich also hochstens um eine Konstante unterscheiden.
Damit ist unsere Behauptung bewiesen!

Ohne die Differentialgleichung (34) losen zu miissen, hitten wir die Eigen-
funktionen F, auf anderem Wege wesentlich einfacher bekommen kénnen:
Wir haben in I, (13) gesehen, dafl die speziellen konformen Transformationen.
sich schreiben lassen als RTR. Da dies auch fir die Lie- Algebra gelten muB,
erhilt man die Eigenfunktionen von K,, indem man R auf die Eigenfunk-
tionen von P, anwendet. Dies sind in unserem Fall die Funktionen ei" <.

§73
Wenden wir darauf R an, d. h. ersetzen wir die z, durch — 25180 bekommen

wir genau unsere obigen F,!

Um auch ein paar Eigenschaften von D und K, im Zusammenhang mit
einer speziellen Theorie kennenzulernen, gehen wir aus von einem kanonisch
quantisiertem Feld ¢(z), das beziiglich der inhomogenen Lorentz-Gruppe
skalar ist. Die Theorie sei auBlerdem gegeniiber Dilatationen und speziellen
konformen Transformationen invariant. Beispiele sind

6,09 =0 oder 8,0+ g¢d®=0, (37)
wobei g eine dimensionslose Konstante ist. Wie man aus den zugehérigen
Lagrange-Dichten entnimmt, hat ¢(x) die Dimension (L), transformiert
sich also so:

¢'@)=0lp@); ¢ @) =o0c@) p@). (38)

Mittels des kanonischen Formalismus und der Noetherschen Sitze?) kann
man die Operatoren D und K, in den beiden Beispielen in bekannter Weise
konstruieren46). Uns interessiert hier jedoch nicht so sehr ihre spezielle Gestalt,
sondern vor allem ihre Wirkung auf ¢ (x):

efaD (p(x) e—ixD — (p’ (1‘),

, s
elc'“K )6 iel K,

"o(x =¢'(®).
Wenn wir zu infinitesimalen Parametern iibergehen und (38) beachten,
bekommen wir die Beziehungen

i [D,pa)] =—@e)—2a" 0, p(x) - (39a)
i [Ky, )] =—2x, @) —2x, 2" 0, @)+ 2?2 0 p(x), n=0,1,2,3. (39Db)
Hier stammt jeweils der erste Summand auf der rechten Seite von der Trans-

formation des Feldes her. Ihm entspricht in den Operatoren D bzw. K, der
Anteil, der von der Feldvariation herrithrt. Bezeichnen wir diesen mit D¢

bzw. K}, so erhalten wir:
i (D%, 9(@)] = -9 (40a)
D? und K§, sind, im Gegensatz zu D und K,, Funktionen der Zeit. Wir
wihlen diese Zeit im folgenden so, daB sie mit 2 in @ () iibereinstimmt.
28*
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In den Beispielen (37) haben D? und K, die Gestalt4s):
Dr= [ &g -pdo,, Ki = [2¢0 &9 gdo,,
wobei do, das Element einer raumartigen Fliche bedeutet. Man sieht, dafl

D? und K? kommutieren und mittels der kanonischen Vertauschungsrelation

-

[0 ¢ (@), @) —go = ¢ 0(& —F)
erkennt man, dafl sie die gewiinschten Beziehungen (40a) und (40b) erfiillen.
Die Vertauschbarkeit von D? und K}, zeigt, daB diese nicht die gleichen
Eigenschaften haben wie die Operatoren D und K, selbst — dem entspricht,
daB sogar P} = 0 ist, da bei Translationen dp = ¢'(z') —@(x) = 0 —. Die
Abspaltung von D? und K ist dennoch eindeutig bestimmt durch die obige
Forderung, daB sie der von der Feldvariation herrithrende Anteil der Opera-
toren D bzw. K, sein sollen. Dieser hat deshalb besondere Bedeutung, weil er
fiir das betreffende Feld kennzeichnend ist!
Wir untersuchen zunichst die Gl. (40a). Dabei schlieSen wir &hnlich wie
in 2: Nehmen wir an, daB ein Zustand |0> existiert, fiir den

D0y =0, )]0 =0, S (41
so folgt:
DP () |0> =ig(x) |0). (42)
@(x) |0 ist also Eigenvektor von D zum Eigenwert ¢! Daraus sehen wir erneut,
daB wir eine indefinite Metrik brauchen, da man sonst zu dem Widerspruch
kommt, daBl ein hermitescher Operator imaginire Eigenwerte hat.
Da ¢(x) | 0> zu einem imaginiren Eigenwert cines g-hermiteschen Operators

gehort, mul} gelten:
O] () @(x) |05 = 0.

Weiter ist mit ¢ auch — 7 Eigenwert von D¥ (s. Anhang). Die ,,1-Teilchen-
zustinde'’ des skalaren Feldes gehoren demnach zu diesem Eigenwertpaar
von D?,

Nun beschreibt aber das masselose skalare Feld offenbar kein realistisches
physikalisches Teilchen. Unsere Ableitung gilt jedoch ganz analog auch fir
das Maxwellsche Feld; man hat lediglich ¢ (x) durch den Vierervektor a“(x)
zu ersetzen, dessen Komponenten der Gleichung

0,0a*(x) =0, u=20,1,2,3,
geniigen.

Nehmen wir auf Grund unserer fritheren Uberlegungen an, daB 2¢ D? die
Helizitdt der Photonen beschreibt, so ist unser obiges Ergebnis, daB die
1-Photonenzustinde die Helizititen 2 und —2 haben kénnen. Dies ist wie
in 4 in Ubereinstimmung mit der Erfahrung.

In diesem Zusammenhang ist noch etwas anderes wichtig: Die a#(x)
haben alle die Lingendimension (L-1), gehoren also zum Eigenwert i von
D?. Die Feldkomponente, die zu —¢ gehort, und die, da wir eine Metrik vor-
aussetzen, nach den im Anhang bewiesenen Sitzen existieren muB, ist unter
den vier iiblichen Vektorpotentialen nicht enthalten! Dies bedeutet, daB die
a* (x) darstellungstheoretisch; und bei unserer Deutung der Dilatationen auch
physikalisch, ein unvollstdndiges System bilden!
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Die Unvolistandigkeit der vier clektromagnetischen Potentiale ist nicht
an die Quantenfeldtheorie gebunden, sie folgt schon klassisch : Aus den gleichen
Griinden wie oben haben wir fiir die klassischen GréBien a# das Transformations-
gesetz

at =g la* =eli*gr, u=0,1,2,3. (43)
Dies bedeutet, daBl die Potentiale a# Eigenvektoren des Dilatationsoperators D
in einer Darstellung endlichen Grades sind —die x-Abhédngigkeit der a#ist hier,
wie fiir ihren Charakter als Vierervektoren, unwesentlich —, und zwar gehoren
sie nach (43) wie vorhin zum Eigenwert i. Dann muf} es, sowohl nach den
Ergebnissen von 2 wie des Anhangs, auch den Eigenwert — ¢ geben! Dieser
ist aber aus dem System der vier iiblichen elektromagnetischen Potentiale
nicht zu erhalten. Man muB} dieses daher erginzen! Das geschieht im nichsten
Paragraphen.

Entsprechende Uberlegungen wie hier fiir das Maxwellsche Feld gelten
natiirlich fiir andere Theorien!

Wir kommen jetzt zur Gl. (40b). Aus ihr folgt, wenn wir zusédtzlich zu (41)

K |0p=0, pu=0,1,23, (44)
annehmen:
K2 () |0) = 2iz, p(a) 0. (45)

Die Bedingungen (41) und (44) bedeuten gewisse Einschrénkungen an die
méglichen Darstellungen der Vertauschungsrelationen (39) bzw. (40), von
denen wir in Analogie zur tiblichen Quantenfeldtheorie vorausgesetzt haben,
daB sie bei geeigneter Vorsicht®®) erfiillbar sind. Das ist plausibel, da die
Existenz eines solchen Vakuumvektors einer indefiniten Metrik, soweit man
weiB, nicht widerspricht. Problematisch ist die Anwendung der kanonischen
Vertauschungsrelationen, da fraglich ist, ob sie auch in den zu (37) gehorigen
Darstellungsriumen mit indefiniter Metrik noch richtig sind. Die obigen
Schliisse sind jedoch unabhingig davon, sie setzen lediglich (39) bzw. (40)
voraus.

Da die D? und K, vertauschen, ist (45) mit (42) vertriglich: ¢(x) |0) kann
Eigenvektor zu allen fiinf Operatoren sein!

Nach (45) ist @(z) |0) Eigenvektor von K% zum Eigenwert 2i z,! Unsere
Vermutung von 1, dal der Imaginirteil der K, mit den Ortskoordinaten
zusammenhingt, hat sich also bestéitigt! Dies Ergebnis ist in verschiedener
Hinsicht interessant: Erstens erhidlt man mittels der konformen Gruppe Orts-
operatoren, was ja bei der Lorentz-Gruppe nicht unmittelbar der Fall ist.
Zweitens sind diese Operatoren eine Folge der Variation des Feldes und nicht
der Koordinaten, zumindestens nicht unmittelbar! Drittens treten die Ko-
ordinaten z* als Imaginarteile der Eigenwerte von g-hermiteschen Operatoren
auf. Das ist wichtig fiir das Deutungsproblem; denn es zeigt, daB auch die
Imaginarteile solcher Operatoren physikalische Bedeutung haben kénnen
und daB man deshalb die zugehorigen Eigenvektoren zum Raum der physika-

lischen Zustinde mit hinzunehmen muf.
Als zweiten wollen wir den Raum R [7] der Funktionen f(#*, », 1) mit den
in I, 2 eingefithrten Argumenten #*, x, 2 betrachten. Da zwischen diesen die

Bindung %? = » A besteht, setzen wir f(1, %, 1) = f (%, %).
8) A.S. Wightman u. 8. 8. Schweber, Physic. Rev. 98, 812 (1955).
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Die Gestalt der Operatoren M,,, P,, K, und D im Raum der f(, x)
ermittelt man in gleicher Weise wie die von' D und K, im vorigen Paragraphen,
jetzt mit Hilfe der Transformationsformeln Ia—IVa von Kap.I. Man sieht
aus ITa, daB die M, die Form

17

Ta? > == 0, 15 29 3,
ont v
haben. Sie besitzen also die gleiche Struktur wie im R[x]. Die Ergebnisse

dort, z. B. fir Kugelfunktionen usw. lassen sich daher ohne weiteres iiber-
nehmen. Fir P,, K, und D erhalten wir

1
5 Dy —m D), Dy =

Py=2xDy p=0,1,23 (462)
1 8 .

Ku 2—7(2"7# D(z) +1Du)a D(x):’a;’ (46D)

D= — % D. (46¢)

Als Eigenfunktionen E, von P, erhilt man:

1
B,=¢ ' —eire, (47)
Man kann also die Eigenfunktionen der Réume R([x] und R{#%] unmittelbar
ineinander umrechnen. Setzt man p, =xx,, 4 = 0,1, 2, 3, so sind die x,
dimensionslose Impulse, die man mittels der ,,MeBlinge* x in die MaBzahlen p,
umzurechnen hat. Es ist

E,=E,=¢€"n,

Die Eigenfunktionen F, von K, erhalten wir wie im R [z], indem wir den
Operator R auf ¥, anwenden:
: rey L ren Pz

F,—=RE,—¢ * —¢ " =¢ = . (48)
Man rechnet wie frither leicht nach, dal diese F, genau die Eigenlosungen
von K, sind.
Um auch hier dimensionslose GroBBen einzufiithren, kann man noch

0
2
/0‘“:%7'/‘, Fﬂ-:Fr:e n

setzen.

Die Eigenfunktionen g, von D erhalten wir aus

ixDoyg,=1isg,. (49)
Die Losungen hiervon sind offenbar
g, = f(n)’

wobei f(n) eine zunichst beliebige Funktion der ## ist. Da » auch negativ
sein kann, gelten die gleichen Schliisse wie im R[], d. h. s muB} ganzzahlig
reell sein!

Will man fiir die Eigenfunktionen von D die gleiche Umrechnungsvorschrift
vom R[z] in den R[%] wie fiir die der P, und K, haben, so hat man f(%)
so zu spezialisieren, daBl

fs=g, = [(n). (50)
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Dies ist offenbar immer moglich, da f(s)) beliebig war. Durch die Festsetzung
(50) wird wegen (47), (48) und der Bemerkungen tber dic M,, die Mannig-
faltigkeit der Funktionen, die zu der Darstellung der konformen Gruppe im
R[n] gehoren, gleich derjenigen im R[x]. Wann diese Einschrinkung ange-
bracht ist, hingt von der betreffenden dynamischen Theorie ab.

Fir die B, von (32) hat man in (50)

F) = @) () (2 (P, —s=s+ 8+ s+ s
zu setzen.

Wir finden hier unseren Satz von 3 iiber die Unvollstindigkeit der Eigen-
funktionen E, und F, bestitigt: Die F, oszillieren stark in der Umgebung
des Lichtkegels und werden auf dem Lichtkegel selbst wesentlich singuldr.
Solche wesentlich singuldren Funktionen sind aber auch im Rahmen der
Distributionstheorie nicht zu regularisieren®) und durch ein Fourier-
Integral darzustellen, was der Fall sein miilte, wenn die ebenen Wellen ein
vollstandiges System bilden wiirden. Wir erfahren also eine Erweiterung des
in der Quantenfeldtheorie tiblichen Funktionenraumes durch Funktionen, die
u. a. auf dem Lichtkegel wesentlich singuldr sind.

Dies entspricht dem Ergebnis bei den Dilatationen, nach dem Funktionen
zugelassen sind, die sich in einer Laurent-Reihe entwickeln lassen. Offenbar
kann man sowohl die E, wie die F, in einer solchen Reihe entwickeln und es
ist anzunehmen, daB8, wie bei den Darstellungen endlichen Grades, die Eigen-
funktionen von D ein vollstindiges System bilden und ebenso die £, und F,
zusammengenommen. Streng beweisen 148t sich das nur im Zusammenhang
mit einer dynamischen Theorie, aus der man auch das dazugehorige Skalar-
produkt ableitet.

6. Zur Umrechnung von GroBien und Gleichungen vom Raum
der Argumente x* zu dem der n”, »,

Zum Schlufl sei am Beispiel des Maxwellschen Feldes noch angegeben,
wie man physikalische Gréflen und Gleichungen so vom R[z] in den R[#]
umrechnet, dal die Konform-Invarianz unmittelbar in Erscheinung tritt.
Das Verfahren findet sich in dhnlicher Form auch bei Dirac!?) und geht
zuriick auf Darboux™), der es in der Potentialtheorie anwandte. Eine knappe
klare Darstellung der Methode steht bei F. Pockels™).

Die zum Maxwellschen Feld gehorenden elektromagnetischen Potentiale
a"(x) mogen erstens den Gleichungen

6, 0"a*(x) =0, u=20,1,23, (51)
geniigen. Da die a*(x) sich bei Dilatationen wie » transformieren, setzen wir
ar(x) = a* (g) —xA*(y), p=0,1,2 3. (52)

Wegen (50) bedeutet dies, daB wir die a# () als homogene Funktionen ansehen.
Das ist nur deshalb moglich, weil sie Eigenfunktionen von P% zum Eigenwert

%) I. M. Gelfand u. G. E. Schilow, Verallgemeinerte Funktionen. Berlin 1960,
Kap. I, 2, Nr. 6, Beisp. 2.

70) Darboux, C. R. Acad. Sci. Paris 88 (2), 1037 u. 1099 (1876).

1) F. Pockels, Uber die part. Diffglg. A« +- k2 « = 0 u. deren Auftreten in der Math.
Physik, Leipzig 1891, S. 195ff.
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Null sind. Man entnimmt nidmlich aus der Vertauschungsrelation
i[Ds, Pyl =—2P}, Dy=-12d, Ph=—280,

daB in diesem Spezialfall die a*(x) gleichzeitig Eigenfunktionen von Dy sein
konnen — der Index ,, B soll angeben, daB es sich um den ,,Bahnanteil‘ der
betreffenden Operatoren handelt —. Im allgemeinen, z. B. bei Wechselwirkun-
gen, wenn die a# nicht mehr zum Eigenwert Null von P% gehoren, hat man
A*# (%) in (b2) durch A# (7, ») zu ersetzen!

Aus (46a), (51) und (52) folgt, daBl die A# den Gleichungen

D,D»Ar =0, upu=20,1,2,3, (B3)
geniigen. Da die A# nicht von 1 abhdngen, gilt
D(,,) D(z) A* = 0, u = O, 1, 2, 3
und damit
(.D,, Dv — D(,{) D(l)) A” = O, n = 0, 1, 2, 3. (54&)

Dies wird ein konforminvariantes Gleichungssystem, wenn wir noch die beiden
Komponenten A4, und A, einfithren, die ebenfalls den Gleichungen

(Dy D" ~— Dy Dizy) Ay = 0

(Dy D" — Dy D) Ay = 0 (4b)
gehorchen sollen.

Man sieht folgendes: Solange man die speziellen konformen Transforma-
tionen beiseite 148t, kann man (54a) durch (53) ersetzen und hat dann zunéchst
die iblichen Gleichungen fiir die vier Potentiale A#. Dazu kommen aber noch
die entsprechenden Gleichungen fir A, und A4, auf die man nicht ver-
zichten kann, da die A* bzw. a# () allein, wie wir gesehen haben, mathematisch
ein unvollstindiges System bilden. Man sieht dies auch daran, daf3 die Trans-
lationen die Komponenten A4#, A, und A, mischen; fiur sie gilt nimlich
wegen der Gleichungen Ia von I:

Al — 4w + b A(n), U= 0,1,2,3,
Azx) - A(")’
Azl) = pr A + b? A(z) -+ A(")‘

(Wir haben die Parameter hier b* genannt, um Verwechslungen mit den
Potentialen a# zu vermeiden.)

Wegen y#' = 5# + b* x ist der Differentialoperator von (53) zunéchst nicht
translationsinvariant. Man kann die Invarianz jedoch dadurch retten, da man
an Stelle der b* die dimensionslosen b* = x b einfithrt#). Dann hingen A4#
und A zwar explizit von x» ab; das macht aber nichts aus, da in (53) keine
Ableitungen nach x auftreten und jetzt D, = D,.

Man sieht ohne weiteres, daB die obigen Uberlegungen auch dann gelten,
wenn die sechs A Funktionen von x sind, da wir von der Art der x-Abhingig-
keit keinen Gebrauch gemacht haben.

Zweitens betrachten wir die Lorentz-Konvention

o a,(x) =0, (55)
die wir analog zu (51) zu
D, 4" =0 (56)
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umschreiben. Die konforminvariante Verallgemeinerung hiervon ist offenbar:
1 .
D, A — 5 (Dyy Ay + Dy ) = 0. (57)

Die Gln. (54) und (57) sind invariant gegeniiber der Eichtransformation
A¥ —A* + Dt f, Ay—> Ao + Deo [, An—> 4w + D f,

(Dy ¥ — Dy Dipy) | = 0.
Wahlt man f so, dall

Dy (Aay + Dy f) + Dy (Ao -+ Doy f) = 0
— dies ist eine losbare inhomogene Differentialgleichung fiir f —, so hat man
fiir die neuen Potentiale A*" wieder die alte Lorentz- Bedingung (56).
Nun sind die ebenen Wellen A# = e¢* - ¢i*'1 ¢* konstant, Losungen von
(54) bzw. (52). Eingesetzt in (56) ergibt das

7, e’ = 0.

Hieraus schlieBt man wie iblich, daB nur der zum rdumlichen Impuls 7 senk-
rechte Anteil der 4* eine eichinvariante Bedeutung hat und dafl daher der
Spin des Photons nur in Richtung der Bahn oder entgegengesetzt dazu liegen
kann. Die Helizitdt Null ist fiir freie Photonen also verboten.

Da die A4, A, und Ay, den Differentialen d#*, dx und dl entsprechen
und zwischen diesen die Bindung

T A — = (A dx + % dh) = 0
besteht, verlangen wir schlieBlich noch:
1 -
N A" — 5 (A Ay + % Apy) = 0. (58)

Die Gln. (54), (87) und (58) sind genau die von Diracl?) aufgestellten
Gleichungen fiir das elektromagnetische Feld im konformen Raum.

Anhang
Vektorriume mit indefiniter Metrik

Im folgenden sollen die wichtigsten Definitionen und Sitze fiir einen
Vektorraum mit indefiniter Metrik, die in II oft benutzt wurden, kurz zu-
sammengestellt werden. Eine ausfiihrlichere Darstellung mit vielen Beispielen
findet man z. B. bei K. L. Nagy™), wo auch die gesamte Literatur, die von
diesem Gebiet handelt, angegeben ist. Uns geht es hier vor allem um zwei
Sétze, die bei Nagy nicht stehen. Wir werden uns dabei auf Rdume endlicher
Dimension beschrinken. Die Definitionen gelten, sofern sie dann noch sinn-
voll sind, auch fiir abzidhlbare Dimensionen; von den Sitzen ist das nicht
immer bewiesen, jedoch zeigt die Erfahrung, daBl man bei den meisten auch
dort mit einer gewissen Berechtigung ihre Richtigkeit erwarten kann. Dabei
ist natiirlich klar, daBl eine solche SchluBfolgerung mathematisch unzulissig
ist.

72) K. L. Nagy, Suppl. Nuovo Cimento 17, 92 (1960).
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Es sei €, ein n-dimensionaler komplexer linearer Vektorraum mit der
Basis {¢,}, v =1, ..., n und ein Vektor z habe die Darstellung

T—ze t g, (1)

wobei die xz, komplexe Zahlen sind. Bei fester Basis schreiben wir dafiir auch
die Spaltenmatrix
1
z=|:)
5

a* bedeutet Ubergang zum Vektor mit den zu «, konjugiert-komplexen Zahlen
als Komponenten und x? den transponierten Vektor. Schliefilich setzen wir
noch x+ = 2*7. Diese Definitionen sollen fiir belicbige Matrizen gelten.

In @, sei ferner eine Metrik durch folgende Bilinearform gegeben:

lyy=atgy; v =y, &|=atyg. (@)
Hierbei ist g der sogenannte metrische Operator, fiir den

gt=g und g-g=1
gelten soll. g ist also hermitesch und unitér im iiblichen Sinne. Ein sinfaches
Beispiel ist, daBl g nur Diagonalelemente hat, und zwar p-mal eine 1 und
(n — p)-mal eine —1:

Gl =2yt @y, 21— — @Y,
Man sieht unmittelbar, da$ <{z|2) nicht mehr positiv zu sein braucht.

Wir nennen die Metrik nichtentartet, wenn det (g) == 0. Im Falle der ent-
arteten Metrik gibt es Vektoren y == 0, so daB {(x|y)> = 0 fiir alle x aus §,.
Solche Fille schlieffen wir im folgenden aus.

Wir betrachten nun Abbildungen 4 des €, in sich. Dabei sollen die Basis
und ¢ festbleiben.

Definition: 4 heilt g-hermitesch adjungiert zu 4, wenn fiir alle  und y
aus €, gilt:

acrgAdy=(Adayrgy=atAtgy.
Hieraus folgt:
A=gdtyg. (3)

Wir nennen U g-unitiir, wenn U = U~ und A g-hermitesch, wenn 4 = A.
Diese Definitionen sind offensichtlich Verallgemeinerungen derjenigen von
unitdren und hermiteschen Operatoren bei Réumen mit positiv definiter
Metrik und gehen fiir g = 1 in diese iiber.

Man wird erwarten, daB bei der physikalischen Interpretation den mef-
baren GréBen g-hermitesche Operatoren entsprechen. Jedoch ist das hier nicht
mehr so zwangsliufig, da, wie wir sehen werden, diese keine reellen Eigenwerte
mehr zu haben brauchen.

Wir untersuchen zunichst die g-unitiren Operatoren U. Fiir sie gilt, wenn
|2y = U |2,

@l =UzyrgUy=atUtgUy=atgUUy=atgy=<zly>. (4

Die g-unitdren Abbildungen U lassen also das Skalarprodukt invariant!
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Ist |u) Eigenvektor von U zum Eigenwert u, so folgt wegen (4):

w* u (ulu) = (ulu), (5)
d.h. w¥u =1, wenn {u|u) == 0.

Ist w*w =1, so mufl {ujuy =0 sein. Wegen der indefiniten Metrik
koénnen solche Fille auftreten. -

Es sl nun _

Ul =u Jupy, Ulugd = uy up).
Daraus folgt:

g > = uf uy g |up), (6)
also ist entweder u} u, = 1 oder (u;|u,)> = 0. Man hat hier zwei Fille zu
unterscheiden :

a) ufu =1,

d. h. uf = u! und dies hat wegen (6) zur Folge, daBl entweder u, = u, oder
Cuy |ugy = 0:

Ein Eigenvektor von U, der zu einem Eigenwert vom Betrage 1 gehort,
ist also zu allen Eigenvektoren orthogonal, die nicht zum selben Eigenwert ge-
héren!

b) ufu, 1

Dann folgt aus (6), daB entweder (u,|u,> = 0 oder u¥ u, = 1. DaBl dieser
letzte Fall eintreten kann, zeigt der folgende Satz:

Satz:Istu 4=0,uu*+ 1, Eigenwert desg-unitdren Operators
U,soauch u*—1,

Beweis: Esist U1 =g¢ Utg, d. h.

gUg(U—u-1)=1—ugUtg = (—u) g(Ur—ut-1)g.
Bilden wir von der linken und rechten Seite jeweils die Determinante, so
erhalten wir wegen (det g)? = 1:
det U+ - det (U —u-1) = (—u)*det (Ut —u-1).
Da nun
det U+ &= 0, det (Ut — w1 1) =det (U* —wu1.1),
folgt aus
det (U—u-1)=0:det (U —u*1.1)=0.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Als zweiten untersuchen wir den g-hermiteschen Operator 4 — A etwas
niher. Da die Beweise der meisten Sitze analog zu denen von U laufen,
brauchen wir sie nur anzudeuten.

Ist |a) Eigenvektor von 4 zum Eigenwert a, so folgt:

(@—a*)<aja) =0. (M

Das heiit: a ist reell, wenn {a|a) = 0. Dieser Fall braucht jedoch nicht ein.
zutreten. Ist @ nicht reell, so ist notwendig <a|a)> = 0.
Sind @, und a, zwei verschiedene Eigenwerte von 4, so gilt:

(af — ay) {a, jagy =0, (8)

d. h. entweder ist @, = a¥ oder <{a,|a,> = 0. Der erste Fall ist moglich wegen
des folgenden Satzes:
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Satz: Ista, a* =a, Eigenwert des g-hermiteschenOperators
A, so auch a*.

Beweis: Aus 4 =g Atg folgt A —a-1=g(A*—a-1)g und daraus
det (4 —a-1) =det (4* —a- 1),
d. h. det (A —a-1)=0 hat det(4d—a*-1)=0

zur Folge. q. e. d.

Aus der Theorie der Matrizen weifl man, dafl das Eigenvektorsystem eines
g-hermiteschen Operators nicht vollstindig zu sein braucht?). Wir haben
selbst in IT solche Beispiele kennengelernt. Ist es aber vollstindig, so mufl
{a*|a) == 0 sein; denn da wir eine nichtentartete Metrik vorausgesetzt haben,
wire |a) sonst zu allen Vektoren von €, orthogonal, weil |a) zu allen iibrigen
|a">. @’ = a*, orthogonal ist, was einen Widerspruch darstellt. Dies ist wichtig
fir die Formulierung der Vollstindigkeitsrelation:

Ist |a) Eigenvektor von A zu reellem a, so kénnen wir |@) so normieren,
daB

[+1
<a|a’> = Na —1_1

Projektionsoperator auf |a) ist dann
P, = |a) N, {a|.
TIst a nicht reell, so kann man wegen <{a* |a) == 0 als Projektionsoperator auf
o>
_ la<a¥|
>
wihlen. Entsprechendes gilt fiir |a*). So erhalten wir schlieBlich die Voll-
stindigkeitsrelation
@y (a*| | [a*)<a
1=Z(|Q>Na <al+L<a*|a> +I<a]a*>l)' (9)

Summiert wird iiber alle Eigenvektoren!

Herrn Professor Bopp, von dessen Arbeiten iiber die konforme Gruppe
die Anregung zu den vorstehenden Untersuchungen ausging, danke ich herz-
lich fir zahlreiche Diskussionen und. kritische Bemerkungen. Herrn Dipl.-
Phys. Max Rinke danke ich ebenfalls fiir viele Diskussionen.
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