Kapitel 12

Schwingungen und Wellen

12.1 Definitionen

Das ein- oder mehrfache Anschwellen und Abklingen eines Mefwertes mit der Zeit nennt man eine Schwingung.
Harmonische Schwingungen sind Lésungen der harmonischen Differentialgleichung und werden durch Kosinus-,
Sinus- oder Exponentialfunktionen beschrieben (vgl. Abschnitt 9.3):

J+2 N +wiy=0 (Dampfung \)

hat die allgemeine Losung
y=e M(A sinwt + B coswt) (w= /w2 = A2)

oder , ,
y = e—)\t(cl ezwt +C«2 e—zwt),

mit den beiden Integrationskonstanten A und B oder C und Cs.

Eine Welle ist sowohl eine Funktion des Ortes als auch der Zeit. Man versteht als Welle eine Grofle, die durch
Funktionen der Art

fl = f1 (.13 —+ v t)
fo=falz—vt)
dargestellt werden. Das Argument der Funktion heifit die Phase

pr=xtvt

Eine konstante Phase wandert fiir ¢4 mit zunehmender Zeit t in negative, fiir ¢_ in positive x - Richtung.

Ein Punkt mit konstanter Phase, z. B. ein bestimmter Wellenberg, geniigt der Gleichung
r +tvt=const.

Differentiation nach der Zeit liefert
T = Fu;

d. h. ein Punkt konstanter Phase bewegt sich mit der Phasengeschwindigkeit v.

12.2 Harmonische Wellen

Harmonische Wellen werden durch Sinus-, Kosinus- oder Exponentialfunktionen beschrieben. Man erhilt sie im
1 - dimensionalen Raum durch die

Wellengleichung
0?Y(x,t) 1 0?Y(x,t)
9z2 w2 o
Mit dem Ansatz ¥(z,t) = X(x) - 7 (t) erhélt man
X// 1 T//
T eT
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mit den Abkiirzungen:

B d’x "o d*T

= 33 =73

Weil nun auf den beiden Seiten der Gleichung unabhéingige Funktionen von den unterschiedlichen Parametern
x und ¢ stehen, 148t sich die Gleichung trennen, indem man beide Seiten einer Konstanten (-k2) gleichsetzt:

X//

X// 1 T//
7= e ="
X'+ kX =0 T+ k0T =0
Xi:AXieiikx Ti:ATiei““’t .
Eingesetzt erhélt man
1#1 = A e+ik(9c+vt) + A, e—ik(gc+vt)
¢2 — A3 e+ik (z—vt) + Ay e—ik (x—vt)
(A1 = Ax, - A1)
(A2 =Ax_ - A1)
(A3 =Ax, -Ar)
(As = Ax_ - A1)
mit der allgemeinen Losung : Y = Y1+ .

Randbedingungen legen die Konstanten fest.
Die allgemeine Losung zeigt, dal sich mehrere harmonische Wellen ungestort iiberlagern kénnen.
Fiir reelles k sind die Wellen periodisch in x mit der Periodenléinge A:

w(kx—l-k:)\, f,()) = ’Lﬂ(kﬁ]?, to),

wenn kX = 27,
2

1 E o= 2=

also 3

Ebenso erhalt man die Periodizitat in ¢ mit der Periode T':

U(xg, kvt+koT) = (xg, kvt),

wenn kvl = 2m.
Mit v = 1/T folgt Av = v
und kv = 27v=w.

Im 3 - dimensionalen Raum muf} die 2 - fache Ortsableitung in der Wellengleichung durch den Laplace - Operator
ersetzt werden. Sie lautet dann

1 0%
A= 2o

Im kartesischen Koordinatensystem kann sie separiert werden durch den Ansatz

Pz, y, 2, 1) = X(x) - V(y) - Z2(2) - T(1).

Spezielle Losungen sind die Ebenen Wellen und die Kugelwellen.

12.3 Spezielle Wellen
Ebene Wellen

Ebene Wellen werden beschrieben durch

Yv=fkrtwt).
Mit k = k - 7@ und der Komponente von 7 in Richtung 7, d = 7 - 7i, erhdlt man

p=flkdtwt),



ANRS]!

Flache
A konstanter Phase

=

d.h. eine Welle, die sich mit der Zeit in positive oder negative k - Richtung ausbreitet.
Zu fester Zeit t geniigen Punkte konstanter Phase der Gleichung

k7 = const.

Im 3 - dimensionalen Raum ist dies die Gleichung einer Ebene senkrecht zu % im Abstand d = k 7 '/ k vom
Ursprung. Eine ebene Welle, die sich in z - Richtung ausbreitet, wird durch

v=flkxtwt),
beschrieben.
Kugelwellen
Die Wellengleichung
1 0%
AY = ——
v v2 Ot?

lautet in Kugelkoordinaten (vgl. Abschnitt 11.7)
10 o 1 0 /(. 0¢ 1 0% 1 9%y
Ap=—2 (2% 9 (@)~ 9% _ 7%
v r2 dr (T 8r> + r2sind 99 (sm 819) * r2sin?9 0p? " v? Ot?

Bei Kugelsymmetrie hiangt die Wellenfunktion nicht von den Winkeln ab. Die Ableitungen nach den Winkeln
verschwinden und es verbleibt als Wellengleichung

18(28_1p> 1 9%y

o \"ar 2o
102 1 0%
rar " = mae

Die Substitution
U’(Ta t) =T: w(ra t)

fithrt auf die eindimensionale Wellengleichung

0% u 1 0% u
or2 2 o2’
mit der Lésung
u=f(krtwt).
Daraus folgt die Wellenfunktion

wzéf(k;riwt).



Die Punkte konstanter Phase zur festen Zeit ¢y bilden Kugeloberflichen, beschrieben durch

const F wty

k

Die Amplitude nimmt bei fester Zeit mit 1/r ab.

Stehende Wellen

Uberlagern sich zwei entgegengesetzt laufende Wellen 1, und ¢_ gleicher Wellenlinge, Frequenz und Amplitude,
so bilden sich stehende Wellen aus, z. B. :

v = sin(fkx —wt)+sin(kr+wt)

= 2sinkz coswt.

Man sieht, dafl das Resultat keine Welle mehr darstellt, sondern eine Schwingung. Fiir konstante Zeit dndert
sich die Amplitude in diesem Beispiel mit dem Ort wie eine Sinusfunktion. Jeder Punkt schwingt harmonisch
mit der Zeit. Die schwingende Seite ist ein typisches Beispiel fiir eine stehende Welle. Zu stehenden Wellen
im 2 - oder 3 - dimensionalen Raum wird man z. B. {iber die Schwingungen eingespannter Platten oder die
Schwingungen von Luft in Hohlrdumen gefiihrt.



