Kapitel 10

Statistik

10.1 Wahrscheinlichkeit

Das Ergebnis einer Messung oder Beobachtung wird Ereignis genannt. Ereignisse werden mit den Buchstaben
A, B,...bezeichnet. Die Messung einer kontinuierlichen Variablen z gibt in der Regel (nicht abzéhlbar) unend-
lich viele verschiedene Ereignisse, die jedoch zu abzéhlbar vielen Ereignissen zusammen gefaf3t werden kénnen
(fiir eine kontinuierliche Zufallsvariable x kann z.B. das Ereignis 0.5 < x < 1.0 betrachtet werden). Das Ereignis,
daBl die Messung irgendein Ereignis liefert, wird als Einheitsereignis E bezeichnet.

Eine plausible Definition der Wahrscheinlichkeit P(A) fiir das Auftreten von Ereignis A ist der Quotient aus
der Zahl n von Beobachtungen von A und der Gesamtheit N der Beobachtungen im Limes N — oo:

Folgende Schreibweisen werden benutzt:

Ereignis |Wahrscheinlichkeit

A P(A)
A oder B P(A+ B)
A und B P(AB)
B, wenn A P(BJA)

Der Wahrscheinlichkeitstheorie kénnen die folgenden Axiome zugrunde gelegt werden:

e P(A)>0

e P(E)=1

e P(A+ B) = P(A) + P(B), wenn die Ereignisse A und B sich gegenseitig ausschliefien.
e P(AB) = P(A)- P(B|A)

Aus den Axiomen folgen die Aussagen:
Fiir komplementére Ereignisse A und A gilt:

P(A+A)=PA)+PA) =1 0<PA)<I1

Zwei Ereignisse A und B heiflen unabhingig, wenn P(B) nicht davon abhiingt, ob A bei der gleichen Beobachtung
eingetreten ist oder nicht:
P(BJA) = P(B) P(AB)=P(A)- P(B)

10.2 Zufallsvariable
MefigroBen sind Zufallsvariablen. Alle Messungen oder Beobachtungen unterliegen zufilligen Schwankungen, da-
her sind die Zahlenwerte von Messungen oder Beobachtungen nicht exakt vorhersagbar; Grund ist die begrenzte

MeBgenauigkeit oder der statistische Charakter der untersuchten Groéfle selbst. Je nachdem die MeBgrofien x
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kontinuierliche oder diskrete Werte annehmen kénnen, werden sie kontinuierliche oder diskrete Zufallsvariablen
genannt. Beiden liegt eine statistische Verteilung zugrunde.

Die Verteilung einer kontinuierlichen Zufallsvariablen x wird bestimmt durch ihre Dichtefunktion f(x) mit
den Eigenschaften

+oo
f@) >0 / Fa)do =1

—0o0

z) = /Oo e

definierte Funktion F'(z) heifit Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen z. Es gilt:

Die durch

dF(x)

fa) =S5

Die Wahrscheinlichkeit, daf ein Einzelwert x in das Intervall [zq, 2] fillt, ist gegeben durch
T2
Plar < <) = / F@)dz = F(zs) — Fa1)
x

Wichtige Eigenschaften einer Verteilung lassen sich durch wenige Parameter angeben. Die beiden wichtigsten
Parameter einer Verteilung sind

e Mittelwert (Positionsparameter), und
e Standardabweichung (Streuungsparameter).

Der Mittelwert oder Erwartungswert der Grofle  wird mit p bezeichnet und ist definiert durch (f(z) = Wahr-

scheinlichkeitsdichte)
+oo

)= Ea] :/ - f(z) da.

—0o0

Allgemein sind Erwartungswerte von Funktionen g(x) der Zufallsvariablen x definiert durch

+o0
Elg(x)] = / o(z) - f(z)dr.

—0o0

Der Mittelwert p ist der Erwartungswert fiir g(z) = x. Die Standardabweichung, bezeichnet mit o, ist die

Quadratwurzel aus der Varianz, die definiert ist als der Erwartungswert von g(z) = (z — p)%:

“+oo

o =Vi@) =Bl =)= [ (e=n? - fa)da.

—0o0

Die Varianz 02 der Verteilung einer Zufallsvariablen x kann durch die Erwartungswerte von x und 22 ausgedriickt
werden:

+oo +oo +oo

v f(z)de + / f(x) de

—0o0

o* = El(r—p)?) = Ela® — 2up+ 4] = /

—0o0

xQ-f(x)dx—Zu/_

— Bla?) - 22 + 4 = B[s?] — (B[x])*.

Die gemeinsame Verteilung von zwei Zufallsvariablen x und y wird durch die Dichtefunktion f(z,y) mit der

Normierung
+oo +oo
| ] ey =
—0o0 —0o0

bestimmt. Die Mittelwerte u, und p, der beiden Variablen x und y sind definiert durch

+oo +oo +oo +oo
ux—/ / flz,y)dxdy uy—/ / fz,y)dxdy



Neben den Varianzen o2 und 0’5, definiert durch
“+o00 —+o00 —+o00 —+o00
Ufc:/ / (z — pa)? - f(z,y) dz dy 0§=/ / (y—py)” - f(z,y) dz dy
—0o0 —0o0 —0o0 —0o0

gibt es noch die Kovarianz o, definiert durch

Oy = /_:o /_:o(x — 1) (Y — py) - f(z,y) dxdy

Der durch p = 04y/(0,0,) definierte Korrelationskoeffizient kann Werte zwischen +1 und -1 annehmen. Bei
p = 0 heiflen die beiden Variablen x und y unkorreliert. Wenn die beiden Variablen statistisch unabhéngig sind,
148t sich ihre Wahrscheinlichkeitsdichte in der Form

f(z,y) = fi(x) - f2(y)

schreiben und der Korrelationskoeffizient ist 0.
Bei einer diskreten Zufallsvariablen sind nur diskrete Werte z;,¢ = 1,2... moglich. Jedem moglichen Wert
x; kann eine Wahrscheinlichkeit P(i) zugeordnet werden mit den Eigenschaften:

P(i) >0 > Pi)=1
i
Mittelwert und Varianz sind durch Summen iiber alle méglichen Werte definiert:

po= Ele]=) wi-P)

Theoretische Verteilungen

Normalverteilung. Die Normalverteilung, auch Gauflverteilung genannt, wird durch die beiden Parameter
Mittelwert g und Standardabweichung o vollstdndig festgelegt; die Dichtefunktion lautet:
f) = e mmm/20?
270
Aus dieser Dichte ergeben sich durch Integration die folgenden Aussagen iiber die Abweichung eines Einzelwertes
x vom Mittelwert p um ein, zwei und drei Standardabweichungen:

Pu—lo<z<pu+leo) = 6827T%
Pu—20<z<pu+20) = 9545%
Pu—3c<z<u+30) = 99.73%

Bei der Normalverteilung ist die volle Breite bei halbem Maximalwert (Halbwertsbreite) gleich 2.34 . Die
Verteilungsfunktion der Normalverteilung ist

F(x):/_xoof(u)duzé—l-%erf (”"”)

20

Viele Verteilungen der Praxis kommen der Normalverteilung sehr nahe und werden daher durch die Normalver-
teilung approximiert.
Gleichverteilung. Die Dichte der Gleichverteilung zwischen den Grenzen a und b ist

f(x):{(l)/(b—a) a<xz<b

sonst
Fiir Mittelwert und Standardabweichung ergeben sich die Werte:
a+b b—a
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Exponentialverteilung. Die Dichte der Exponentialverteilung hat nur einen Parameter \:

Fz) = { e M@ >0

0 z <0

Fiir Mittelwert und Standardabweichung ergeben sich:

Die Exponentialverteilung beschreibt z. B. die Hiufigkeit von Ereignissen, die zeitlich zuféllig mit einer kon-
stanten Wahrscheinlichkeit erfolgen.

Binomialverteilung. Ein Ereignis A trete bei einem Versuch mit der Wahrscheinlichkeit p auf; entsprechend
ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Nicht-Auftreten von A gleich ¢ = 1 — p. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit,
daBl bei n Versuchen das Ereignis A k mal auftritt. Die Wahrscheinlichkeit, dafl in den ersten k& Versuchen das
Ereignis A und in den restlichen n — k Versuchen das Ereignis A auftritt, ist das Produkt p*¢"*. Das Ereignis

k
daB bei n Versuchen k mal das Ereignis A auftritt, gegeben durch

P(k) = (Z) P r

k mal A bei n Versuchen kann in (n> verschiedenen Reihenfolgen auftreten. Daher ist die Wahrscheinlichkeit,

Dies entspricht dem Binomischen Lehrsatz

(p+q)"=§n:<z>p’“q"_’“=1 (Z)Zk.(%lk).

k=0
Mittelwert und Varianz der Binomialverteilung sind

Elkl =p=mnp o? =npq
Poissonverteilung. Wenn man in der Binomialverteilung n — oo wachsen 148t, dabei jedoch den Mittelwert
1 = np konstant hélt, geht die Binomialverteilung in die Poissonverteilung iiber:

k

P(k) = %e‘”

Mittelwert und Varianz sind
Elk] = p o = p o=\
Die (diskrete) Poissonverteilung geht fiir grole Werte von 4 iiber in die spezielle Normalverteilung (o = /1)

P(k) = 1 o (k=m)?/2p

10.3 Funktionen von Zufallsvariablen

Funktionen von Zufallsvariablen sind selbst wieder Zufallsvariable, fiir die Mittelwerte und Varianzen angege-
ben werden konnen. Die Berechnung der Varianz einer Funktion von Zufallsvariablen aus den Varianzen der
Veréinderlichen der Funktion nennt man Fehlerfortpflanzung (error propagation).

Funktionen einer Zufallsvariablen. Betrachtet wird eine Funktion w = w(x) der Zufallsvariablen z, die einer
Verteilung mit Mittelwert u, und Standardabweichung o, folgt. Der Mittelwert u,, kann wie folgt berechnet
werden. Ausgehend von der Taylor-Entwicklung

dw
w(z) ~ w(pa) + Az (T — pz)
z Ha
ergibt sich als Mittelwert von w:
dw
o = Elw] #w(pe) + dr Blr — po] = w(ps)
Ha




Fiir lineare Funktionen ist diese Beziehung exakt; bei nichtlinearen Funktionen w(z) wiirde zwar der qua-
dratische Term der Taylorentwicklung eine (kleine) Korrektur liefern, diese ist in der Praxis jedoch i.a. ver-
nachléssigbar. Fiir die Varianz von w ergibt sich bei Benutzung der Taylorentwicklung als Erwartungwert von

(w(@) — w(ps))*:

Dabher folgt:

Ow ~ Og

dx .
Funktionen mehrerer Zufallsvariabler. Betrachtet wird zunéichst eine Funktion w(z,y) von zwei Zufalls-
variablen x und y, die Mittelwerte i, und p, und Standardabweichungen o, und o, haben. Entsprechend der
linearen Néherung

ow

ow
w(w,y) = w(pa, py) + o

(r—pe)  + En

Mz My

(Y — py)

Mz My
ergibt sich fiir Mittelwert und Varianz der Groflie w:
P R W(fha, fhy)
ow

2 8 2
w
U%U ~ 0’3(—8 ) +0’§<—8 )
z My Y Mz Ky

Diese Formeln gelten fiir den Fall von unabhdingigen Zufallsvariablen x und y. Wenn die Zufallsvariablen x und y
nicht statistisch unabhiingig sind, ergibt sich fiir den Ausdruck von o2, ein (positiver oder negativer) Zusatzterm:

w
2
O Y (2w
b ¢ 8 Mz My 8y Mz My

2
) i ( ow ) g ( ow
Oxy - y -
z Mz Ky 81}‘ Mz My 8y

Die Verallgemeinerung auf eine Funktion w von n statistisch unabhéngigen Zufallsvariablen z1, x5 ...z, ergibt:

P A w(p1, M2 - fin)

5 2

2 2 w

- 201(% )
Ul pin

i
W=Tr+y—2z---

Q

Spezialfille. Wenn w von der Form

(Summen und Differenzen) ist, ergibt die Formel

2 _ 2 2 2
w =0z to,+o,+---

o
wenn oy, 0y, 0 ... die Standardabweichungen der unabhéngigen Zufallsvariablen z, y, z ... sind; die Quadrate
der einzelnen Standardabweichungen addieren sich.

Wenn w von der Form vy

w =
(Produkte und Quotienten) ist, ergibt die Formel bei unabhingigen Zufallsvariablen nach Umformung den

Ausdruck
2 2 2 2
Ow Oy Oy Oz
Hw M Hy Hz

Die Quadrate der relativen Standardabweichungen addieren sich.
Fiir die Funktion (Mittelwert)

1
wzﬁ(xl—l—xg—l—...—l—xn),



wobei alle Zufallsvariablen x; der gleichen Verteilung mit Mittelwert u, und Standardabweichung o, entstammen
und statistisch unabhéngig sind, gilt:

Die Standardabweichung des Mittelwerts von n unabhéngigen Zufallsvariablen nimmt also bei Vergréflerung der
Zahl n der Messungen proportional zu 1/4/n ab.
Zentraler Grenzwertsatz: Sind die Zufallsgroflen x; unabhéngig verteilt mit Mittelwert 4 und Varianz o
so ist der Mittelwert

1 n

il Z T

[t

im Grenzfall n — oo normalverteilt mit Mittelwert ; und Varianz o2 /n.

2
x

10.4 Auswertung von Messungen

Ein Meflwert x einer Mefigrofle mit wahrem Wert 4 folge einer Normalverteilung mit der durch die Me3apparatur
bedingten Standardabweichung o (MeBfehler). Ausgehend von der fiir die Normalverteilung geltenden Aussage

Pu—oc<z<pu+o)=6827%

erhilt man durch Umformung der Ungleichungen

in die Ungleichungen
p<zx+o T—0 <

die Aussage
Plx—oc<u<z+o0)=6827%

Diese Aussage bedeutet, dafl der wahre Wert p mit einer Wahrscheinlichkeit von 68.27 % innerhalb der (ein-
fachen) durch die Standardabweichung gegebenen Fehlergrenzen um den MeBwert liegen. Die Annahme ei-
ner Normalverteilung ist bei Messungen meist gerechtfertigt (eine theoretische Begriindung liefert der zentrale
Grenzwertsatz). Meflergebnisse werden in der Form Meffwert + Fehler

rto

angegeben, wobei als Fehler die (einfache) Standardabweichung angegeben wird.

Empirische Werte von Mittelwert und Varianz. Zur Bestimmung von Parametern der zugrunde liegenden
Verteilung aus statistisch verteilten Daten x;, ¢ = 1,...n werden Schitzfunktionen ¢(x1,xo,...2,) benutzt;
diese sind als Funktionen der Daten selbst Zufallsvariablen und sollten u.a. die Eigenschaft haben, daf§ ihre
Erwartungswerte im Grenzwert n — oo (Konsistenz) und bei endlichen Werten von n (Erwartungstreue) gleich
den zu schitzenden Parametern der Verteilung ist. Eine Schétzfunktion m fiir den Mittelwert einer Mef3reihe

ri,t=1,...nist
n
1
m = — E xZ;
n-
=1

Der Erwartungswert von m ist
n

E[m] = %ZE[%] =u

=1

bei E[z;] = p und damit ist m eine erwartungstreue Schéitzfunktion. Eine erwartungstreue Schéitzfunktion fiir

die Varianz ist
1 n
2
82 = — E(xi—m)
i




Zum Nachweis der Erwartungstreue wird zunéchst die Summe umgeformt:

n

(i = p) = (m = p)* =Y (2 = p)* = 2(m — ) Y_(wi = 1) +n(m — p)°

=1 =1
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_

denn es gilt

Also ist der Erwartungswert von sZ

Bl = ——(n— 1)} = o’

und damit ist s2 eine erwartungstreue Schéitzfunktion fiir 02. Die empirische Standardabweichung s, wird oft
wie die wahre Standardabweichung behandelt. Tatséchlich ist sie jedoch als Funktion von Zufallsvariablen selbst
eine Zufallsvariable und damit statistischen Schwankungen unterworfen. Fiir grole Werte von n (etwa n > 10)
ist die statistische Schwankung gering und meist vernachlédssigbar, bei sehr kleinen Werten von n ist jedoch
Vorsicht geboten.

Formeln. Die folgenden Formeln sind anwendbar zur Berechnung von Mittelwert und Standardabweichungen,
wenn n Einzelwerte x1, z2...x, gleicher Genauigkeit vorliegen. Die Formeln enthalten zur Erh6hung der nu-
merischen Genauigkeit einen geeignet zu wihlenden Wert xg, der ungefihr gleich dem Mittelwert sein sollte.
Gebildet werden zunichst die Summen:

Sy = Z(xz - J70) Sez = Z(xz - xO)Q
=1 =1

Der Mittelwert Z, die Standardabweichung des Mittelwerts sz und die Standardabweichung der Einzelwerte s,
ergeben sich aus:

. 1 2 1 2
JZ':J:O—l—S— s2=—r SM—i s2 = SM—i
n n(n—1) n n—1 n

Geradenanpassung. Bei Mefireihen wird héufig eine Zufallsvariable y als Funktion von einer jeweils fest
einstellbaren Grofie z gemessen. Wenn fiir die Gréfle y eine funktionelle Abhingigkeit von x bekannt ist, kénnen
die Daten x;, y;, ¢ = 1, 2...n benutzt werden, um Parameter, die in der funktionellen Abhéingigkeit vorkommen,
zu bestimmen. Bei einer linearen Abhéngigkeit der Form

y=y(x) =a+bx

lassen sich die Parameter ¢ und b bestimmen. Ein allgemeines Verfahren, um solche Probleme zu behandeln, ist
die Methode der kleinsten Quadrate. Im Falle der Anpassung einer Geraden an Daten verfahrt man wie folgt.
Zu gegebenen Werten der Parameter a und b konnen die Residuen

€ =y — (a+ bxy)

berechnet werden. Nach der Methode der kleinsten Quadrate sind optimale Schiatzwerte fiir « und b die Werte,
fiir die die Summe der Quadrate der Residuen

n
(y; — (a + bx;))? Z [v? — 2ay; — 2bx;y; + a® + 2abx; + b*z?] .
1 i=1



minimal ist. Zur Bestimmung des Minimums von S beziiglich a und b werden die partiellen Ableitungen von .S
nach a und b gebildet:

s -

%0 = 2i§=1(—yi+a+bxi)

s -

o = 2> (Cwai+azi+bed),

Il
_
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Die Bedingung, daf8 die Ableitungen am Minimum verschwinden, fithrt auf das lineare Gleichungssystem

n n
an +b Z T, = Z Yi
i=1 i=1
n n n
ain—l—be% = inyi
i=1 i=1 i=1

Zur Vereinfachung werden die folgenden Summen definiert:

n n n
=1 1=1 1=1

i=1
Mit diesen Gréflen lautet das lineare Gleichungssystem fiir a und b:

an+bS;, = Sy
aSy +bSpz = Sy

Es wird gel6st durch:

9y Sus — SuySe

o p— "oy = SySa

NSyy — S2 NSyy — S2
Die Varianzen und Kovarianzen (die Parameter a und b sind voneinander statistisch abhéngig) ergeben sich
nach den Gesetzen der Fehlerfortpflanzung zu
S, n =S,
2 2 za 2 2 2 x
oL =0 o)y =0 ———— Ogp =0 ————=>,

@7 1S, — 52 b NSpy — 52 W NS, — 52
wenn die Standardabweichung o der Einzeldaten y; bekannt ist. Wenn die Standardabweichung der Einzeldaten
nicht bekannt ist, kann sie durch die Formel

1

(yi — (a+bx;))? = P
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1
P (Syy — aSy — bSzy)

n
=1

abgeschétzt werden.



