Kapitel 9

Differentialgleichungen

9.1 Einteilung der Differentialgleichungen

In einer Differentialgleichung (DGI) treten Differentialquotienten von einer oder mehreren Funktionen von einer
oder mehreren Verdnderlichen auf. Die Losung der DGI besteht in der Bestimmung der in der DGI auftretenden
Funktionen. Bei gewdhnlichen Differentialgleichungen ist eine Funktion y(z) einer unabhéingigen Verénderlichen
 zu bestimmen. Wenn die gesuchte Funktion von mehreren Verdnderlichen abhéngt, heifit die DGI partielle
Differentialgleichung.

Eine gewohnliche Differentialgleichung ist von der Form

F (2,y(2),y/ (@), ..y (2)) =0

Als Ordnung der Differentialgleichung wird die Ordnung des hichsten auftretenden Differentialquotienten (n) be-
zeichnet. Ist die Differentialgleichung darstellbar als Polynom in der gesuchten Funktion und ihrer Ableitungen,
so wird als Grad der Differentialgleichung die héchste Summe der Exponenten der abhéingigen Verénderlichen
(y) und ihrer Ableitungen in einem Glied des Polynoms bezeichnet. In Differentialgleichungen 1. Grades (lineare
Differentialgleichungen) treten die unbekannte Funktion und ihre Ableitungen nur in der 1. Potenz, also nicht
miteinander multipliziert auf.

Zur Bestimmung der Losung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung sind alle n-mal stetig differenzierbaren
Funktionen zu finden, die die Differentialgleichung erfiillen. Es sind n verschiedene Funktionen. Die allgemeine
Losung enthélt n freie Integrationskonstanten, die bei Festlegung eine spezielle Losung definieren.

9.2 Differentialgleichungen 1.0rdnung
Trennung der Verdnderlichen. Differentialgleichungen der Form

9y = f(x)

lassen sich durch die Methode der Trennung der Verénderlichen 16sen: Integriert man beide Seiten iiber dzx, so

erhilt man
/y(y) dy =/f(x) dz.

Abgekiirzt schreibt man dies, indem man dadurch die Differentiale dr und dy definiert:

9(y)dy = f(x) dx.
_ dy

Wegen y' = % nennt man das formal die ‘Trennung der Variablen’.

Bei Bezeichnung der Stammfunktionen mit

G = [swdy P = [ f@)ds
ergibt sich als allgemeine Losung der Differentialgleichung
Gly) =F(z)+c
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mit der frei wiahlbaren Integrationskonstanten c.
Lineare Differentialgleichungen. Lineare Differentialgleichungen 1.Ordnung haben die Form

Y (@) + p(z) y(x) = r(z)

oder konnen auf diese Form gebracht werden. Bei der homogenen Differentialgleichung (r(z) = 0)

Y (x) + p(z) y(x) =0
ist Trennung der Verédnderlichen mdoglich:
dy /
— =— [ p(z)dx
” (z)
Bei Bezeichnung der Stammfunktion der rechten Seite mit P(x) erhélt man

ly = —P()+e
y = ce P

mit der frei wihlbaren Konstanten c.
Variation der Konstanten: Um eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung ( r(z) £ 0 ) zu
erhalten, verwendet man hiufig die Methode der Variation der Konstanten. Man verwendet als Losungsansatz die
Losung der homogenen Differentialgleichung, wobei jedoch die Konstante durch eine zu bestimmende Funktion
ersetzt wird:

y=C(x)e P@

Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt
C'(z) = r(z)el®

und durch Integration erhélt man die spezielle Losung
xr
Cx) = / r(t)ef’® dt
o

x
ylx) = e_P(’”)/ r(t) e dt
o

9.3 Lineare Differentialgleichungen

Die allgemeine Form der linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten a1, aq, ..., a,
fiir eine Funktion z = x(t) lautet:

d™z dnYg dx
W+an_1w+...+a1%+aox=ﬂt>

Qnp

Fiir lineare Differentialgleichungen (Ableitungen treten nur linear auf) gelten Superpositionssétze:
Sei xp,(t) die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung (f(¢) = 0), und x;(t) eine spezielle Lésung
der inhomogenen Differentialgleichung (f(t) £ 0), so ist (t) = zx(t) + z;(t) die allgemeine Loésung der inhomo-
genen Differentialgleichung.
Wenn z1(t) und z2(t) Losungen zu f(t) = f1(t) bzw. f(t) = f2(t) sind, so ist x(t) = x1(t) + z2(t) eine Losung
z f(t) = f1(t) + fa(D).
Fiir die homogene Differentialgleichung fithrt der Ansatz

z(t) = Aett
auf die ”charakteristische Gleichung”

™ + p_ 1t 4+ ap +ag = 0.

Sind die n im allgemeinen komplexen Losungen dieser Gleichung g, o ...y, verschieden, so erhélt man die
allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung mit

x(t) = Arefrt + Agel2t 4+ A, _qetntt 4 Agetnt



Die n Integrationskonstanten Ay, As...A,_1, A, werden durch spezielle Bedingungen, z.B. die Werte von z(t)
und der n — 1 Ableitungen bei ¢ = 0 (Anfangsbedingungen), festgelegt.

Mehrfache Wurzeln der charakteristischen Gleichung: Wenn p; und po zwei verschiedene Wurzeln der
charakteristischen Gleichung sind, dann sind zwei zugehorige spezielle Losungen der Differentialgleichung

z1(t) = ﬁe’“t und

zo(t) = miuz ek2t

und damit auch die Linearkombination

x(t) — 1 pmt _ L oust
M1 — 2 H1—H2
M1t _gmat
- H1— 2
Fiir 3 — po = p erhélt man
et _ opat
lim z(t) = lim ———
H1— M2 p1— 2 ] — (2
— 4 pt
= @ e
= tett

Fiir r-fache Wurzeln sind entsprechend die r Lésungen

et tekt . T Lemt,

Homogene lineare Differentialgleichung 2.0rdnung mit konstanten Koeffizienten: Die Differential-
gleichung
d*x )\dx
Mar T a
mit positiven Konstanten m, A und k beschreibt die freie Bewegung eines schwingungsfdhigen Systems. Der
Ansatz

+kr=0

z(t) = Aett

fithrt auf die quadratische Gleichung
mp® + M\ +k =0,

fiir die Variable y mit den Wurzeln

~\++vD

2m

H1,2 = D= )\2 — 4mk
Je nach dem Vorzeichen von D bzw. dem Wert von A ergeben sich Losungen mit unterschiedlichen Eigenschaften:
1) Keine Dampfung (A = 0). Beide Wurzeln sind rein imaginér:

+v—4dmk k k
e L +iq/ — = £iwg mit wo =4/ —

H1,2 =
2m m m

Die Losun
g x(t) :Ale+iw0t+A26—’iwot

stellt eine harmonische Schwingung mit der Eigenfrequenz wg des ungeddmpft schwingenden Systems dar. Die
beiden Integrationskonstanten A; und Ay kénnen bestimmt werden, wenn die Anfangsbedingungen x(0) = zg
und #(0) = ¢ gegeben sind. Aus der Losung und ihrer Ableitung fiir ¢ = 0 erhélt man das Gleichungssystem

A+ Ay = X0
iw0A1 — iwoAQ = j?(),
das gelost wird durch:
i) j?() i) j?()
Al = 5 2 = 5

2 24w 2 24w



Damit ergibt sich zu den gegebenen Anfangsbedingungen die Losung

z(t) = (70 + ﬁ) etiwot 4 (50 — 21,(20) e~ ot — 24 cos wot + w—z sin wot

2) Schwache Dampfung (A klein). Bei kleinem Wert von A ist D < 0 und beide Wurzeln sind komplex:

N[k 2\? , .
O EE =

mit N=— und w=/w?—v

Die Losung
z(t) = eV (AreT™ + Age™ ™)

stellt eine geddmpfte harmonische Schwingung dar; die Schwingungen erfolgen mit der Frequenz w < wqy, wobei
die Amplitude exponentiell abnimmt.

3) Starke Dampfung(A grof ). Bei grofiem Wert von A ist D > 0 und beide Wurzeln sind reell und zwar negativ:
P12 =—7E4/7? — wi.

z(t) = Aref't 4 Aget2?

Die Losung

stellt einen aperiodisch abklingenden Vorgang dar, bei dem keine Oszillationen um 0 auftreten.

Fiir D = 0 wird gy = po = p und man erhélt die Losungen et und te#t, und damit als allgemeine Losung
x(t) = Arett 4 Agter

In allen Fillen ist die Losung eindeutig durch die Anfangsbedingungen x(0) = x¢ und #(0) = 2 bestimmt.
Giébe es nimlich eine zweite Losung y(t), die der Differentialgleichung geniigt mit den gleichen Anfangsbedin-
gungen, dann wiire auch z(t) = x(t) — y(¢) eine Losung und zwar mit den Anfangsbedingungen z(0) = 0 und
2(0) = 0. Durch Multiplikation der Differentialgleichung fiir z,

miZ+A+kz=0

mit 22 erhilt man

i .2 .2 i 2\ _
dt(mz)—l—Z)\z —I—dt(kz)—o

Integration dieser Gleichung zwischen ¢ = 0 und ¢ = 7 bei Berticksichtigung der Anfangsbedingungen liefert
) T 20\ _
mz (T)—|—2)\/ 2dt+ k(1) =0
0

Da alle Ausdriicke quadratisch und daher nichtnegativ sind, folgt z(¢) = 0, womit die Eindeutigkeit der Loésung
x(t) gezeigt ist.
Inhomogene lineare Differentialgleichung 2.0rdnung: Fiir die Differentialgleichung

d*z dx
— +A—+ kx = f(t
mae g The=10
ergibt sich die allgemeine Losung geméfl dem Superpositionssatz als Summe der allgemeinen Losung der homo-
genen und einer speziellen (partikuléiren) Losung der inhomogenen Differentialgleichung. Eine spezielle Lésung
kann wiederum durch Variation der Konstanten ermittelt werden.
Periodische Inhomogenitét: Betrachtet wird der Spezialfall der Funktion

f(t) = Fycoswyst = FyR (™)



Bei dieser periodischen Funktion von ¢ wird sich nach Abklingen anfinglicher Stérungen eine stationiire Lésung
der Form .
z(t) = Ce™rt

einstellen. Einsetzen dieses Losungsansatzes in die Differentialgleichung liefert fiir die Amplitude C' die Bedin-
gung

c (—wj% + 2yiwy + wy) = %

Die komplexe Amplitude C kann dargestellt werden durch

F .
C =41
m

mit reeller Amplitude A und Phasenverschiebung §(0 < § < 7), und damit ergibt sich als spezielle stationire
Losung

F - 1 2
z(t) = 2 Aeiwst=0) mit A= und tand = %

m 2 wn — W
(ot —e3) a2t v

Betrachtung von Spezialfillen.
1) Statischer Grenzfall (wy — 0). In diesem Grenzfall gilt 6 — 0 und die Losung

héngt nicht von der Ddmpfungskonstanten A ab.
2) Energieresonanz. Bel wy = wgy wird die Phasenverschiebung § = 7/2 und die Amplitude A = 1/2vywy, die
Losung wird damit
o(t) = 2oL jitwot—r/2)
m 2vywo
3) Grenzfall hoher Frequenzen. Fiir wy — oo wird die Phasenverschiebung § = 7 (erregende Kraft und Schwin-
gung gegenliufig) und die Amplitude wird klein:

A— LQ x(t) — @%ei(“ft_”)
w? m w}

4) Extremwerte der Amplitude. Die Bedingung dA/dw; = 0 liefert

—(wi — wj%)wf + 272wy =0
Fiir w? > 292 (schwache Didmpfung) erhiilt man ein Maximum der Amplitude bei

wj% = wg — 272

und ein Minimum bei wy = 0. Bei starker Ddmpfung, d.h. 272 > w3, gibt es nur ein Maximum der Amplitude
bei wy = 0.
Nicht-periodische Inhomogenitét: Ist die Inhomogenitéit f(¢) ein Polynom in ¢, so wihlt man als Losungsan-
satz fiir die spezielle Losung der Differentialgleichung ein Polynom geniigend hohen Grades:

z(t)=Co + Ci1t + Cot®> +... + Cpu t™

Die Koeffizienten C; werden durch Einsetzen von x(t) in die Differentialgleichung bestimmt.



