Kapitel 8

Integralrechnung

8.1 Integration von Funktionen einer Verinderlichen

Die Funktion f(z) sei eine fiir x € (a,b), a < b stetige (oder stiickweise stetige Funktion). Das Intervall (a, b)
wird durch eine Intervalleinteilung Z in n Teilintervalle eingeteilt, mit

a=To <1 <To<...<Tp=0">

mit der Breite der Teilintervalle Az; = x; — ;1. Man nennt

> f(&) Az

i(2)

mit Funktionswerten f(&;) an Zwischenstellen ;1 < ¢; < x; die Riemann-Summe. Die Grofie

b
F:/a fw)de = Jim 3" (&) Az,

i(Z)

heifit bestimmtes Integral, wenn der Limes existiert und von der Wahl der Z-Folge unabhéngig ist. Im Integral
heiit f(x) der Integrand und x die Integrationsvariable. Wenn f(z) > 0 fir x € (a,b) ist, entspricht das
bestimmte Integral der Fliche zwischen der Kurve f(z) und der z-Achse zwischen den Grenzen a und b. Das
bestimmte Integral hat folgende Eigenschaften:
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zur Riemann-Summe Vorzeichen des Integrals

/abf(x)dxz—/baf(x)dx /:f(x)dxz/abf(x)dx+/bcf(x)dx
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/:k @) do = k- /abf(x) &z /: (F(@) + g(ax)) da = /:f(x) dr + /:W) dr

Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung. Ist f(x) eine in (a, b) stetige Funktion, so ist
bei jeder Wahl von ¢ und x € (a, b)
x
~ [ fwan
c

eine differenzierbare Funktion der oberen Grenze z und es gilt:

F'x) = f().
Die Funktion F(z) heifit Stammfunktion der Funktion f(z). Das unbestimmte Integral ist

/f dx—/ fw)du+c

wobei die Grofe ¢ eine willkiirliche Konstante ist. Wenn F'(z) eine Stammfunktion ist, also

Fx):/:f(u)du+c,

b
/ f(u)du = F(b) — F(a)

Tabelle von Integralen (die Integrationskonstante ist weggelassen):

so gilt fiir das bestimmte Integral

[ a™dx = gzt n#-—1
[Ldx = 1n|x|
[(x +a)"dz = Ag(@+a)mt!
[ dx = Inl|z+a
f xg_‘iag dx = arctanZ
[ =t dx = artanhZ =1 5 1n atz |z| < a
a“—x a a—x
= arcothZ = %m% |z| >a>0

[ Va2 +a?dx +1a? arsinh + £/22 4 a2
[ Va2 —a?dx —3a?arcoshZ + /22 — a2
[Va? —22?dx = —ja*arccos £ + £v/a% — 22

J ﬁ dz = arsinh? = +In (i% +4/1— 2—;)
fﬁdm = arcoshf:iln(fi,/i—i—l)
J \/a%—ﬂ dx = arcsin ¢
[sinzdz = —cosz
[ cosxdx = +sinz
[ tanz dz = —Incos|z|
J cot z dx = +lnsin|z|
[ sin® ax dx = £ - Lsin2az
[ cos? ax dx = Z+ Lsin2az
[sinazcosardx = % sin” ax
[ o da = —lcotax
o d = +.itanax
[ tan? az dx = oz 4
[ cot? az dx = —wbar_ g4
Jarcsin £ dx = wxarcsin ¥ +va? — a2
J arccos £ dx = warccos ¥ —a? — x?
Jarctan £ dx = warctan 2 — £1n (a? + 2?)
J arccot da = warccotf + £1n (a® 4 x?)
[ e*dx = €
[ xe® dx = e%(z—1)
[ x?e® dx = e (2% —2x+2)
[ sinhzdz = coshz

| coshzdx = sinhx



Integrationsregeln. Regeln fiir die Integration folgen durch Umkehrung aus den Differentiationsregeln. Wich-
tige Regeln sind die Regeln fiir die partielle Integration und die Substitution von Verédnderlichen.

Partielle Integration: Aus der Produktregel (u - v)’ = uwv’ + w'v der Differentialrechnung fiir Funktionen
u = f(z) und v = g(x) ergibt sich die Regel der partiellen Integration:

/ f(@) ¢ () dz = f(z) g(z) - / f(@) g(x) da

Diese Regel 148t sich anwenden, wenn der Integrand auf die Form des linken Integrals gebracht werden kann.
Eventuell mufl die Formel wiederholt angewendet werden.
Substitutionsregel: Ausgehend von der Transformation der Verdnderlichen

x = g(u) dx = ¢’ (u)du
ergibt sich die Regel

[ @y = [ o) (wau

Beim bestimmten Integral sind die Grenzen der Umkehrfunktion u = g=1(x) = h(z) einzusetzen:
b h(b)
[ r@ye= [ flgtw)gw)du
a h(a)
Eine andere Form der Regel ergibt sich durch Vertauschen von z und u:

W (x)dr = ;l—hdx = dh
x

[ty @ ds = [ g an

Diese Form wird angewendet, wenn sich der Integrand (Funktion von z) in der Form des linken Integrals
ausdriicken l&8t. Das bestimmte Integral ist:

b h(b)
/ F(h(@)) W () da = / F(h) dh
a h(a)

Tabelle von Substitutionen:

Funktion h dz

fla+bx) a+ bx dh/b

fle* 4+ e™®) e® dh/h

f(n z) In x el dh

Rz, ¥Vax +b) *) Var+b nh"ldh/h
R(sinz,cosz) tan$ 2dh/(1 + h?)
R(sinz,cosz) fiir

unger. Fkt. v. sinz cosx —dh/v/1— h?
R(sinz,cosz) fiir

unger. Fkt. v. cosz sinz dh/v/1—h?
R(sinz,cosz) fiir

unger. Fkt. v. sinz u. cosx  tanz dh/(1 + h?)

*) Rationale Funktion R



8.2 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Ist f(x) im Intervall [a, b] integrierbar und stetig, so gibt

es einen Mittelwert < f(z) >, fiir den gilt: f(x)
Jy f(@) de
<@ =

Allgemeiner erhiilt man das gewichtete Mittel mit der ste- < f(x) >F----ro-----=-frrmmm
tigen Gewichtsfunktion g(z)

b
L @) g(a) da
ff g(z) dx
Der Mittelwert wird auch durch das 1. Glied in der Tay-

lorentwicklung bei einer Entwicklung bis zu diesem Glied
wiedergegeben.

< fx) >

S

8.3 Taylorentwicklung

Die Umformung des Integrals in der Identitét
o) =10+ [ S

durch partielle Integration fiihrt auf:

x

F@2) = 1) + (@ — 7€) + /i (1) f"(t) dt.

Die wiederholte Umformung des Integrals liefert die Taylorformel
1 1 1
f@) = fO) + (@ = OFf () + 5z - () + 3@~ E°f"(E) +.. .+ pai G )" ™ (&) + Ru(x),
wobei das Restglied R, (z) die Form
R(z) = ~ / C(@ =ty 1) e
3

Tl

hat. Eine andere Form des Restgliedes (Lagrange-Form) ist

_ (.13 - g)n—i—l (n+1)
mit ¥ zwischen £ und =x.
Wenn die Funktion f(z) unendlich oft differenzierbar ist, fiihrt die Taylorformel mit

flay =30 T8 oo g
n=0 !

auf die Darstellung der Funktion f(x) durch eine Potenzreihe (Taylor-Reihe); Voraussetzung ist, dafl das Rest-
glied R,, fiir n — oo gegen 0 geht.
Einige Reihenentwicklungen:

3 2P
sinx = x—g—l—a—
2?2zt
cosx = 1—54—1—
¢ p iy 2y Ty o] < =
anr = z4+ -+ -z +-—z'+... x| < =
3 5 315 2
e r x? a3
€ = +ﬁ+§+§+
2 3 4
In(l+z) = - —+2 -2 4 . —l<az <+l



8.4 Integralfunktionen

Die normalen Integrationsmethoden fithren nicht immer zum Ziel. Es gibt schon relativ einfache Funktionen, fiir
die die Stammfunktion nicht mehr in geschlossener Form angegeben werden kann. Wenn eine solche Funktion bei
vielen Problemen auftritt, so wird durch das Integral iiber die Funktion eine neue Funktion (Integralfunktion)
definiert, die man in Tabellenwerken tabelliert finden kann:

F(z) = / " pyat

Beispiele fiir Integralfunktionen sind:

2 * :
erf(x) = 7 /0 et dt Fehlerfunktion
2 3
— _<x_x—+...> fir »< 1
T 3
11 :
= 1-—=% ... fir z>>1

’c dt
F(k;x) = / ——————— elliptisches Integral (erster Gattung)
0 V1-—k2sin®t
(o)
Pz+1) = / tYet dt Gamma-Funktion
0

Die Fehlerfunktion tritt in der Statistik auf, das elliptische Integral bei der mathematischen Behandlung von
Pendelschwingungen.

8.5 Numerische Berechnung von Integralen

Die allgemeine Form der Integrationsformeln fiir die numerische Berechnung von Integralen ist

b
/ feyde ~ S wp fax)
a k

Dabei sind x, Abszissenwerte des Intervalls [a, b] und wy, zugeordnete Gewichte.
Sehnentrapezregel. Das Intervall [a, b] wird in n Teilabschnitte eingeteilt:

a=T9<x1<T...<T,=2>b

h:b—a

zp=a+kh k=0,1,...n
n

In einem Teilintervall [z, zx1] wird das Integral durch das Sehnentrapez [f(zx) + f(2k+1)]h/2 angenéhert; fiir
das gesamte Integral ist die Ndherung

b
[ @y 5150 +25(00) + 20 w3) + .+ 26 () + S0

Die Formel ist exakt, wenn f(z) eine lineare Funktion ist.
Keplersche Fafiregel. Durch drei Punkte x = a, (a + b)/2 und b wird eine Parabel gelegt und diese Parabel
wird integriert; das Ergebnis ist eine Ndherung des Integrals:

[ w50 s+ ar () +50)

Die Formel ist exakt nicht nur fiir quadratische Funktionen, sondern auch fiir Polynome 3.Ordnung.
Simpson-Regel. Diese Regel ergibt sich aus der Keplerschen Fafiregel durch Anwendung auf 2m gleichlange
Teilabschnitte des Intervalls [a, b]:

/:fmdm”

6;na [f(a) +4f(z1) + 2f(v2) + 4f(x3) +2f(2a) + ... + 4f (T2m—1) + f(b)]



b—a
rr=a+k 5

k=0,1,...2m

Bei gleicher Zahl von Teilpunkten liefert die Simpson-Regel im allgemeinen genauere Werte als die Sehnentra-
pezregel.

8.6 Uneigentliche Integrale

Integrale, bei denen eine (oder beide) Grenzen —oo oder 400 sind oder bei denen der Integrand an einer Grenze
undefiniert ist, nennt man uneigentliche Integrale. Das Integral

/ " f) do

Jim / " ) de = / ” Fw) da

heifit konvergent, wenn der Grenzwert

R—o0

existiert und endlich ist. Entsprechend gilt:

b
a+e

b
213(1) f(x)dxz/a f(x)dx

Formeln (n > 0 und a > 0):

(o) n|
e dr = —b
0 an—i—l
[eS)
2 1-3---(2n—1
/ xQne azx de = - ( — )\/E
0 2n+ a""‘ /
o . |
2n+1 _—az? _ n:
/0 T e der = JqniT

8.7 Integration von Funktionen mehrerer Variablen

8.7.1 Kurvenintegral iiber skalares Feld

Gegeben sei das skalare Feld F(x,y,z), das jedem Punkt (z,y,z) die skalare Grofle F zuordnet. Ebenfalls
gegeben sei eine Kurve C' zwischen den Punkten A und B. Das Kurvenintegral (oder Linienintegral) iiber
F(x,y, z) lings der Kurve C' ist definiert als Grenzwert der Riemann-Summe iiber die Wegelemente ds von C|
multipliziert mit den zugehorigen Feldwerten. Der Ort liangs des Weges wird durch die Variable s beschrieben.

B
F(s)ds = lim F(s;) As;
/. Fe dm 3T (s

Der Wert des Kurvenintegrals hingt bei vorgegebenem Feld F' im allgemeinen vom Anfangspunkt A, vom
Endpunkt B und von der Form der Kurve C' zwischen A und B ab. Es gilt

/jc F(s)ds = — /BAC F(s) ds

Geschlossene Wege werden durch das Zeichen Kurvenintegral §c dargestellt.
Zur Berechnung wird das Kurvenintegral auf ein gewohnliches Integral zuriickgefithrt. Wird der Weg C
eindeutig durch die Variable x beschrieben, ergibt sich

B B(x) S
/ F(s(z,y,2))ds = / F(s(z,y(x), 2(x))) Ell_xdx

AC A(zx),C

mit

ds = \/dx? + dy? + dz2, d. h.

/jc F(s(z,y,2))ds = /ABC F(s(z, y(x), 2(z))) \/1 + (%)2 + (Z—i)de




8.7.2 Kurvenintegral iiber Vektorfeld

Das Kurvenintegral iiber das Vektorfeld ff(ﬂ léngs der Kurve C zwischen den Orten 7, und 7 ist definiert

durch
AT;—0

/ A(Fydi = lim Y A(7) A7
a,C C

Bei geschlossener Kurve (7, = 7) liefert das Kurvenintegral

7( A(F) di
c
die Zirkulation von A entlang der Kurve C.
Die Berechnung geschieht durch Umwandlung in gewthnliche Integrale, z. B.:

a) 7= 7(s) lings C mit ds =|d7| ergibt

o, dr VNN

A(F) o ds= | A(r(s))trds= | Ards

s

Der Tangenteneinheitsvektor ist durch @r und die Tangentialkomponente von A durch Ar gegeben.
b) Mit A = (A4,,A,, A,) folgt

/A’(f*)dfz/Ax(mdx+/Ay(mdy+/Az(mdz

Die Variablen x, y, z hingen iiber den Weg C' voneinander ab. Die Parameterdarstellung des Weges

x = xz(s)
y = y(s)
z = 2(s)
liefert L
Ji o Ay dit = [l Aa(7(s)) da + [0 Ay (7(s)) dy + [J7 Ao(7(s)) dz

= [ ATS) e ds + [ AY(Ts)) Bds + [T AL(T(s)) 8 ds

Ist z selbst die unabhéngige Variable, so erhdlt man

SR A dr = [2 Au(w,y(@), 2(2)) da + [0 Ay(2,y(@), 2(2) $da + [ A (2, y(@), 2(x)) £ do

Fiir eine bestimmte Klasse von Vektorfeldern, die Gradientenfelder, hingt der Wert des Kurvenintegrals nur
vom Anfangspunkt 7, und vom Endpunkt 7, ab und nicht von der Form der Kurve C zwischen den Punkten
(siehe Vektoranalysis).

8.7.3 Gebietsintegrale

Integrale einer Funktion f(z,y) von zwei Verdinderlichen f(z,y)
x und y iiber eine zweidimensionales Gebiet der zy-Ebene
sind definiert durch den Grenzwert von Riemann-Summen:

R LTEN T SECN LY

zi, Ay;—

Dabei ist Z eine Intervalleinteilung des Gebiets G in kleine
Gebiete (Rechtecke) mit den Seitenléingen Ax; und Ay;, die
beim Grenziibergang gegen 0 gehen.

Fiir ein rechteckiges Gebiet G mit

G: a<z<b c<y<d

148t sich das Gebietsintegral leicht auf zwei gewchnliche

Integrale zuriickfithren.
Das Integral von f(z,y) iiber x zwischen a und b stellt eine Funktion von y dar, iiber die von ¢ bis d iiber y



integriert werden kann (oder umgekehrte Reihenfolge):

Iz/cd/:ﬂx,y)dxdy:/cd l/abf(x,y)dx] dy:/: l/cdf(x,wdy] dz

Das Integral in der ersten eckigen Klammern ist eine Funktion von y, das in der zweiten eine Funktion von x.
Bei krummliniger Begrenzung des Integrationsgebietes G sind die Grenzen selbst wieder Funktionen von z bzw.
Y.

Entsprechendes gilt fiir Integrale in drei und mehr Dimensionen.

Transformationen. Durch Transformation der Verénderlichen ist es oft moglich, das Integrationsgebiet in ein
rechteckiges Gebiet in den neuen Verénderlichen zu transformieren und und damit die Integration zu vereinfa-
chen. Dabei ist das Fliachenelement dz dy bzw. das Volumenelement dx dy dz unter Beriicksichtigung der Deter-
minante |J| der Funktionalmatrix der Transformation durch das transformierte Element dudv bzw. du dv dw
zu ersetzen. Die Funktionaldeterminanten fiir die Koordinaten z y einerseits und u v andererseits lautet:

- (Se) " | e |

Allgemeine Formel fiir die Transformation von Koordinaten z und y in allgemeine Koordinaten v und v und
fiir die entsprechenden Fléchenelemente:

| = dx,y) | 0x/ou Ox/0v
~ O(u,v) | Oy/Ou Oy/ov

z = xz(u,v) A(z,y) dzx/Ou  Ox/dv
yo= v T8 T oy ayjov oy =l dude
Beispiel: Ebene Polarkoordinaten
T = TCcosp _ _
y — rsing |J| =r dx dy =rdrdy

Entsprechend gilt die allgemeine Formel fiir die Transformation von Koordinaten x, y, und z in allgemeine
Koordinaten u, v und w und fiir die entsprechenden Volumenelemente:

x = z(u,v,w) Oz, y, ) Ox/0u Ox/Ov Ox/Ow
y = ylu,v,w) |J|:8’7y’: dy/Ou  Oy/Ov Oy/Ow dx dydz = |J| du dvdw
z = z(u,v,w) (u, v, w) 0z/0u  0z/Ov 0z/Ow
Beispiele:
Réumliche Polarkoordinaten:
x = rsindcosyp 9 .
B . . 9. drdydz = r*sinddrdddy
y = rsindsing |J| = r*sind — L Zdrdeosddy
z = rcos?
Zylinderkoordinaten:
x = pcosp
y = psingp |J| =p drdydz = pdzdpde



