Kapitel 4

Lineare Algebra

4.1 Matrizen

Eine m - n Matrix A hat m x n Elemente a;; in m Zeilen und n Spalten:

ai1 @12 @13 ... Qln

a21 @22 @23 ... Q(2n
A = (aij) =

am1 Am2 Am3 ... amn

Die Addition zweier Matrizen A und B mit gleicher Zeilen- und Spaltenzahl erfolgt durch elementweises Addie-
ren:

C=A+1B cijzaij—l—bij
Bei der Multiplikation einer Matrix A mit einer Zahl A wird jedes Element a;; mit der Zahl multipliziert:
C=)A Cij = )\aij

Das Produkt zweier Matrizen A und B ist definiert, wenn die Spaltenzahl n von A mit der Zeilenzahl von B
iibereinstimmt:

n
C =AB Cij = Z aikbj
k=1

Die Produktmatrix C' hat die gleiche Zeilenzahl wie A und die gleiche Spaltenzahl wie B. Ein Element c¢;; der
Produktmatrix entsteht durch Multiplikation der i-ten Zeile von A mit der j-ten Spalte von B. Im allgemeinen
ist AB # BA.

Die Matrix AT heifit die zur Matrix A transponierte Matrix und entsteht durch Vertauschen der Zeilen und
Spalten von A. Es gilt:

B= AT bij = Qj4 mit (AB)T = BTAT
Eine Matrix heiffit quadratisch, wenn Zeilen- und Spaltenzahl iibereinstimmen. Eine quadratische Matrix heif3t
symmetrisch, wenn gilt:
A= AT Qi = Qg
Eine quadratische Matrix heiffit Diagonalmatrix, wenn die Elemente auflerhalb der Diagonalen verschwinden:
Qi = 0 fir 4 75]

Eine Einheitsmatrix F ist eine Diagonalmatrix, deren Diagonalelemente gleich 1 sind:

eij = 0ij = { (1) z ;j 0 = Kronecker-Symbol

Vektoren koénnen als Spezialfille der Matrizen aufgefafit werden. Spaltenvektoren oder kurz Vektoren im R”™

sind Matrizen mit n Zeilen und einer Spalte. Sie werden in diesem Abschnitt, wie in diesem Kontext iiblich,
nicht durch einen Vektorpfeil gekennzeichnet. Zwischen zwei Vektoren x und y im R"™,

x = (x1,T2,...%,) y=(y1,Y2, - -Yn)
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ist als skalares Produkt definiert: .
<$,y> = Zx’i “Yi
i=1

(diese Definition entspricht der vorher fiir Vektoren im dreidimensionalen Raum eingefiihrten). Werden z und
y als einspaltige Matrizen aufgefaft, so ist (z,y) = 2Ty. (T = Transposition, erzeugt Zeilenvektor)

]l = v/ {z,z) Betrag von z.
Das skalare Produkt kann wie frither mit
(z,y) = |||l - lyll - cos

durch die Léngen ||z|| und ||y|| und den Winkel ¢ zwischen den Vektoren ausgedriickt werden.
Wenn C eine symmetrische n - n Matrix ist, so heiit (z, Cz) eine quadratische Form. Die Definition

n n
(x,Cx) = Z Z Cij Ti Tj
i=1 j=1

entspricht dem Matrixprodukt x7Cx. Die symmetrische Matrix C heifit positiv definit, wenn fiir alle = (mit

]| # 0)
(z,Czx) >0

gilt. Eine Matrix ist genau dann positiv definit, wenn fiir £ = 1,...n gilt:

C11 ... C1k
det| ... ... | >0.

Ck1  --. Ckk

Mit einer m - n Matrix A wird durch die Matrixgleichung
y = Az

ein n-Vektor x auf einen m-Vektor y linear abgebildet oder in diesen transformiert.
Inverse Matrix. Die Determinante einer quadratischen Matrix A ist det A = |a;;|. Fiir det A # 0 heifit die
Matrix nichtsingulir. Fiir eine nichtsingulire Matrix wird eine inverse Matrix A~! definiert durch

A'A=AAT' = E.

Die Elemente der inversen Matrix B = A~ ! sind:

bos — i
Y det A
Dabei ist A;; das algebraische Komplement zu dem Element a;;. Es gilt:
(A H =4 (AB)"' =pB~1A~!

Lineare Gleichungssysteme. Das lineare Gleichungssystem

a111  + @122 + ... G1pTnp = Y1
211 + Q222 + ... G2pTp = Y2
Ap1T1 + ap2T2 + ... AppTp = Yp

mit den Unbekannten z;, 148t sich als Matrixgleichung
Az =y

schreiben mit der quadratischen Koeffizientenmatrix A = (a;;) und den Vektoren x und y. Wenn die Matrix A
nichtsingulér ist, ergibt sich die Lésung durch
r=A"1y

mit der zu A inversen Matrix A~!.
Anders gedeutet, beschreibt das Gleichungssystem eine lineare Transformation des Vektors z in den Vektor



4.2 Drehungen

Drehungen sind spezielle lineare Transformationen. In diesem Kapitel werden Vektoren in einem dreidimensio-
nalen Raum mit den zueinander orthogonalen Einheitsvektoren @; (11, @z, @3) betrachtet. Fiir einen Vektor &
gilt:
Ty
T=| my | =z + z2U2 + T3U3
zs3

Die Einheitsvektoren sollen ein Rechtssystem bilden, d.h.
121(’(12 X 123) =1.

Eine Drehung des Koordinatensystems kann beschrieben werden durch Angabe der neuen orthogonalen Ein-
heitsvektoren @} in dem nichtgedrehten System:

—/ — — —
Uy = ajiur + a2 + aizug
—/ — — —
Uy = Qa21U1 + a22U2 + ag3u3z ,
—/ — — —
U3 = az1ui + a2 + as3us

allgemein:
3
— — . ) —
U; = Zaijuj mit a;; = U;u; = cosb;;.
Jj=1

Die Elemente a;; bilden eine Drehmatrix A. Ein allgemeiner Vektor & mit £ = x4, + x2u2 + 3tz hat im
gedrehten System die neuen Komponenten z}:

3
! .
T; = E a;jr; 1=1,2,3.
j=1

Diese Drehung 1488t sich durch die Matrixgleichung
¥ = A%

darstellen mit der Drehmatrix A.
Ein Zahlentripel stellt genau dann einen Vektor dar, wenn es sich bei Koordinatendrehungen gem#fl der Formel

¥ = AT

mit einer Drehmatrix A transformiert.
Eigenschaften der Drehmatrix. Aus der Orthogonalitit der neuen Einheitsvektoren

<

— — _ .
Uty = O

<

folgt:
3 3
> amagy = 0 > apiar; = 6i;.
k=1 k=1

Diese Beziehungen entsprechen in der Matrixschreibweise
ATA=AAT = F
und daraus folgt A=! = A7 fiir eine Drehmatrix. Matrizen mit dieser Eigenschaft haben die Determinante
det A = £1.

Fiir det A = 41 entspricht die Transformation durch die Matrix A einer reinen Drehung (Ubergang von einem
Rechtssystem zu einem Rechtssystem), wie aus

wy (U x uy) = 1.

fiir ein Rechtssystem folgt. Bei det A = —1 bilden die neuen Einheitsvektoren ein Linkssystem.



Mehrfache Drehungen. Wenn zwei Drehungen mit den Matrizen A und B nacheinander ausgefiihrt wer-
den, ergibt sich

¥ = A7F
Z

¥ = B¥ = BAZ

Das Ergebnis ist identisch mit einer Drehung mit einer Matrix C = BA (beachte: BA # AB ). Durch die
Drehung mit der Matrix A~! wird die Drehung mit der Matrix A wieder riickgingig gemacht:
¥ = A7

/1

7 = AW =A1'AF=7



